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Über die neuen Aufgaben des Jahresberichts der 
Deutschen Mathematiker- Vereinigung. 

Als nach längeren Vorberatungen vor einem Jahrzehnt die Deutsehe 
Mathematiker -Vereinigung begründet und gleichzeitig die Herausgabe 
eines Jahresberichts beschlossen wurde, glaubte man, diesen auf Mit- 
teilungen über die auf den Jahresversammlungen gehaltenen Vorträge, 
die gröfseren wissenschaftlichen Referate, sowie Mitgliederverzeichnis 
und Jahresrechnung beschränken zu sollen; auch setzte man für die 
Berichte über die gehaltenen Vorträge einen Umfang von höchstens 
zwei Druckseiten fest. Aber schon der erste Band des Jahresberichts 
liefs erkennen, dafs die gezogenen Schranken nach Umfang und Inhalt 
nicht innegehalten werden konnten; ebenso wurden die für die Ein- 
lieferung der Manuskripte gestellten Fristen unbequem empfunden. 

Der Vorstand der Vereinigung hat deshalb gern die neuerdings von 
Herrn Alfred Ackermann -Teubner wiederholt gegebene dankenswerte 
Anregung zu einer Erweiterung der Jahresberichte aufgenommen; auf 
Grund mehrjähriger Erwägungen und Verhandlungen mit einer grofsen 
Zahl von Mitgliedern und mit der Verlagsfirma B. G. Teubner hat er 
sodann auf der Ende September d. J. stattgefundenen Hamburger Jahres- 
versammlung den schon in dem Einladungsschreiben zur Versammlung 
dargelegten Antrag gestellt, den Jahresbericht von Band XI an 
zu einem in Monatsheften erscheinenden Organ umzuge- 
stalten, welches neben dem bisherigen Inhalte noch besonders Mit- 
teilungen aktuellen Interesses bringen soll. 

Der eingehend begründete Antrag des Vorstandes hat auf der 
Versammlung in Hamburg allgemeine Zustimmung gefunden und ist 
bei der Abstimmung mit Stimmeneinheit angenommen worden; gleich- 
zeitig wurde der bisherige Schriftführer, Herr A. Gutzmer, zum stän- 
digen Herausgeber gewählt. 

Wir führen im Folgenden die beabsichtigte Erweiterung des Inhalts 
nach den in Hamburg genehmigten Plänen näher aus. 

Jeder Band des Jahresberichtes soll bei einem Umfange von 
28 Bogen, im Formate und in den Typen dieses Rundschreibens, zu- 

Jahreatjericlit d. Deutschen Matlifiii -Vfreini^iuiL'. XI I l.-ft 1 u.a. 1 
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nächst wie bisher einen Bericht über die Jahresversammlung, 
einen Geschäftsbericht, das Mitgliederverzeichnis und Referate 
über die auf der Versammlung gehaltenen Vorträge enthalten. 

Ebenso sollen die gröfseren Referate, welche auf Veranlassung 
der Vereinigung erstattet werden, Aufnahme finden; jedoch ist geplant, 
dieselben bei erheblichem Umfange als selbständige Bände der Jahres- 
berichte erscheinen zu lassen. 

Ferner besteht der Wunsch und die Absicht, kleinere Referate 
über Einzeluntersuchungen oder Gruppen von solchen mehr als bisher 
zu berücksichtigen; auch sie werden im Jahresbericht zur Veröffent- 
lichung gelangen, und der Vorstand rechnet hier sehr auf die freudige 
Mitarbeit der Fachgenossen. 

In dem erweiterten Jahresbericht werden insbesondere die aka- 
demischen Reden ihren naturgemäfsen Platz finden, welche als 
Habilitations-, Antritts-, Rektorats-, Festreden u. dgl. m. bisher gar 
nicht oder nur in sehr beschränktem Mafse zur Kenntnis der Fach- 
kreise kamen, während sie häufig ein über die besondere Gelegenheit 
hinausreichendes mathematisches Interesse, zuweilen auch einen program- 
matischen Charakter besitzen. Es ist zu hoffen und wir bitten darum, 
dafs dem Jahresbericht reiches Material aus diesem Gebiete zufliefsen 
möge. 

Schon vom ersten Bande an ist es Brauch gewesen, im Jahres- 
bericht den verstorbenen Mitgliedern eine wissenschaftliche Würdigung 
ihrer Arbeiten und Bestrebungen zu widmen. Auch in Zukunft soll, 
ohne prinzipielle Beschränkung auf die Mitglieder, diesen Nekrologen 
besondere Aufmerksamkeit geschenkt werden. 

Um die Aufgabe der Vereinigung, die verschiedenen Teile und 
zerstreuten Organe der Wissenschaft in lebensvolle Verbindung und 
Wechselwirkung zu setzen, nach allen Richtungen fördern zu helfen, 
soll der Jahresbericht ferner Mitteilungen über alle Vorgänge 
bringen, welche die mathematischen Wissenschaften und ihre An- 
wendungen betreffen. Es gehören dahin hauptsächlich: Erörterungen 
und Berichte über Fragen des mathematischen Hochschulunter- 
richts, Mitteilungen über nationale und internationale Versamm- 
lungen, über mathematische Unternehmungen (z. B. über Katalog- 
angelegenheiten, über die Herausgabe von Gaufs' Werken, über die 
geplante Ausgabe von Euler's Schriften u. dgl. m.); des weiteren Hoch- 
schulnachrichten, sei es, dafs diese organisatorische Fragen und 
Einrichtungen, Sammlungen und Institute, sei es, dafs sie Mitteilungen 
über gestellte oder gelöste Preisaufgaben, über stattgefundene Pro- 
motionen und Habilitationen und sonstige Personalnachrichten betreffen; 
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dahin gehört auch der frühzeitige Abdruck des Verzeichnisses der 
Vorlesungen über Mathematik, Astronomie und Physik. 

Ein „Sprechsaal" soll zur Mitteilung von Anregungen, Bemer- 
kungen, Ergänzungen und Vorschlägen zur Verbesserung erschienener 
Werke u. dgl. dienen; dagegen sollen selbständige mathematische Ab- 
handlungen von der Aufnahme ausgeschlossen sein. 

Auch Berichte über die Thätigkeit der Akademien, Gesell- 
schaften und Vereine, welche die mathematischen Wissenschaften 
pflegen und fördern, sollen dazu beitragen, das Bild der mathematischen 
Arbeit des In- und Auslandes zu vervollständigen. 

Eine wesentliche Ergänzung hierzu wird die litterarische 
Abteilung bilden, in welcher eine Übersicht über die erschienenen 
und demnächst erscheinenden Bücher und selbständigen Schriften sowie 
eine Zeitschriftenschau und jeweils nach Bedürfnis auch Besprechungen 
enthalten sein sollen. Dabei ist das zu berücksichtigende Gebiet in 
einem Umfange gedacht, wie er etwa dem in der Encyklopaedie der 
mathematischen Wissenschaften gegebenen Inhalt entspricht. 

Diesen Erörterungen gemäfs stellen sich die erweiterten Jahres- 
berichte als eine Ergänzung neben sämtliche andere deutsche mathe- 
matische Zeitschriften, bestimmt, die Gesamtinteressen der Mathematiker 
zusammenzufassen. Dafs in dieser Hinsicht ein wahres Bedürfnis vor- 
liegt, kann dem parallelen Vorgehen des Auslandes entnommen werden. 

Wenngleich zur Sicherung einer einfachen und schnellen Geschäfts- 
führung die Leitung des Jahresberichts in die Hand eines ständigen 
Herausgebers gelegt worden ist, so kann das neue, umfangreiche Pro- 
doch nur allmählig und unter allgemeiner regelmässiger und 
thatkräftiger Mitwirkung zur Ausführung gebracht werden. Wir richten 
deshalb an unsere Fachgenossen im In- und Auslande die Bitte, da« 
neue Unternehmen nach Kräften durch Beiträge, Mitteilungen und 
Anregungen zu fördern in seinem Bestreben, den mathematischen 
Wissenschaften und ihren Vertretern zu dienen. 

Im November 1901. 

Der Vorstand der Deutschen Mathematiker-Vereinigung. 

W. von Dyck. A. Gutzmer. D. Hilbert. R. Mehmke. 
Franz Meyer. H. Minkowski. H. Weber. 

1* 
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Chronik der Deutschen Mathematiker-Vereinigung. 

1. Bericht Uber die Jahresversamiulniig zu Hamburg 

am 22. bis 28. September 1901. 

Der Einladung des Vorstandes zu der in der alten Hansastadt 
Hamburg vom 22. bis 28. September tagenden Jahresversammlung 
waren gegen 100 Fachgenossen gefolgt, darunter eine ansehnliche Zahl 
von Ausländern. Die wissenschaftlichen Verhandlungen wurden durch 
eine Begrüfsungsrede des Herrn Schubert, des ersten Einführenden 
der mathematisch-astronomischen Abteilung der gleichzeitig stattfinden- 
den 73. Versammlung Deutscher Naturforscher und Arzte, und durch 
eine längere Ansprache des Herrn Hilbert eröffnet. Der letztere sprach 
in Vertretung des in Folge dienstlicher Verpflichtungen am Erscheinen 
verhinderten Vorsitzenden der Vereinigung, Herrn W. von Dyck; der 
Redner verbreitete sich über den grofsen Nutzen der Vereinigung, der 
— wie er an einer Reihe von Beispielen näher ausführte — seine Ur- 
sache gerade in der mannigfachen Verschiedenheit der durch die Ver- 
einigung mit einander in Berührung kommenden Persönlichkeiten, ihrer 
Anlagen und Neigungen, ihrer Arbeitsgebiete, ihrer Methoden und 
Ziele habe. 

Leider erfuhr der wissenschaftliche Teil der diesjährigen Versamm- 
lung durch den unerwarteten Fortfall des Referates über die Theorien 
von Sophus Lie eine vielfach empfundene Änderung. Immerhin war 
die Anzahl der gehaltenen Vorträge eine ungewöhnlich grofse. 

Liste der gehaltenen Vorträge: 

1. A. Adler (Prag): Sphärische Abbildung der Flächen und ihre Anwendung 
in der darstellenden Geometrie. 

2. C. V. L. Charlier (Lund): Die astronomische Erklärung einer Eiszeit. 

3. V. Eberhard (Halle a. S.): Ein Beitrag zur Theorie der Gleichungen. 

4. W. Ebert (Kiel): Über eine Frage aus der Himmelsmechanik. 

5. F. Engel (Leipzig): Die höheren Differentialquotienten. 

6. J. Halm (Edinburgh): Über die Beziehungen des Erdmagnetismus zu 
seisraologischen Vorgängen und ihre Bedeutung für die messende und 
theoretische Astronomie. 

7. E. Hartwig (Bamberg): Über Gang und luftdichten Abschlufs Ortscher 
Pendeluhren. 
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8. G. Hauck (Berlin): Die Beziehungen zwischen drei Parallelprojektionen 
eines räumlichen Systems. 

9. D.Hilbert (Göttingen): Uber einige neuere mathematische Dissertationen. 

10. E. Jahnke (Berlin): Über Drehungen im vierdimensionalen Raum. 

11. P. Klein (Göttingen), Franz Meyer (Königsberg i. Pr.), A.Sommer- 
feld (Aachen): Berichterstattung über den Stand der Encyklopädie der 
mathematischen Wissenschaften. 

12. R. von Lilienthal (Münster i. W.): Die Geometrie der Bewegung in 
ihrer Auwendung auf die DitFerentialgeometrie. 

13. F. London (Breslau): Über eine besondere Art konvergenter Punktfolgen. 

14. A. Marcuse (Berlin): Über die neuere Entwicklung der geographischen 
Ortsbestimmung. 

15. Franz Meyer (Königsberg i. Pr.): Über Ausdehnungen des Henricischen 
und Ivoryschen Satzes. 

16. G. Mittag-Leffler (Stockholm): Ein Kriterium, die Singularitäten 
analytischer Funktionen aufzusuchen. 

17. E. Müller (Königsberg i. Pr.): Über das Analogon zur Lieschen Kugel- 
geometrie im Gebiete der geraden Linie. 

18. F. Schilling (Göttingen): Neue kinematische Modelle zur Verzahnungs- 
theorie und ihre Beziehung zur Theorie der Beriihrungstransformationen. 

19. P. H. Schoute (Groningen): Über die Beweglichkeit eines Nullsystems 
JV w _i im li fl . 

20. H. Schubert (Hamburg): Über die Konstantenzahl der n - dimensionalen 
Verallgemeinerung des Polyeders. 

21. P. Stäckel (Kiel): Referat über die Entwicklung des Unterrichtsbetriebes 
in der angewandten Mathematik an den deutschen Universitäten. 

22. — — : Arithmetische Eigenschaften analytischer Funktionen. 

23. E. Study (Greifswald): Ein neuer Zweig der Geometrie. 

24. J. Torka (Berlin): Über eine neue Bewegungsgeometrie. 

25. E. Zermelo (Göttingen): Zur Theorie der kürzesten Linien. 

Die Vorträge fanden teils in Fachsitzungen, teils in gemeinsamen 
Sitzungen mit verwandten Abteilungen statt. Der Vortrag 18 wurde 
durch Projektionsbilder erläutert. Die Berichte über die gehaltenen 
Vorträge werden, soweit sie der Redaktion zugegangen sind, so schnell 
als thunlich in dem gegenwärtigen Bande der Jahresberichte veröffentlicht. 

Mit der Versammlung war eine kleine Ausstellung neuerer 
mathematischer Modelle verbunden. Die Verlagsbuchhandlung von 
Martin Schilling in Halle a. S. hatte die neuesten Serien ihres Modell- 
verlags aufstellen lassen, nämlich: 1) die kinematischen Modelle 
von F.Schilling (Serie XXIV), 2) sieben Fadenmodelle der Kegel 
dritter Ordnung von H.Wiener (Serie XXV), 3) Hilfsmittel fin- 
den Unterricht in darstellender und projektiver Geometrie 
von G. Hauck und F. Schilling (Serie XXVI), 4) drei räumliche 
Drahtmodelle elektrischer Äquipotential- und Kraftlinien 
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nach 0. Lehmann auf Veranlassung von O.Wiener und nach Zeich- 
nungen von H. Scholl (Serie XXVII). Insgesamt umfalsten die vier 
neuen Serien 40 Modelle. 

Ferner hatte Herr Schülke noch Modelle zu Dach- und 
Brückenkonstruktionen (nach Schülke angefertigt yoiu Universi- 
tätsmechaniker Apel in Göttingen) ausstellen lassen, die insbesondere 
für den Schulunterricht bestimmt sind. 

Eine gröfsere Zahl von Herren nahm auch die dargebotene Gelegen- 
heit wahr, die Modelle des Herrn Schlick zu seinen Untersuchungen 
über den Massenausgleich bei Schitfsmaschinen kennen zu lernen. 

Um ein einigermafsen vollständiges Bild von dem wissenschaft- 
lichen Programm zu geben, das den Teilnehmern der Hamburger Ver- 
sammlung dargeboten war, dürfen einige Vorträge hier nicht unerwähnt 
bleiben, die zwar nicht in den Sitzungen der Vereinigung, sondern in 
denen der Abteilung für Physik bezw. für angewandte Mathematik und 
Physik gehalten wurden, zu denen aber die Mathematiker und Astro 
nomen eingeladen waren. Es sind dies folgende vier Vorträge: 

Archenhold (Treptow): Die Entwicklung der Fernrohrtechnik im 
19. Jahrhundert (mit Lichtbildern). 

Pulfrich (Jena): Über einen für metronomische und andere Zwecke 
bestimmten stereoskopischen Komparator. 

Frahm (Hamburg): Neuere Untersuchungen im Schiffs- und Schiffs- 
maschinenbau auf der Werft von Blohm & Vols. 

Lorenz (Göttingen): Schwingungen rotierender Wellen. 

Im Laufe des Berichtsjahres sind an den Vorstand von neuem An- 
regungen zur Herausgabe von Tafelwerken, namentlich von Tafeln der 
elliptischen Funktionen oder Integrale herangetreten, doch hat sich aus 
den Verhandlungen noch kein bestimmter Plan ergeben. Eine beson- 
dere Schwierigkeit liegt in dem Umstände, dafs es nicht gelungen ist, 
Einsicht in die Arbeiten des englischen Table-Committee oder sichere 
Mitteilungen über den Stand derselben zu erhalten. 

Was die gröfseren Referate betrifft, so gelangt der Bericht über 
die Entwicklung des Unterrichtsbetriebes in der angewandten Mathe- 
matik an den deutschen Universitäten, den Herr P. Stäckel in dankens- 
werter Weise erstattet hat, in dem gegenwärtigen Jahresbericht zur 
Veröffentlichung. 

Der ursprünglich auf die Tagesordnung der diesjährigen Versamm- 
lung gesetzte Bericht des Herrn G. Kowalewski über die Theorien 
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von Sophus Lie wurde kurz vor der Versammlung zurückgezogen, weil 
aus inneren Gründen zunächst der Bericht über die Forschungen Lies 
im Gebiete der Differentialgleichungen, den Herr Scheffers über- 
nommen hat, vorliegen niufs, um die Untersuchungen über die Trans- 
formationsgruppen • in das rechte Licht stellen zu können. Wegen der 
Inanspruchnahme durch die Mitarbeit an der Encyklopädie der mathe- 
matischen Wissenschaften kann aber Herr Scheffers sein Referat 
frühestens der nächsten Versammlung erstatten. 

Die Überhäufung mit dringenden Arbeiten hat es Herrn Müller- 
Breslau auch diesmal unmöglich gemacht, den versprochenen Bericht 
über die modernen Methoden zur statischen Berechnung der Baukon- 
struktionen zu erstatten. Der Vorstand hat Herrn Müller-Breslau 
nahe gelegt, einen Schüler heranzuziehen und mit der Ausarbeitung 
des Berichtes zu betrauen, und es ist zu hoffen, dafs nunmehr das 
Referat in absehbarer Zeit zur Vollendung gelangt. 

Für das nächste bezw. für das folgende Jahr sind in Vorbereitung 
die Berichte der Herren: Haufsner über numerische Auflösung von 
Gleichungen, Mehmke über die graphischen Methoden, Schlesinger 
über die Entwicklung der Theorie der linearen Differentialgleichungen 
Steinitz über die Theorie der endlichen Gruppen. 

In Aussicht gestellt sind ferner: ein Bericht über die Entwicklung 
und den gegenwärtigen Stand der Variationsrechnung des Herrn Kneser, 
ein Bericht über die allgemeine Dynamik des Herrn Stäckel, sodann 
die Fortsetzung der Berichte der Herren E. Kötter über die Ent- 
wicklung der synthetischen Geometrie und A. Schoenflies über Punkt- 
mannigfaltigkeiten. 

Das Referat des Herrn Burkhardt über die Entwicklungen nach 
oscillierenden Funktionen, dessen erster Teil zur Hamburger Versamm- 
lung ausgegeben wurde, wird in absehbarer Zeit fertig vorliegen; es 
wird als selbständiger Band X erscheinen. 

Obwohl es dem Vorstande bisher nicht gelungen ist, geeignete und 
geneigte Bearbeiter für die auf den letzten Versammlungen angeregten 
Referate über Astronomie, Geodäsie und mathematische Phvsik zu 
finden, wird er diese Anregungen wie weitere, die an ihn herantreten 
mögen, sich auch fernerhin zu eigen machen. 

Zweifellos die wichtigste Angelegenheit der Vereinigung, welche in 
Hamburg erledigt wurde, ist die Besohlufsfassung über die Erweiterung 
der Jahresberichte zu einem monatlich erscheinenden Organ, das 
namentlich auch Mitteilungen von aktuellem Interesse bringen soll. 
Über das Programm hat sich der Vorstand in dem diesem Berichte 
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vorangestellten Rundschreiben geäufsert, so dafs dieser Punkt hier nicht 
näher besprochen zu werden braucht. 

In üblicher Weise wird die Vereinigung nächstes Jahr in Gemein- 
schaft mit der Abteilung für Mathematik und Astronomie der Gesell- 
schaft Deutscher Naturforscher und Ärzte tagen, und zwar im Sep- 
tember 1902 zu Karlsbad. Es wird eine der vornehmsten Aufgaben 
dieser Versammlung sein, sich über den Ort schlüssig ra machen, an 
welchem der nächste, 1904 stattfindende internationale Mathematiker- 
Kongrefs abgehalten werden soll, und das wissenschaftliche Programm 
desselben in den Grundzügen festzulegen. 

Jena, Oktober 1901. A. Gutzmer. 



2. Geschäftliche Mitteilungen. 

1. In Vertretung des am Erscheinen verhinderten Vorsitzenden, 
Herrn W. von Dyck, leitete Herr Hilbert die Geschäftssitzung der 
Vereinigung, welche am 26. September 1901 zu Hamburg stattfand. 
Der von dem Schriftführer erstattete vorläufige Bericht über die ge- 
schäftliche Lage der Vereinigung liefs eine stete Zunahme der Mit- 
gliederzahl und des Vermögens erkennen. Der von den Revisoren ge- 
prüfte Kassenbericht, welcher mit Rücksicht auf die Drucklegung am 
1. Dezember abgeschlossen worden ist, wird unten folgen. 

2. Der ausführlich begründete Antrag des Vorstandes, die Jahres- 
berichte zu einem in Monatsheften auszugebenden Organ umzugestalten, 
wurde einstimmig zum Beschluis erhoben. Es wird somit Band X nur 
das Referat des Herrn Burkhardt enthalten, während von dem gegen- 
wärtigen Band XI ab die Jahresberichte in Heften ausgegeben werden. 
Die in Hamburg gehaltenen Vorträge werden so schnell als irgend 
möglich erscheinen; wenn noch nicht alles nach Wunsch geht, so wolle 
man dies der Kürze der Zeit, der Rücksicht auf den verfügbaren Raum 
und der Fülle von Geschäften zuschreiben, welche die Erweiterimg der 
Redaktionsthätigkeit mit sich bringt. 

3. Als Kassenrevisoren fungierten wiederum die Herren J. Thomae 
und G. Frege zu Jena. 

Die Herren D. Hilbert und A. Gutzmer scheiden dem Turnus 
gemäfs Ende 1901 aus dem Vorstande aus. Es wurde Herr H.Weber 
in Strafsburg i. E. neu in den Vorstand gewählt, während der Vorstand 
ermächtigt wurde, ein weiteres Mitglied als Schriftführer der Ver- 
einigung zu kooptieren. 
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Im Hinblick auf die in Karlsbad zu fassenden Beschlüsse über die 
Organisation und den Versammlungsort des internationalen Kongresses 
hat es der Vorstand für sehr wünschenswert erachtet, die Wahl des 
Schriftführers noch ein Jahr zu verschieben. Herr A. Gutzmer hat 
sich angesichts dieser Sachlage bereit erklärt, das Amt des Schrift- 
führers bis dahin, spätestens also bis Ende 1902, weiter zu führen. 

Es wurde in Hamburg beschlossen, statt der bisherigen ltedaktions- 
Kommission einen ständigen Herausgeber der Jahresberichte zu wählen, 
der zugleich dem Vorstande angehört. Zum Herausgeber wurde Herr 
A. Gutziner in Jena gewählt. 

Der Vorstand besteht somit für das Jahr 1902 aus folgenden 
Mitgliedern: 

W. von Dyck (1902), H.Minkowski (1902), K, Mehmke (1903), 
Franz Meyer (1903), H.Weber (1904), und dem Herausgeber der 
Jahresberichte A. Gutzmer. 

Die Wahlen innerhalb des Vorstandes ergaben: 

Vorsitzender für 1902: Herr Franz Meyer, 
Schriftführer „ „ : „ A. Gutzmer. 

4. In den wissenschaftlichen Ausschufs der Gesellschaft Deutscher 
Naturforscher und Ärzte wurden die Herren H. Schubert-Hamburg 
und A. Gutzmer-Jena auf drei Jahre (bis Ende 1904) gewählt. 

5. Seit dem letzten Berichte hat die Vereinigung durch das Dahin- 
scheiden einer gröfseren Zahl von Mitgliedern wieder schmerzliche 
Verluste erlitten; es starben: F. Caspary- Berlin, K. Doergens-Berlin, 
E. G. Kirsch- Chemnitz, P. Pokrowsky-Kiew, 0. Schlömilch-Dresden 
und W. Schur- Göttingen. Dem Andenken an diese Männer wird der 
Jahresbericht eine Würdigung ihres wissenschaftlichen Strebens und • 
Schaffens widmen. Den Herren, welche mit grofser Bereitwilligkeit 
der Bitte um Übernahme dieser Nachrufe entsprochen haben, sei auch 
an dieser Stelle der beste Dank ausgesprochen. 

6. Es sei noch bemerkt, dafs nach dem mit der Verlagsbuchhand- 
lung B. G. Teubner abgeschlossenen neuen Verlagsvertrage die Herren 
Verfasser von gröfseren Aufsätzen 25 mit Umschlag versehene Sonder- 
abdrücke, von kleineren Mitteilungen 10 Abzüge der betr. Seiten un- 
entgeltlich erhalten; eine gröl'sere Anzahl dagegen als die genannte zu 
den Herstellungskosten. 

7. Auch an dieser Stelle sei übrigens hervorgehoben, dafs die 
Mitglieder der Vereinigung, welche die Jahresberichte direkt von der 
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Verlagsbuchhandlung beziehen, dieselben wie bisher zu einem ermäfsig 
ten Preise erhalten. 

8. Die Verlagsbuchhandlung B. G. Teubner in Leipzig, PoatstraTse 3, 
hat sich bereit erklärt, die Kassenstelle der Vereinigung zu übernehmen, 
und die Hamburger Versammlung hat gemäfs dem Antrage des Vor- 
standes beschlossen, dieses Anerbieten anzunehmen. Wir bitten daher, 
von jetzt ab die Jahresbeiträge bezw. die Ablösungssumme 
nur an die Verlagsbuchhandlung B. G. Teubner, Leipzig, Post- 
stral'se 3, für die Deutsche Mathematiker-Vereinigung ein- 
zusenden. 



3. Kassenbericht. 

Nach dem Stande vom 1. Dezembur ItHIl 
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A. Gutzmer, als Kanaenführer 

J. Thomae, G. Frege, als Revisoren. 



4. Statuten der Deutschen Mathematiker -Vereinigung. 

(Nach den auf der Versammlung zu Halle, 21. September 181)1, gefafsten 

Hcschlüssen.) 

Ii 

Zweck der Vereinigung. 

Die Deutsche Mathematiker- Vereinigung stellt sich die Aufgabe, in 
gemeinsamer Arbeit die Wissenschaft nach allen Richtungen zu fordern und 
auszubauen, ihre verschiedenen Teile und zerstreuten Organe in lebensvolle 
Verbindung und Wechselwirkung zu setzen, ihre Stellung im geistigen 
Leben der Nation nach Gebühr zu heben, ihren Vertretern und Jüngern 
Gelegenheit zu ungezwungenem kollegialischen Verkehr und zum Austausch 
von Ideen, Erfahrungen und Wünschen zu bieten. 
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§ 2. 

J ahr es- Versammlung. 

Die Vereinigung hält alljährlich eine Versammlung ab, in Gemeinschaft 
mit der „T. Abteilung für Mathematik und Astronomie der Gesell schaft Deutscher 
Naturforscher und Arzte". 

§ 3. 

Vorstand der Vereinigung. 

In der Jahresversammlung wählen die dort anwesenden Mitglieder der 
Vereinigung einen Vorstand von sechs Mitgliedern. Derselbe darf 
sich nötigenfalls durch Kooptation auf sechs ergänzen. 

Die Wahl der Vorstandsmitglieder geschieht je auf drei Jahre. 

Dabei scheiden alljährlich zwei Mitglieder aus und werden durch Neu- 
wahl ersetzt. Das Ausscheiden geschieht in der Reihenfolge des Eintritts. 
Die Ausscheidenden können erst nach zwei Jahren wieder gewählt werden; 
nur der Schriftführer (§ 5) ist sofort wieder wählbar. Der Amtsantritt fällt 
auf den 1. Januar. 

§ 4. 

Aufgaben des Vorstandes. Jahresbericht. 

Der Vorstand ist beauftragt mit der Vertretung der gesamten Inter- 
essen der Vereinigung. 

Im einzelnen hat er die Aufgabe, die Jahresversammlung vorzubereiten durch 
Aufstellung eines ausführlichen Programmes, in welches womöglich Referate 
über die Entwicklung einzelner Gebiete der Wissenschaft aufzunehmen sind. 

Weiter veröffentlicht der Vorstand den Jahresbericht der Vereini- 
gung über den wissenschaftlichen Teil der Verhandlungen. Derselbe ist den 
Mitgliedern zu ermäfsigtem Preise zugänglich zu machen; die Liste der 
Mitglieder und die Jahresrechnung sind ihm beizudrucken. 

§ 5. 

Geschäftsführung im Vorstande. 
Der Vorstand wählt jährlich aus seiner Mitte: 

a) den Vorsitzenden, in jährlichem obligatorischen Wechsel. Der- 
selbe leitet die Sitzungen des Vorstandes und die geschäftlichen Sitzungen 
der Vereinigung; 

b) den Schriftführer, gleichzeitig mit der Führung der Kasse und 
des Archivs der Vereinigung beauftragt; 

c) die engere Kommission für die Redaktion des Jahres- 
berichtes. 

§6. 

Mitgliedschaft. 

Die Mitgliedschaft zur Vereinigung wird erworben durch Anmeldung bei 
dem Schriftführer. Mit ihr ist die Verpflichtung zur Zahlung eines Jahres- 
beitrages von zwei Mark für das laufende Kalenderjahr verbunden. Der jähr- 
liche Beitrag kann durch eine einmalige Zahlung von 30 Mark abgelöst werden. 

[Bemerkung des Herausgebers: Infolge der neuerlichen Beschlüsse betreffs der 
Jahresberichte sind natürlich § 4 3 und § 6 C gegenwärtig nicht mehr zutreffend.] 
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5. Mitglieder-Verzeichnis 

nach dein Stande vom 1. Dezember 19ul. 

(Im Interesse eines genauen Mitglieder- Verzeichnisses wird gebeten, von jeder Änderung 
der Adresse dem Herunsgeber, Prof. Dr. (Jutzmer, Jena, Üchaeff'erstr. 4, Mitteilung 

machen zu trollen.) 

Abkürzungen: U.R. = Hofrat, U.H.R. = Geheimer Hofrat, R R. — Regieruugsrat, 
O'.R.R = Geheimer Regicrunggrat, (i.R. = Geheimer Rat. 

Jahr dos Kin » bedeutet, dafs das betr. Mitglied seine Beiträge abgelöst hat 

Eintritts 

1893. *Abbc, Cleveland, Meteorologieal Institute, Washington, D. C, U. 8. A. 
1899. *Abbe, Ernst, Professor an der Universität, Jena, Carl Zeifs- Platz 7. 

1899. Abraham, Max, Privatdoc. a. d. Univers., Göttingen, Nicolausbergerweg 17. 

1894. *Ackermann-Teubner, Alfred , Verlagsbuchhändler, in Firma B. G. Teubner, 

Leipzig, Poststr. 3. 
1893. Adami, Fr., Gymnasialprofessor, Hof. 

1901. Adler, August, Professor an der deutschen Realschule, Privatdocent an 

der deutschen Technischen Hochschule, Prag- Karolinenthal. 

1898. Ahrens, W., Lehrer an der Baugewerkschule, Magdeburg, Fürstenufer 12. 

1900. Albeggiani, Michele, Professor am R. Istituto Teenico, Palermo, Salita 

Banditore 4. 

1899. Aley, R. J., Professor a. d. Indiana-Universität, Blooinington, Ind., U. S. A. 
10. 1897. Ambronn, L. , Professor an der Universität, Göttingen, Sternwarte. 

1902. Amodeo, Federico, Professor an der Universität Neapel. 
1893. *Amthor, A., Hannover, Königstr. 40. 

1891. *Archenhold, F. S., Direktor der Treptow -Sternwarte bei Berlin. 

1891. Bacharach, J., Professor an der Industrieschule, Nürnberg, Rollnerstr. 41. 

1899. Bachmann, P., Professor, Weimar, Carl Alexander- Allee 2. 
1897. Bäcklund, A. V., Professor an der Universität, Lund (Schweden). 

1897. * Baker, H. F., Fellow u. Lecturer am St. John's College, Cambridge (England). 

1900. Baiser, Ludwig, Oberlehrer an der Oberrealschule, Darmstadt. 

1899. Bartheis, K. L., Professor, Privatgelehrter, Bonn, Hofgarten-Auguststr. 9. 
20. 1900. Bauch, F., Reallehrer, Hamburg, Höltystr. 10. 

1891. Bauer, G., G.R., Professor an der Universität, München, Georgenstr. 9. 
1897. Baur, L., Direktor der Grofsh. Realschule, Heppenheim a. d. B., Privatdocent 
an der Technischen Hochschule, Darmstadt; Heppenheim a. d. B. 

1893. Bauschinger, J., Professor an der Universität, Berlin SW., Lindenstr. 91. 
1891. Beck, A., Professor, Zürich I, Schanzenberg 7. 

1897. Beke, Emanuel, Professor an der Universität, Budapest, Bimbö uteza 26. 
1897. 'Bernau, W. W., Professor an der Universität, Ann Arbor, Mich., U. S. A., 
East Kingsley Street Gl. 

1899. Bernstein, Felix, Dr. phil., Göttingen, Nicolausbergerweg 17. 

1896. Biermann, 0., Professor an der Technischen Hochschule, Brünn (Mähren), 

Falkensteinergasse 5. 
1891. Binder, W., Professor a. d. Fachschule für Maschinenwesen, Wiener-Neustadt. 
30. 1893. *Bjerknes, C. A., Professor an der Universität, Christiania, Grönne Gade 6. 

1894. Blaschke, E., Privatdocent an der Universität, Wien I, Judenplatz 4. 

1897. *Blümcke, Ad., Gymnasialprofessor, Nürnberg, Glockenhofstr. 32. 

1900. Blumenthal, Otto, Privatdocent an der Universität, Göttingen. 

1900. *Böcher, Maxime, Professor an der Harvard University, Cambridge, 
Mass., U. S. A. 

1893. Bock, A., Reallehrer an der Realschule, Passau, Neumarkt. 

1891. Böger, R, Professor an der Realschule, Hamburg, Hohe Weide 6. 

1899. Boehm, Karl, Privatdocent an der Universität, Heidelberg, Theaterstr. 9. 
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1897. Borsch, A., Professor, Abteilungsvorsteher am Kgl. Geodätischen Institut, 

Potsdam, Saarmnnderstr. 16. 
1897. »Böttcher, J. E., Professor, Rektor d. Realgymnas., Leipzig, Zeitzerstr. 10. 
40. 1895. Bohlmann, 6., Professor an der Universität, Göttingen, Bertheaustr. 1. 
1899. Bohnert, F., Oberlehrer, Hamburg, Moltkestr. 55. 

1899. Bois, H. du, Professor an der Universität, Berlin NW, Schiffbauerdamm 21. 
1901. Bolke, Georg, Dr. phil., Neustettin, Bismarckstr. 70. 

1891. *Boltzmann, L., G.H.K., Professor an der Universität, Leipzig, Leplaystr. 9. 

1892. *Bolza, 0., Professor an der Universität, Chicago III., Woodlawn avenue 5810. 
1901. *Bouton, Charles L., Harvard University, Cambridge Mass., U. S. A., 

Craigie Hall 503. 

1891. Braunmühl, A. v., Professor an der Technischen Hochschule, München, 
Schellingstr. 53. 

1897. Brendel, M., Professor an der Universität, Göttingen, Schildweg 12. 
1897. *Bretschneider, W., Professor an der Friedrich-Engen-Realschnle, Docent 
an der Technischen Hochschule, Stuttgart, Senefelderstr. 68. 
50. 1891. Brill, A. v., Professor an der Universität, Tübingen, Hechingerstr. 14. 
1897. *Brix, W., Dr. phil., Berlin W., Friedrich Wilhelm -Strarse 9. 

1893. Brückner, Max, Oberlehrer am Gymnasium, Bautzen, Paulistr. 32. 
1891. Brunn, H., Privatdocent an der Universität, Bibliothekar an der Tech- 
nischen Hochschule, München, Giselastr. 27. 

1891. *Bruns, H., G.H.Ii:, Professor an «der Universität, Leipzig, Sternwarte. 

1900. *Bullard, Warren G., Professor an der Universität, Syracuse, N. Y., 

U. S. A., Comstock Avenue 712. 

1899. *Burger, Robert, Professor a. d. Oberrealsch., Freiburg i. B., Gliünerstr. 23. 
1891. *Burkhardt, H., Professor an der Universität, Zürich V, Kreuzplatz 1. 
1891. *Burmester, L., Professor a. d. Techn. Hochschule, München, Barerstr. 69. 
1891. Busche, E., Oberlehrer an der Hansaschule, Bergedorf bei Hamburg, 

Am Baum 51. 

60. 1900. Cajori, Florian, Professor am Colorado College, Colorado Springs, Colo- 
rado, U. S. A. 

1891. *Cantor, Georg, Professor an der Universität, Halle a. S., Händelstr. 13. 

1891. Cantor, Moritz, H.H., Professor a. d. Univers., Heidelberg, Gaisbergstr. 15. 

1901. Carda, Karl, Privatdocent an der Universität, Wien III, Hegergasse 13. 
1897. Cardinaal, J., Professor an der Technischen Hochschule, Delft (Holland), 

Orangeplantage 35. 

1900. Certo, Luigi, Professor am R. Liceo Umberto, Palermo, Via Salvatore 

Meccio 1. 

1900. Chaux, A. de la, Oberlehrer am Gymnasium, Stade. 
1897. Cranz, C, Professor an der Oberrealschule und Privatdocent an der Tech- 
nischen Hochschule, Stuttgart, Johannesstr. 17. 

1897. Crawley, E. S., Professor an der Universität, Philadelphia, Pa., U. S. A. 

1898. *Crayen, Wilhelm, Verlagsbuchhändler (G. J. Göschen'sche Verlagshand- 

lung), Leipzig, Salomonstr. 10. 
70. 1897. Cremona, L., Professor an der R. Scuola d'applicazione per gPingegneri, 
Rom, Piazza S. Pietro in Vincoli 5. 

1899. Curtze, Max, Professor, Thorn I, Philosophenweg 2. 

1892. Czuber, E., Professor a. d. Techn. Hochschule, Wien III, Neulinggasse 3. 

1893. *Dalwigk, F. v., Privatdocent an der Universität, Marburg, Barfüfserthor 4. 

1891. Dantscher v. Kollesberg, V., Professor an der Universität, Graz, 

Rechbauerstr. 31. 

1892. *Dedekind, R., G.R.R., Professor an der Technischen Hochschule, Braun- 

schweig, Kaiser Wilhelm-Strafse 87. 
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1900. Dehn, A., Oberlehrer am Gymnasium, Neubrandenburg, Friedlandstr. 28. 

1900. Dehn, Max, Privatdocent an der Akademie, Münster i. W. 

1898. Denizot, A. t Technischer Hülfsarbeiter an der Kaiserl. Normal-Aichungs- 
Kommission, Charlottenburg, Charlottenburger Ufer 9. 

1893. *Dickstein, S., Professor, Warschau, Marzalkowskastr. 117. 
80. 1891. *l)ingeldey, F., Professor an der Technischen Hochschule, Dannstadt, 
Grüner Weg 13. 

1901. *Di8teli, Martin, Professor, Privatdocent an der Technischen Hochschule, 

Karlsruhe, Bismarckstr. 33. 

1890. Dobriner, H., Oberlehrer am Philantropin, Frankfurt a. M., Eiserne Hand 18. 

1891. Döhlemann, K., Privatdocent an der Universität, München, Von der 

Tann-Strafse 23. 

1897. DoleZal, E., Professor an der Bergakademie, Leoben (Steiermark). 

1898. Domach, P. R., Lehrer an den Technischen Staatslehranstalten, Chemnitz. 

1899. *Drygalski, Erich v., Professor an der Universität, Berlin W, z. Z. Leiter 

der Südpolarexpedition. 
1891. *Dyck, W. von, Direktor d. Techn. Hochschule, München, Hildegardstr. 1%. 
1891. Dziobek, O., Professor an der vereinigten Artillerie- und Ingenieurschule, 

Berlin; Charlottenburg, Berlinerstr. 55. 
1891. Eberhard, V., Professor an der Universität, Halle a. S., Jägerplatz 7. 
90. 1899. *Edalji, Jamshedji, Professor am Gujarat College, Ahmedabad, Indien. 
1897. Ellemann, Fritz, Lehrer am Landes -Seminar, Cöthen, Franzstr. 25b. 

1899. «Eneström, Gustaf, Bibliothekar an der Königl. Bibliothek, Stockholm, 

Brahegatan 43. 

1891. Engel, Friedrich, Professor an der Universität, Leipzig, Südplatz 11. 

1902. Epsteen, Saul, Dr. pbil., San Francisco, Cal. U. S. A., Hayes Street 229; 

z. Z. Güttingen, Wöhlerstr. 12. 

1900. Epstein, Paul, Oberlehrer an der Kaiserl. Technischen Schule, Stras- 

burg i. E., Stern wartstr. 10. 
1893. Escherich, G. v., Professor an der Universität, Wien IX, Dietrich- 

steingasse 5. 

1901. Faber, Georg, stud. math. , Göttingen, Emilienstr. 6. 

1892. Färber, C, Oberlehrer an der Luisenstädtischen Oberrealschule, Berlin SO., 

Fichtestr. 30. 

1897. *Fehr, H., Professor an der Universität, Genf, Rue Gevray 19. 
100. 1893. Fiedler, Ernst, Professor an der Kantonschule, Zürich - Hottingen , Eng- 
lisches Viertel 57. 

1897. Fiedler, Wilhelm, Professor am Polytechnikum, Zürich, Klosbachstr. 79. 

1892. Finger, J., Professor an der Techn. Hochschule, Wien IV, Alleegasse 35. 
1891. *Finsterwalder, S., Professor an der Technischen Hochschule, München, 

Leopoldstr. 61. 

1897. Fischer, Karl, Hülfsarbeiter im Bureau des Kgl. Ausschusses zur Unter- 
suchung der Hochwasserverhältnisse, Friedenau bei Berlin, Beckerstr. 10. 

1893. Fischer, Karl, Privatdocent an der Technischen Hochschule, München, 

Theresienstr. 43. 

1901. Fischer, Otto, Professor an der Universität und Oberlehrer am Real- 
gymnasium, Leipzig, Plagwitzerstr. 15. 
1899. Fisher, George Egbert, Professor an der Universität, Philadelphia Pa. 
189G. *Flatt, R., Privatdocent an der Universität, Basel, Margaretenstr. 77. 
1901. Fleischer, Hermann, Dr. phil., Göttingen, Herzberger Chaussee 19. 
110. 1897. *Föppl, A., Professor an der Techn. Hochschule, München, Rambergstr. 2. 
1891. *Franz, J., Professor an der Universität, Direktor der Sternwarte, Breslau. 
1897. Frege, G., Professor an der Universität, Jena, Forstweg 29. 
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1891. Fricke, R., Professor an der Technischen Hochschule, Braunschweig, 
Kaiser Wilhelm- Straf se 17. 

1896. *Frie8endorff, Th., Oberlehrer a. d. reformirten Kirchen-Schulen, Assistent 

am Institut d. Wegebauingenieure, St. Petersburg, Gr. Podjatecheskaja 23. 
1891. *Frobenius,G., Professor a. d. Univers., Berlin; Charlottenburg, Leibnizstr. 70. 
1891. Fuchs, L., O.M.B., Professor an der Universität, Berlin W., Rankestr. 14. 

1891. Fuhrmann, A., G.H.B., Professor an der Technischen Hochschule, Dresden, 

Circusstr. 39. 

1902. Fuhrmann, Wilhelm, Professor an der Königl. Oberrealschule auf der 
Burg, Königsberg i. Pr., Königsstr. 96. 

1897. Galdeano, ZoelG. de, Professor a. d. Univers., Zaragoza (Spanien), C6so 99. 
120. 1900. Gale, Arthur Sullivan, Yale Universität, New Häven, Conn. U. S. A. 

1900. »Gauthier-Villars, Albert, Verlagsbuchhändler, Paris, Quai des Grands- 

Augustins 56. 

1897. Geer, P. van, Professor an der Universität, Leiden (Holland), Rapenburg 81. 

1894. *Gegenbauer, L., Professor an der Universität, Wien IX, Frankstr. 1. 
1897. Gerbaldi, F., Professor an der Universität, Palermo, Via Gaetano Daita 11. 

1901. Gernett, Nadjeschda von, Frl. Dr. phil., Göttingen, Wilhelm Weberstr. 22. 
1901. Glage, F. E. A., Lehrer am Johanneum, Hamburg, Mansteinstr. 49. 

1895. Godt, W., Oberlehrer am Katharineum, Lübeck, Geniner str. 29. 
1899. Görges, H., Professor an der Technischen Hochschule, Dresden. 

1892. Götting, E., Oberlehrer am Gymnasium, Göttingen, Burgstr. 52. 

130. 1900. Goettler, Johann, Reallehrer und Privatdocent an der Universität, Mön- 
chen, Holzstr. 6. 

1891. *Gordan, P., Professor an der Universität, Erlangen, Goethestr. 6. 

1891. Graefe, F., Professor an der Techn. Hochschule, Darmstadt, Kiesstr. 131. 

1895. Graf, J. H., Professor an der Universität, Bern, Wylerstr. 10. 

1899. Graham, W. P., Professor an der Universität, Syracuse, N. Y., U. S. A. 

1891. *Grafsmann, Hermann, Privatdocent a. d. Univers., Halle a. S., Bergstr. 2. 

1893. *Greenhill, A. G., Professor am Artillery College Woolwicb, London WC. 

10 New Inn, Strand. 
1901. Greiner, Richard, Lehramtspraktikant, Mannheim, F. Z. 26b. 

1892. Grübler, M., Professor an der Techn. Hochschule, Dresden, Sedanstr. 18. 

1900. Grünwald, Josef, Assistent an der Technischen Hochschule, Wien IV, 

Belvederegasse 21. 

140. 1901. Gubler, Eduard, Privatdocent a. d. Univers., Zürich IV, Universitätsstr. 66. 
1891. Günther, S., Professor an der Techn. Hochschule, München, Akademiestr. 5. 

1899. *Guldberg, Alf, Privatdocent an der Universität, Christiania (Norwegen), 

Tostrupsgade 9. 

1891. *Gundelfinger, S., G.H.B., Professor au der Technischen Hochschule, 
Darmstadt, Grüner Weg 37. 

1900. »Guradze, Hans, Dr. phil., Breslau, Telegrafenstr. 5. 

1891. *Gutzmer, A., Professor an der Universität, Jena, Schaefferstr. 4. 
1897. Gysel, Julius, Direktor des Kantons-Gymnasiums, Schaffhausen, Tanner- 
gälschen 13. 

1893. Haas, K., Gymnasialprofessor, Wien VI, Matrosengasse 8. 
1897. Haberland, M., Professor an der Realschule, Neustrelitz. 
1897. *Haebler, Th., Professor an der Fürstenschule, Grimma i. S. 

150. 1897. Haenlein, J., Oberlehrer am Humboldt-Gymn., Berlin NW., Speuerätr. 34. 
1891. Haentzschel, E., Oberlehrer am Köllnischen Gymnasium und Docent an 

der Technischen Hochschule, Berlin W., Gleditschstr. 43. 
1895. *Hagen, J., Professor und Direktor der Sternwarte am Georgetown College, 
Washington D. C, U. S. A. 
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1897. *Halsted, George Bruce, Professor an der Universität, Auatin, Texas, 
U. S. A. , Guadalupe Street 2407. 

1891. Hamburger, M., Professor an der Technischen Hochschule, Berlin NW., 

Karlstr. 28. 

1901. Hamel, Georg, Dr. phil., Göttingen, Kleperweg 8. 

1890. *Hancock, H., Professor au der Universität, Cincinnati, U. S. A. 

1892. Hartwig, E.. Direktor der Sternwarte, Bamberg. 

1901. Harzer, Paul, Professor an der Universität, Direktor der Stern wart«;, Kid. 
1899. Hatzidakis, Nicolas, Professor, Athen, Heraklitesstr. 15. 
1G0. 1891. Hauck, Guido, G. Ii.lt. , Professor au der Technischen Hochschule, Ber- 
lin W., Bülowstr. 6. 

1896. Hausdorff, F., Privatdoccnt an der Universität, Leipzig, Leibnizstr. 4. 

1890. Haufsner, R. , Professor an der Universität, Giefsen, Frankfurterstrafse 36. 
1899. Hawkes, H. E., Instructor am Yale College, New Häven, Conn., U. S. A., 

Edgewood Avenue 391. 
1901. Hayashi, T., Professor der Mathematik, Matsuyama Chügakkö, Iyo, Japan. 

1892. Hecht, Professor am Melanchthon-Gymnasium , Nürnberg, Erlenstegeu 58. 

1891. *Heffter, L. , Professor an der Universität, Bonn, Goethestr. 17. 

1891. Helm, G., Professor an der Techn. Hochschule, Dresden, Winckelmannstr. 27. 
1891. Helmert, F. R., G.R.R., Professor an der Universität, Berlin; Direktor des 

Geodätischen Instituts, Potsdam. 
1891. Henneberg, L., G.H.Ii., Professor an der Technischen Hochschule, Dann- 
stadt, Hochstr. 58. 
170. 1893. Henneke, Professor am Gymnasium, Preufsisch-Friedland. 

1893. *Henrici, 0., Professor am City and Guilds of London Institute, London W., 

Notting Hill, Clarendon Road 34. 
1891. *Hensel, K., Professor an der Universität, Berlin W., Kurfürstendamm 36. 

1899. Herberich, G., Reallehrer, München, Theresienstr. 38. 
1891. *Hermes, .1., Professor am Gymnasium, Lingen a. d. Ems. 

1897. Hermes, 0., Professor an der Artillerieschule, Berlin; Steglitz, Lindenstr. 35. 
1891. *Hertzer, H., G.Rli., Professor an der Technischen Hochschule, Berlin W., 

Frobenstr. 14. 

1900. Herzog, Josef, Ingenieur, Budapest V, Elisabetplatz 1. 

1891. Hefs, E., Professor an der Universität, Marburg, Barfii Isert hör 5. 
1891. *Hettner, G., Professor an der Technischen Hochschule und an der Uni- 
versität, Berlin W., Kaiserin Augusta-Str. 58. 
180. 1895. Heun, K., Professor a. d. ersten Realschule, Berlin SW., Mittenwalderstr. 17. 

1898. Heymann, Woldemar, Professor an der Königl. Gewerbe- Akademie, 

Chemnitz, Kaiserplatz 19. 

1899. Heyse, Martin, Dr. phil., Halle a. S., Neumarktstr. 8. 

1891. »Hilbert, D., Professor an der Universität, Göttingen, Wilhelm Weber-Str. 29. 
1897. "Hirsch, A., Professor, Privatdocent am Polytechnicum, Zürich, Casinostr. 3. 

1900. Hocevar, Franz, Professor an der Techn. Hochschule, Graz, Beethovenstr. 5. 

1891. * Hol der, 0., Professor an der Universität, Leipzig, Kaiser Wilhelm-Str. 15. 

1901. Hoffmann, J. C. V., Professor, Begründer der Zeitschrift für mathematischen 

u. naturwissenschaftlichen Unterricht, Leipzig-Reudnitz, Kohlgartenstr. 50. 

1892. Hollaender, E., Oberlehrer am Dom -Gymnasium, Verden (Hann.). 
1897. Holzmüller, G., Professor, Direktor a. D., Hagen i. W. 

190. 1899. Hoppe, Edm., Professor am Wilhelmsgymnasium, Hamburg, Ritterstr. 153. 
1891. Horn, J., Professor an der Bergakademie, Clausthal i. H., Marktstr. 

1901 . Hossenfel der, Emil, Professor am Gymnasium, Strafsburg, Wcstpreufseu . 

1893. Hofsfeld, C, Oberlehrer am Gymnasium, Eisenach, Fahrzeugstr. 6. 
1900. Hovestadt, H., Professor am Realgymnasium, Münster i. W., Hochstr. 5. 
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1901. "Huntington, Edward V., Instructor an der Harvard Universität, Cam- 
bridge Mass., U. S. A., Fairfax Hall 3JL 
1891. *Hurwitz, A., Professor am Polytechnicuni, Zürich, Baechtholdstr. 

1895. *Hurwitz, J., Privatdocent an der Universität, Basel, Allschwilerstr. & 
1900. *Jaccottet, Charles, Lehrer, Lausanne. 

1900. Jacobsthal, Walther, Dr. phil., Strafsburg L E., Steinstr. ±. 

•Mio 1891. Järisch, P., Professor an der Realschule, Hamburg-Eilbeck, Papenstr. 51L 
1893. Jabnke, E., Oberlehrer an der Friedrichs -Werderschen Oberrealschule, 
Privatdocent an der Technischen Hochschule, Berlin W. 15^ Pariserstr. SIL 

1901. Jirgensen, N., Kopenhagen N., Sortedamsgade L 

1896. *Jolle8, St., Professor an der Technischen Hochschule, Berlin; Halensee 

bei Berlin, Kurfürstendamm 130. 
1893. *Joukovsky, N., Professor an der Universität, Moskau. 
1891. "Jürgens, E., Professor an der Techn. Hochschule, Aachen, Ludwigsallee 7JL 
1901. Juling, Professor an der Realschule, Schönberg, Mecklb. 

1891. Junker, F., Professor am Realgymnasium, Ulm. 

1900. Kagan, B., Privatdocent an der Universität, Odessa. 

1899. Kawalki, W., Oberlehrer an der Hauptschule der Francke'schen Stiftungen, 
Halle a. S^ Franckestr. L 
210. 1892. Keck, L., Professor am Gymnasium, Nürnberg. 

1901. Kempe, Oberlehrer am Realgymnasium, Remscheid. 

1892. *Kepinski, Stanislaus, Professor an der Technischen Hochschule, Lemberg. 

1892. *Kerschensteiner, Georg, Stadtschulrat, München, Möhlstr. 

1891. Kiepert, L., G.R.B., Professor an der Technischen Hochschule, Hannover, 
Herrenhäuser Kirchweg 2SL 

1899. *Kikuchi, D., Professor, Rektor der" Kaiserl. Universität, Tokyo (Japan). 

1900. Killermann, Anton, Reallehrer, München, Forstenriederstr. UL 

1891. Killing, W., Professor an der Akademie, Münster L W., Gartenstr. üiL 

1893. Kleiber, J., Hauptlehrer an der Handelsschule, München, Herrenstr. L 

1891. *Klein, Felix, G.It.B., Professor an der Universität, Göttingen, Wilhelm 

Weber-Strafse & 

22JL 1891. Klein, Georg, Rektor des Realgymnasiums, München, Ludwigstr. LL 

1897. Klug, Leopold, Professor an der Universität, Klausenburg (Ungarn). 
1900. Kluyver, J. C, Professor an der Universität, Leiden (Holland)* 

1892. *Kneser, A., Professor an der Bergakademie, Berlin W., Schaperstr. 3iL 
1900. Knoblauch, E., Oberlehrer a. Realgymnasium, Witten (Ruhr), Wilhelmstr.24. 

1892. Knoblauch, J., Professor an der Universität, Berlin W., Karlsbad 15L 

1897. Kobald, E., Professor an der Bergakademie, Leoben (Steiermark). 

1900. Koch, Helge von, Privatdocent an der Universität, Stockholm-Djursholm. 

1898. "Koch, Karl, Reallehrer, Weissenburg a. S. 

1891. Köhler, C, Professor an der Universität, Heidelberg, Treitschkestr. 3. 
230. 1899. Kölmel, Fritz, Professor am Realgymnasium, Baden-Baden, Maria 
Victoria- Str. iL 

1893. "König, J., Professor an der Techn. Hochschule, Budapest, VämhäzkGrüt {L 
1891. Koenigsberger, L., G.H., Professor a. d. Univers., Heidelberg, Kaiserstr. 2 a. 
1891. Köpcke, A., Oberlehrer an der Realschule, Ottensen, Tresckowallee LL 
1891. Kötter, Ernst, Professor an der Techn. Hochschule, Aachen, Lousbergstr. ilL 
1891. Kötter, Fritz, Professor an der Techn. Hochschule, Berlin S, Annenstr. L 
1891. *Kohn, Gustav, Professor an der Universität, Wien 1^ Schotteuring üL 
1898. Kollert, J. A., Professor an den Technischen Staatslehranstalten, Chem- 
nitz, Weststr. 11. 

1900. *Kollro8, Louis, Professor am Gymnasium, La Chaux- de -Fonds (Schweiz), 
St. Pierre HL 
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1901. Korselt, Alwin, Oberlehrer am Realgymnasium, Plauen i. V. 
240. 1897. *Kortum, H., Professor an der Universität, Bonn, Meckenheimerstr. 136. 
1891. Kostka, C, Professor am Gymnasium, Insterburg. 

1899. Kowalewski, Gerhard, Professor a. d. Univers., Greifswald, Langestr. 55. 
1891. Kraft, F., Privatdocent an der Universität, Zürich IV, Zweierstr. 38. 

1900. Krau 8, J., Oberlehrer an der Oberrealschule, Darmstadt, Liebigstr. 49. 
1891. Krause, M., G.H.R., Professor an der Technischen Hochschule, Dresden, 

Kaitzerstr. 12. 

1891. Krazer, A., Professor an der Universität, Strafsburg i. E., Vogesenstr. 10. 
1897. Kreutz, H., Professor an der Universität, Kiel, Niemannsweg 103. 
1897. Krüger, L., Professor, Abteilungsvorsteher am Kgl. Geodätischen Institut, 

Potsdam; Grofs- Lichterfelde, Mommsenstr. 10. 
1900. KuSera, Otto, Professor am Realgymnasium und Lehrer an der Universität, 
Agram, Gundulicgasse 51. 
250. 1895. Kühne, H., Oberlehrer an den Maschinenbauschulen, Dortmund, Markt 8. 

1893. "Kürschak, J., Professor an der Technischen Hochschule, Budapest II, 

Albrechtstr. 14. 

1892. "Kullricb, Oberlehrer an der Hohenzollernschule , Schöneberg bei Berlin, 

Erdmannstr. 11. 

1895. Kutta, W., Assistent an der Techn. Hochschule, München, Zieblandstr. 33. 

1897. Lacombe, M., Professor am Polytechnicum , Zürich, Wenibergstr. 18. 
1891. 'Lampe, E., GEB., Professor an der Technischen Hochschule, Berlin W., 

Kurfürstenstr. 139. 

1899. "Landau, Edmund, Privatdocent a. d. Univers., Berlin NW., Sommerstr. 2. 

1894. Landsberg, G., Professor an der Universität, Heidelberg, Sandgasse 5. 

1896. "Lau gel, L., Chälet des Bruyeres, Golfe Juan, Alpes Maritimes. 

1898. Leesekamp, E. A., Professor an den Techn. Staatslehranstalten, Chemnitz. 
260. 1897. Leitzmann, H., Privatgelehrter, Halle - Giebichenstein , Ziethenstr. 28. 

1891. *Lerch, M., Professor an der Universität, Freiburg (Schweiz). 

1898. Levi-Civita, T., Professor an der Universität, Padua (Italien), Via 
S. Gaetano 3394. 

1897. *Liebmann, H., Privatdocent an der Universität, Leipzig, Mühlgasse 8. 

1896. Lilienthal, R. v., Professor an der Akademie, Münster i. W., Erphostr. 16. 

1900. "Lindelöf, Ernst, Docent a. d. Universität, Helsingfors, Boulevardsgatan 12. 

1893. Lindemann, F., Professor a. d. Universität, München, Franz Joseph-Str. 12. 

1898. Linsenbarth, H., Oberlehrer a. d. erst. Realsch., Berlin N., Lothringerstr. 76. 

1892. Lipschitz, R , G.B.B., Professor an der Universität, Bonn, Königstr. 34. 

1897. Loewy, A., Privatdocent an der Universität, Freiburg i. B., Thurnseestr. 4. 
2T0. 1891. London, Franz, Professor a. d. Univers., Breslau, Kaiser Wilhelni-Str. 95. 

1898. Lorenz, Franz, Professor an der König!. Gewerbe -Akademie, Chemnitz, 

Reichsstr. 33. 

1897. "Lorenz, Hans, Professor a. d. Univers., Göttingen, Nicolausbergerweg 21 n. 
1896. Lorey, W., Oberlehrer am Realgymnasium, Remscheid. 

1896. "Loria, G., Professor an der Universität, Genua, Passo Caffaro 1. 

1899. Lovett, E. 0., Professor an der Princeton Universität, Princeton, New 

Jersey, U. S. A. 

1899. Ludwig, W., Assistent am physikal. Institut, Breslau, Zwingerplatz 6 — 7. 
1891. "Lüroth, J., G. 1J.R, Professor an der Universität, Freiburg i. B., Mozart- 

str. 10. 

1900. Lukat, Max, Oberlehrer am Progymn., Viersen (Rheinland), Schulstr. 14. 

1897. "Mackay, John S., Edinburgh, Northumberland Street 69. 
280. 1899. Maier, Max, Pfarrer in Schaufling bei Deggendorf (Bayern). 

1894. Mandl, M., Professor an der Landes-Oberrealschule , Profsnitz in Mähren, 
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1891. »Mangoldt, H. v., G.R.K., Professor an der Technischen Hochschule, 

Aachen, Vaelserstr. 148. 
1898. Mansion, Paul, Professor an der Universität, Gent (Belgien), Quai des 

Dominicains 6. 

1900. Marco, Georg, Sekretär des Wiener Schachclubs und Redakteur der 
Wiener Schachzeitung, Wien IX, Währingerstr. 24. 

1898. *Marcuse, A., Privatdocent an der Universität, Berlin W., Matthäikirchstr. 12. 

1899. »Martin, Artemas; Washington NW., D. C, U. S. A., Columbia Street 1534. 
1897. Marxsen, S., Dr. phil., Göttingen, Wiesenstr. 3a. 

1897. Maschke, H., Professor a. d. Universität, Chicago Dl., Woodlawn Av. 5549. 
1891. Maurer, L., Professor an der Universität, Tübingen, Uhlandstr. 22. 
290. 1891. *Mayer, A., Professor an der Universität, Leipzig, Rofsplatz 14. 

1899. *Mehling, Alwin, Reallehrer, Fürth, Julienstr. 8. 

1891. *Mehmke, R., Professor a. d. Techn. Hochsch., Stuttgart, Weissenburgstr. 29. 

1897. *Metzler, W., Professor an der Universität, Syracuse, N. Y., U. S. A. 

1900. »Mewes, H., Oberlehrer an der Grofsen Stadtschule, Wismar, Am Schilde 6. 

1898. Meyer, Eugen, Professor an der Technischen Hochschule, Berlin. 

1891. *Meyer, Franz, Professor a. d. Univers., Königsberg i. Pr., Mitteltragheim 61. 
1891. Meyer, Georg, Oberlehrer an der Realschule, Bremen, Georgstr. 66. 
1891. Meyer, Gustav Ferdinand, Professor, München, Amalienstr. 80, 3. 
1900. * Miller, G. A., Instructor an der Stanford Universität, California, U. S. A. 
300. 1891. »Minkowski, H., Professor am Polytechnicum , Zürich, Mittelstr. 12. 

1898. *Mittag-Leffler, G., Professor an der Universität, Stockholm - Djursholm. 

1899. Molien, Th., Docent an der Universität, Dorpat. 

1900. *Molk, Jules, Professor an der Universität, Nancy, rue d'AUiance 8. 
189G. *Moore, E. H., Professor an der Universität, Chicago III., U. S. A. 

1896. *Müller, Emil, Professor an der Kgl. Baugewerkschule und Privatdocent 

an der Universität, Königsberg i. Pr., Dohnastr. 4. 
1891. Müller, Felix, Professor, Steglitz, Hohenzollernstr. 2. 

1900. Müller, Hans, Cand. math., Göttingen, Düstrer Eichenweg 20. 

1891. »Müller, Reinhold, Professor an der Technischen Hochschule, Braun- 

schweig, Hagenstr. 2. 

1892. Müller, Richard, Oberlehrer am Kaiser Wilhelms - Realgymnasium und 

Privatdocent an der Technischen Hochschule, Berlin S., Blücherstr. 35. 
310. 1898. Muth, P., Privatgelchrter, Osthofen (Rheinhessen), Wormserstr. 23. 

1897. Naetsch, E., Privatdocent an der Technischen Hochschule, Dresden; 

Blasewitz bei Dresden, Striesenerstr. 5. 

1898. »Nagaoka, H., Professor an der Universität, Tokyo (Japan). 

1897. Nath, M., Oberlehrer am Luisen- Gymnasium, Berlin NW., Gerhardstr. 8. 
1891. »Netto, E., G.H.K., Professor an der Universität, Gielsen, Süd-Anlage 13. 

1893. Neuberg, J., Professor an der Universität, Lüttich, Rue Sclessin 6. 
1891. »Neumann, Carl, G.H.R., Professor a. d. Univers., Leipzig, Querstr. 10—12. 

1899. »Neumann, Ernst, Professor an der Universität, Breslau. 

1901. Newson, H. B., Professor an der Kansas State University, Lawrence, 

Kansas, U. S. A. 

1900. Nielsen, Niels, Privatdocent an der Universität, Kopenhagen N., Nörre- 

brogade 67. 

320. 1900. Niklas, P., Oberlehrer am Gymnasium, Lotzen, Ostpreufsen. 

1891. Noether, M., Professor an der Universität, Erlangen, Nürnbergerstr. 32. 

1899. Nordmann, Professor am Realgymnasium, Halberstadt, Gleimstr. 17. 
1897. Oettingen, A. v., Professor an der Universität, Leipzig, Mozartstr. 1. 

1900. Opitz, Hans R. G., Oberlehrer am Königstädtischen Realgymnasium, 

Berlin; Johannesthal, Parkstr. 6. 
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1899. "Osgood, W. F., Professor an der Harvard Universität, Cambridge, Mass., 
U. S. A. 

1891. Papperitz, E., Oberbergrat, Professor an der Bergakademie, Freiberg i. S., 
Weisbachstr. 5. 

1891. *Pa8ch, M., G.H.R., Professor an der Universität, Giefsen, Alicestr. 81. 
1891. Pelz, C., R.R., Professor an der böhmischen Technischen Hochschule, Prag, 
Jensteingasse 1776. 

1891. Peschka, G. A. V., R.R., Professor an der Technischen Hochschule, Wien III, 
Jacquingasse 2. 

330. 1892. *Pick, G., Professor an der deutschen Universität, Prag, Kgl. Weinberge 764. 
1897. "Pierpont, James, Professor an der Yale Universität, New Häven, Conn. 
U. S. A., Mansfieldstreet 42. 

1897. Pietzker, Friedrich, Professor am Gymnasium, Nordhausen. 
1891. Piltz, A., Dr. phil., Jena, Kirchplatz 5. 

1898. 'Planck, M., Professor an der Universität, Berlin W., Achenbachstr. 1. 

1891. Pochhammer, L., G.R.R., Professor a. d. Univers., Kiel, Niemannsweg 59. 

1892. Pockels, F., Professor an der Universität, Heidelberg. 
1901. Pörszäsz, Josef, Professor, Budapest III, Szemlöhegy 6336. 

1891. Pringsheim, A., Professor an der Universität, München, Arcisstr. 12. 

1899. *Protopapadaki, Pierre, Ingenieur, Athen, Rue Valaorites 15. 

340. 1897. Prümm, E., Assistent a. d. Techn. Hochschule, Braunschweig, Bismarckstr. 2. 
1891. "Prym, F., Professor an der Universität, Würzburg, Schweinfurterstr. 3«/ 4 . 

1900. "Ptaszycki, J., Professor an der Universität, St. Petersburg, Nadiezdinska 11, 

log. 20. 

1899. Pund, 0., Oberlehrer, Altona, Heinrichstr. 1. 
1897. Raaij, W. H. L. Janssen van, Haarlem (Holland). 

1893. "Bados, G. , Professor a. d. Techn. Hochschule, Budapest VII, Csengery- 

Gasse 1. 

1901. Rabts, Johannes, Privatdocent an der Universität, Königsberg i. Pr., 

z. Z. am Statistischen Amt, Charlottenburg, Wielandstr. 68. 

1896. Rausenberger,0., Professor a.d. Musterschule, Frankfurt a. M., Heisterstr. 8. 

1893. Recknagel, G., Rektor des Realgymnasiums, Augsburg. 

1894. "Reich, Karl, Professor am K. K. Technologischen Gewerbe-Museum, Docent 

an der Technischen Hochschule, Wien IX, Michelbeurngasse 2. 
350. 1891. Reinhardt, C, Professor an der Fürstenschule, Meifsen, Freiheit 16. 

1893. *Re*thy, M., Professor an der Technischen Hochschule, Budapest, Sorok- 
särer Gasse 18. 

1891. Reuschle, C, Professor an der Techn. Hochschule, Stuttgart, Lerchenstr. 5. 
1891. *Reye, Th., Professor an der Universität, Strafsburg i. E., Dietrichstaden 6. 
1899. Ricci, Gregorio, Professor an der Universität, Padua (Italien). 

1891. Richarz, F., Professor an der Universität, Marburg. 

1892. Richter, Oberlehrer am Gymnasium, Quedlinburg, Kaiserstr. 38. 

1891. Riecke, E., G.R.R., Professor an der Universität, Göttingen, Bühlstr. 22. 

1897. Rinecker, Gymnasialprofessor, Regensburg. 

1891. Ritter, A., G.R.R., Professor, Lüneburg, Obere Schrangenstr. 18. 
360. 1891. Rodenberg, C, Professor an der Techn. Hochschule, Hannover, Oeltzenstr. 6. 
1899. Roe, E. D. J r. , Professor an der Universität, Syracuse N. Y., Anna Street 105. 
1891. Rogel, F., Ingenieur, Docent am Tecbnicum, Mittweida, Zschirnerplatz 13. 
1891. Röhn, K., Professor an der Technischen Hochschule, Dresden, Liebigstr. 18. 
1891. Rosanes, J., G.R.R., Professor an der Universität, Breslau, Schweidnitzer 
Stadtgraben 16 b. 

1891. Rosenow, H., Direktor der neunten Realschule, Berlin N., Badstr. 22. 
1899. "Rost, Georg, Privatdocent a. tl. Universität, Würzburg, Mergentheimerstr. G. 
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1901. Rothrock, David Andrew, Professor an der Indiana-Universität, Bloo. 

mington, Ind., U. S. A. 
1892. Rudel, K., Professor an der Industrieschule, Nürnberg, L. Feuerbachstr. 13. 
1891. »Rudio, F., Professor am Poly technicum , Zürich, Feldeggstr. 64. 
370. 1901. Rudolf, Karl, Ingenieur, Bochum, Kortumstr. 21. 

1891. *Runge, C, Professor (an der Technischen Hochschule, Hannover-Kirchrode, 

Kaiser Wilhelm -Strafse 9. 

1891. Saalschütz, L., Professor an der Universität, Königsberg i. Pr., Trag- 

heimer Pulverstr. 49. 

1900. *Schafheitlin, Paul, Oberlehrer am Sophien-Realgymnasium, Berlin W., 
Schaperstr. 17. 

1899. Schaper, Hans v. , Lehrer an der Seefahrtschule, Bremen, Am Wall 19:$. 

1892. »Scheffers, G., Professor a. d. Techn. Hochschule, Darmstadt, Saalbaustr. 85. 
1891. Scheibner, W., G.H.B '., Professor a. d. Universität, Leipzig, Schletterstr. 8. 
1891. Schell, W., G.H.R., Professor an der Technischen Hochschule, Karls- 
ruhe, Kriegstr. 52. 

1899. Scheller, Arthur, Assistent der Sternwarte, Hamburg. 

1893. Schendel, L., Professor, Halensee bei Berlin, Kronprinzendamm 3. 
380. 1901. Schepp, A., Überleutnant a. D., Wiesbaden, Philippsbergstr. 33. 

1891. Schilling, C, Direktor der Navigationsschule, Bremen, Neustadt-Wall 1. 
1893. »Schilling, F., Professor an der Universität, Göttingen, Bergstr. 17. 

1891. Schlegel, V., Professor an der Königl. höheren Maschinenbauschule, 

Hagen i. W., Volmestr. 62. 

1892. Schleiermacher, L., Professor an der forstlichen Hochschule, Aschaffen- 

burg, Grünewaldstr. 19. 

1900. Schlepps, Fritz, Oberleutnant im Fufsartillerie-Regiment von Hindersin, 

Neufahrwasser. 

1891. Schlesinger, L., Professor an der Universität, Klausenburg (Ungarn), 
Fellegväri utcza 112. 

1901. *Schlick, Otto, Consul a.D., Direktor des Germanischen Lloyd, Hamburg, 

Bellevue 2. 

1901. Schmidt, Adolf, Professor am Gymnasium Ernestinum, Gotha, Herren- 

wiesenweg 3. 

1891. Schmidt, M., Professor a. d. Techn. Hochschule, München II, Kaulbachstr. 35. 
390. 1891. *Schoenflies, A., Professor an der Universität, Königsberg i. Pr., Mittel- 
tragheim 38. 

1893. *Scholz, P. G., Professor am Friedrichs-Realgymnasium, Berlin; Steglitz, 

Fichtestr. 34. 

1899. Schorer, Karl, Gymnasiallehrer, Weifsenburg am Sand, Mittelfranken. 
1897. Schorr, R., Direktor der Sternwarte, Hamburg. 

1902. Schott, Otto, Dr. phil., Fabrikleiter, Jena. 

1897. »Schotten, H., Direktor der städt. Oberrealschule, Halle a. S. Sophienstr. 37. 
1891. Schottky, F., Professor an der Universität, Marburg, Barfüfserthor 14. 

1900. Schoute, P. H. , Professor an der Universität, Groningen (Holland). 
1899. »Schräder, C, G.R.R., Reichs-Inspektor für die Seeschiffer- etc. Prüfungen, 

Berlin W., Wilhelmstr. 74. 

1891. »Schröder, E., H.H., Professor an der Technischen Hochschule, Karls- 

ruhe, Gottesauerstr. 9. 
400. 1899. Schröder, Johannes, Oberlehrer a. d. Oberrealsch., Hamburg, Finkenau 9. 

1901. Schröder, Richard, Oberlehrer an der Realschule, Cassel, Wörthstr. 12 

1892. Schröder, Th., Professor am Melanchthon - Gymnasium , Nürnberg, Sulz- 

bacherstr. 7. 

1891. Schubert, H., Professor am Johanneuni, Hamburg, Douistr. 8. 
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1896. Schülke, A., Professor am Gymnasium, Osterode i. Ostpr. 

1901. Schütz, Ernst Harald, Dr. phil., Frankfurt a. M., Elsheimerstr. 4. 

1892. Schultz, E., Oberlehrer am Realgymnasium, Stettin, Poelitzerstr. 9. 
1891. Schumacher, H., Professor an der Kadettenanstalt, München, Elvirastr. 1. 
1891. Schumacher, Robert, Reallehrer a. d. Realsch., Augsburg, Bismarckstr. 11. 
1891. Schur, F., Professor a. d. Techn. Hochschule, Karlsruhe, Linkenbeimerstr. 15. 

410. 1901. *Schur, Issai, Dr. phil., Berlin, Behrenstr. 5. 

1894. Schwarz, H. A., Professor an der Universität, Berlin; Villencolonie Grune- 

wald, Humboldtstr. 33. 

1896. Schwatt, J., Professor an der Universität , Philadelphia Pa., U. S. A. 
1891. Schwering, K., Professor, Direktor des Gymnasiums, Trier. 

1898. 'Scott, Charlotte Angas, Professor am College, Bryn Mawr, Pa. 

1902. See, Thomas J. J., Professor, United States naval observatory, Washington, 

I). C, U. S. A. 

1891. Seeliger, H. , Professor an der Universität', Direktor der Sternwarte, 
München - Bogenhausen. 

1897. *Segre, C, Professor an der Universität, Turin (Italien), Corso Vittorio 

Emanuele 85. 

1896. *Selivanoff, D. , Professor am Technologischen Institut und Privatdocent 

an der Universität, St. Petersburg, Fontanka 116, log. 16. 

1897. Selling, E., Professor an der Universität, Würzburg, Maistr. 4. 

420. 1891. *Servus, H., Oberlehrer am Friedrichs -Realgymnasium und Privatdocent 
an der Technischen Hochschule, Berlin; Charlottenburg, Spandauerstr. 9. 

1893. Sidler, G., Professor an der Universität, Bern, ChristofFelgasse 4. 

1891. Siebert, A., Professor an der Kadettenanstalt, Grofs- Lichterfelde W., 

Bellevuestr. 30. 

1892. Sievert, H., Professor am Gymnasium, Bayreuth. 

1891. *Simon, Max, Professor am Lyceum, Strafsburg i. E., Lessingstr. 5. 

1897. Sintzow, D., Professor an der höheren Bergschule, Ekaterinoslaw (Rufsland). 

1897. *Smith, David Eugene, Professor, Columbia Univcrsity New York City,U. S. A. 

1901. Smith, 0. A., Stud. mag., Kopenhagen F, Hollaenderveg 20. 

1900. Smitb, Percey F., Professor an der Sheffield Scientific School oi Yale 
University, New Häven, Conn. , U. S. A. 

1900. Sobotka, J., Professor an der tschech. Technischen Hochschule, Brünn 
(Mähren), Lichtenauergasse 10. 
430. 1899. Sommer, Julius, Professor an der landwirtschaftlichen Akademie Poppels- 
dorf, Bonn a. Rh., Argelanderstr. 85. 

1895. 'Sommerfeld, A., Professor an der Technischen Hochschule, Aachen, 

Lousbergstr. 13. 

1897. Sonin, N., Professor, Mitglied d. Akademie d. Wissenschaften, St. Petersburg. 

1893. Soii8low, G., Professor an der Universität, Kiew. 

1900. Spitz, Arnold, Veraicherungsmathematiker, Wien II, Lilienbrungasse 18. 
1891. Sprung, A., Professor am Meteorologischen Institut, Potsdam. 

1891. *Stäckel, Paul, Professor an der Universität, Kiel, Hohenbergstr. 13. 
1891. Stahl, H., Professor an der Universität, Tübingen, Neckarhalde 14. 

1898. Stammer, Wilhelm, Professor, Düsseldorf, Hohenzollernstr. 9. 
1891. *Staude, O., Professor an der Universität, Rostock, St. Georg-Str. 38. 

440. 1897. Steinitz, E., Privatdocent an der Technischen Hochschule, Charlotten- 
burg, Uhlandstr. 187. 
1897. Stephanoö, Kyparissos, Professor a. d. Univers., Athen, Rue de Solon 20. 

1894. *Sterneck, R. v., Privatdocent a. d. Univers , Wien VIII, Josefstädterstr. 30. 
1891. *Stickelberger, L., Professor an der Universität, Freibnrg i. B., Baslerstr. 38. 

1901. 'Stornier, Carl, Privatdocent an der Universität, Christiania, Holtegaden 14. 
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1891. Stolz, 0., Professor an der Universität, Innsbruck, Anichstr. 34. 
1897. »Strafsmann, H. W., Oberlehrer an der 3. städt. Realschule, Berlin SW., 
Dessauerstr. 36. 

1900. *Straubel, Rudolf, Professor an der Universität, Jena, Beethovenstr. 2. 

1897. Studnicka, F. J., H.B., Professor an der böhmischen Universität, Prag, 

Schwarze Gasse 6. 

1891. »Study, E., Professor an der Universität, Greifswald, Brinksatr. 61. 
450. 1900. *Sturm, Ambros, Professor am Obergymnasium, Seitenstetten, Nieder- 
österreich. 

1891. Sturm, R., G.B. F., Professor an der Universität, Breslau, Fränkelplatz 9. 

1898. Sutäk, Josef, Gymnasialprofessor und Privatdocent an der Universität, 

Budapest IV., Väroshäzter 4. 

1894. Tauber, A., Privatdocent an der Universität, Wien VI, Gumpendorferstr. 63. 

1901. Thiersch, Friedrich, Assistent an der Techn. Hochschule, München 38, 

Zuccalistr. 4. 

1891. Thomae, J. , G.H.B., Professor an der Universität, Jena, Kasernenstr. 9. 
1897. Timerding, E., Privatdocent a. d. Univers., Strafsburg i. E., Fischartstr. 4. 
1897. Toeplitz, E., Professor am Johannes - Gymnasium , Breslau, Ohlauer- 
Stadtgraben 3. 

1893. »Tötössy, B. v., Professor an der Technischen Hochschule, Budapest. 
1901. Torka, Johannes, Lehrer der Mathematik und Maschinenlehre, Friedenau- 
Berlin, Handjerystr. 71. 
460. 1901. Tränkner, Th , Privatgelehrter, Burkersdorf, Bez. Dresden. 

1899. *Umlauf, Karl, Oberlehrer an der Dreikönigsschule, Dresden -Neustadt, 

Schilleretr. 40. 

1897. *Vahlen, K. Th., Privatdocent an der Universität, Königsberg i. Pr., 

Mittel-Tragheim 27. 

1891. »Valentin, G., Oberbibliothekar der Kgl. Bibliothek, Berlin W., Burg- 

grafenstr. 6. 

1898. Välyi, Julius, Professor an der Universität, Klausenburg (Ungarn). 
1901. Vari6ak, V., Professor an der Universität, Agram, Franz Josephsplatz 6. 
1893. Veronese, G., Professor an der Universität, Padua. 

1898. »Vieth, Joh. v., Oberlehrer am Königl. Gymnasium, Dresden -Neustadt, 
Arndtstr. 6. 

1893. Vogel, P., Professor an der Artillerie- und Ingenieurschule, München, 
Linprunnstr. 63. 

1892. »Voigt, W., G.B.B., Professor an der Universität, Göttingen, Grüner Weg 1. 
470. 1891. »Von der Mühll, K., Professor an der Universität, Basel, Bäumleingasse 15. 

1891. Vofs, A., Professor an der Universität, Würzburg, Sanderglacis 31. 

1900. Vries, H. de, Lehrer an der 1. Oberrealschule von Amsterdam, Haarlem 

(Holland), Kennemerplein 7. 
1898. Vries, Jan de, Professor an der Universität, Utrecht (Holland). 

1892. Wälsch, E., Professor an der Technischen Hochschule, Brünn. 

1895. »Wallenberg, G., Oberlehrer an der neunten Realschule, Berlin N., 

Brunnenstr. 120. 

1898. Walter, Alois, Professor a.d.Staats-Oberrealschule, Graz, Grazbachgasse 15. 
1900. Walter, Theodor, Direktor der Grofsh. Realschule, Bingen a. Rh. 
1891. Wangerin, A., Professor an der Universität, Halle a. S., Reichardtstr. 2. 

1893. »Wassiljef, Alexander, Professor an der Universität, Kasan. 

480. 1895. »Weber, E. v., Privatdocent an der Universität, München, Alexanderstr. 1. 
1891. Weber, Heinrich, Professor a. d. Univers., Strafsburg i. E., Goethestr. 27. 
1897. »Weber, M., kgl. Regierungsbauführer, Assistent an der Technischen Hoch- 
schule, Hannover, Baumstr. 19. 
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1900. • Webster, Arthur G., Professor an der Clark University, Worcester, 
Mass., ü. S. A. 

1900. Weder, Otto, Lehrer an der II. Realschule, Leipzig -Volkmarsdovf, 
Ludwigstr. 112. 

1891. * Weil er, A., Professor an der Universititt, Zürich-Hottingen, Neptunstr. 4. 
1891. Weingarten, J., G.R.R., Professor an der Technischen Hochschule, Berlin; 

Charlottenburg, Grolmanstr. 57. 
1891. Weinmeister, J. Ph., Professor an der Forstakademie, Tharandt. 
1894. Weiss, W., Professor an der deutschen Technischen Hochschule, Prag II, 

Dittrichgasse 1773. 

1898. Wellstein, J., Privatdocent a. d. Univers., Strafsburg i. E., Fischartstr. 10. 
490. 1891. Weltzien, C, Professor an der Friedrichs -Werderschen Oberrealschule, 
Berlin; Zehlendorf, Prinz Handjery-Str. 3. 

1898. Wend, H. 0., Lehrer an den Technischen Staatslehranstalten, Chemnitz. 

1899. Wendler, A., Gymnasiallehrer, Windsbach, Hauptstr. 25. 

1897. *Wernicke, A., Oberrealschuldirektor, Professor an der Technischen Hoch- 
schule, Braunschweig, Hintern Brüdern 30. 

1900. Westlund, Jacob, Instructor an der Purdue-Univcrsität, La Fayette, Ind., 

U. S. A., Vine Street 219. 
1897. Westphal, A. , Professor, Abteilungsvorsteher am kgl. Geodätischen In- 
stitut, Potsdam. 

1897. White, H., Professor an der Universität, Evanston, III., U. S. A. 

1898. Wiechert, Emil, Professor an der Universität, Göttingen. 

1901. Wieghardt, Karl, Cand. math., Göttingen, Walkemühlenweg 15. 
1900. Wieleitner, H. , Gymnasiallehrer, Speyer, Ludwigstr. 33. 

500. 1897. »Wien, Willy, Professor an der Universität, Würzburg. 

1891. "Wiener, H., Professor a. d. Techn. Hochschule, Darmstadt, Grüner Weg 28. 
1900. Willgrod, H., Oberlehrer d. öff. Handelslehranstalt, Chemnitz, Kaiserstr. 21. 
1891. Wirtinger, W. , Professor an der Universität, Innsbruck, Anichstr. 22. 
1893. Witting, A., Oberlehrer am Gymnasium, Dresden-Strehlen, Waterloostr. 13. 
1891. Wölffing, E., Professor a. d. Techn. Hochschule, Stuttgart, Hackländerstr. 38. 

1891. * Wol f , M., HR., Professor a. d. Universität, Direktor d. Sternwarte, Heidelberg. 
1900. Wolf, Wilhelm, Professor am Realgymnasium, Leipzig, Stephanstr. 22. 
1897. Wolfskehl, P., Privatgelehrter, Darmstadt, Karlstr. 84. 

1899. Young, W. H., fonnerly fellow of Peterhouse, lecturer in Mathematics at 

Girton College, Cambridge, England. 
510. 1893. Zahradnik, Karl, Professor an der tschechischen Technischen Hoch- 
schule, Brünn (Mähren). 
1899. Zermelo, E., Privatdocent a. d. Univers., Göttingen, Wilhelm Weber-Str. 24. 

1893. *Zindler, K., Professor an der Universität, Innsbruck. 

1892. "Ziwet, A., Professor an der Universität, Ann Arbor, Mich., U. S. A. 
1892. *Zorawski, C. v., Professor an der Universität, Krakau. 

1894. "Zsigraondy, Karl, Privatdocent a. d. Univers., Wien I. Schmerlingplatz 2. 
1891. Züge, Professor am Gymnasium, Wilhelmshaven, Roonstr. 29. 



1899. Allgemeine Bibliothek der Grofsherz. Technischen Hochschule zu Darnistadt. 
1899. Bibliothek der Technischen Hochschule zu Karlsruhe. 

1897. "Bibliothek der Kaiserl. Akademie der Wissenschaften zu St. Petersburg. 
520. 1901. "Bibliotheqne mathematique de l'Universite" de Geneve. 

1898. Dorotheenstädtisches Realgymnasium, Berlin NW., Georgenstr. 30—31. 
1897. "Mathematisches Institut der Technischen Hochschule, München. 

1901. "Mathematisches Seminar der Universität, München. 
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Jahr des 
Eintritts 

1897. Mathematischer Verein der Universität, Berlin NW., Dorotheenstr. 5. 

1896. Mathematischer Verein der Universität, Göttingen. 

1899. Mathematischer Verein der Universität, Halle a. S. 

1900. Mathematischer Verein der Universität, München. 

1897. Kaiserliche Universität 8- und Landesbibliothek, Strasburg i. \l. 
1900. Kgl. Oeffentl. Bibliothek, Stuttgart, Neckarstr. 8. 

Ü3U. 1901. Universitäts- Bibliothek zu Christiania. 
1895. »Universitäts -Bibliothek zu Utrecht. 



1902. Rothe, Rudolf, Technischer Hilfsarbeiter bei der Physikalisch-Technischen 
Reichsanstalt, Charlottenburg, Bleibtreustr. 6. 



Im Jahre 1901 verstorbene Mitglieder. 

F. Caspary, Charlottenburg, f 15. Juli 1901. 
R. Doergens, Berlin, f 7. Februar 1901. 
E. 6. Kirsch, Chemnitz, f 8. Januar 1901. 
P. Pokrowskij, Kiew, f März 1901. 
0. Schlömilch, Dresden, f 5. Februar 1901. 
W. Schur, Göttingen, f 1 Juli 1901. 
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Über die Entwicklung des Unterrichtsbetriebes in der 
angewandten Mathematik an den deutschen Universitäten. 

Bericht, erstattet von Paul Stackel in Kiel. 

Auf der Jahresversammlung der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 
in München (1899) war in Aussicht genommen worden, dafs in etwa 
zwei Jahren ein Bericht üher die inzwischen getroffenen Einrichtungen 
für den Unterrichtsbetrieb in der angewandten Mathematik an den 
einzelnen Universitäten erstattet werden sollte. Der Aufforderung des 
Vorstandes, den Bericht zu übernehmen, bin ich gern nachgekommen 
und habe durch Anfragen bei den Fachgenossen das erforderliche 
Material gesammelt; allen den Herren, die mir so bereitwillig Auskunft 
gegeben haben, möchte ich auch an dieser Stelle meinen besten Dank 
aussprechen. 

Als ich daran ging, den so gewonnenen Storf zu verarbeiten, er- 
kannte ich bald, dafs, wenn mehr als Zusammenstellungen statistischer 
Daten gegeben, wenn vielmehr die Veränderungen, die während der 
letzten Jahre eingetreten sind, mit tieferem Verständnis betrachtet und 
dargestellt werden sollten, weitere, rückwärts greifende geschichtliche 
Studien notwendig seien. 1 ) Da ich glaube, dafs gegenwärtig, wo die 
Fragen des Unterrichts wieder Interesse und Bedeutung erlangt haben, 
eine Orientierung manchem willkommen sein wird, erlaube ich mir, 
dem eigentlichen Berichte eine historische Einleitung vorauszuschicken; 
ich werde mich dabei auf Deutschland beschränken, möchte aber darauf 
hinweisen, dafs auch in anderen Ländern, besonders in Frankreich, 
ähnliche Entwicklungen stattgefunden haben. 

Wenn man die Vorlesungsverzeichnisse der deutschen Universitäten 
aus dem Beginn des 19. Jahrhunderts durchsieht, so zeigt sich, dafs 
das Niveau der mathematischen Vorlesungen recht niedrig stand. Es 
wird regelmässig „Reine Mathematik", d. h. ein Kursus der elementaren 
Mathematik gelesen, der durch besondere Vorlesungen über Stereometrie 

1) Dabei ist mir Paulsens Geschichte des gelehrten L'nterrUhts (2. Auflage, 
Leipzig 1897) von Nutzen gewesen, dessen Ausführungen freilich gerade nach der 
mathematisch-naturwissenschaftlichen Seite einer Ergänzung bedürfen. 
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und ebene und sphärische Trigonometrie ergänzt wird. Der höhere 
Kursus besteht lediglich aus einer häufig nur einsemestrigen Vorlesung 
über Differential- und Integralrechnung. Daneben findet man aber 
ebenso regelmässig Vorlesungen über „Angewandte Mathematik" ange- 
kündigt. Darunter ist ein für moderne Begriffe ziemlich ausgedehnter 
Komplex von Disziplinen zu verstehen, unter denen die Mechanik am 
wichtigsten ist, genauer: Elemente der Mechanik, vom Standpunkte 
praktischer Anwendungen aufgefafst; einen deutlichen Begriff von dem 
Inhalt solcher Vorlesungen giebt die 1858 erschienene Einleitung in 
die Mechanik von Lübsen. In Göttingen scheinen sich Vorlesungen 
über angewandte Mathematik am längsten erhalten zu haben, denn 
noch für -das Wintersemester 1856/57 werden sie von Ulrich angezeigt. 
Zur angewandten Mathematik gehörten ebenfalls die ständigen Vor- 
lesungen über praktische Geometrie oder Feldmessung. Auch beschreibende 
Geometrie wurde gelegentlich gelesen, besonders in Berlin ; so im Sommer- 
semester 1812 von dem Akademiker Gruson, in den folgenden Jahren 
wiederholt von dem Privatdozenten Lübbe. 

Geht man in den Vorlesungsverzeichnissen weiter, so stellt sich 
heraus, dafs die elementare und mit ihr die angewandte Mathematik 
allmählich verschwinden und an ihre Stelle Disziplinen der höheren 
und höchsten Mathematik treten. Diese Umwandlung hat sich etwa 
in den Jahren 1830 bis 1860 erst langsam, dann mit steigender Ge- 
schwindigkeit vollzogen, wobei die Universitäten Königsberg und Berlin 
den Anfang machten. Nach einer weit verbreiteten Auffassung soll 
der Umschwung dadurch hervorgerufen worden sein, dafs Jacobi und 
Dirichlet nicht nur, den Fortschritten der Mathematik entsprechend, 
den Kreis der Vorlesungen erheblich erweiterten, sondern es auch 
wagten, über Gegenstände ihrer eigenen Forschungen vorzutragen, und 
dafs sie es verstanden, die akademische Jugend dafür zu begeistern. 
Nichts liegt mir ferner, als die Verdienste dieser grofsen Männer herab- 
setzen zu wollen, allein mir scheint, dafs ein wesentliches Moment in 
der Schilderung des thatsächlichen Verlaufs der Entwicklung übersehen 
wird, wenn man jenen Umschwung nicht vom Standpunkte der Gesamt- 
geschichte des gelehrten Unterrichts betrachtet. 

Durch das Edikt vom 12. Juli 1810 war in Preufsen das Examen 
]*ro facultate docendi eingeführt und damit die Schaffung eines selb- 
ständigen Standes der Gymnasiallehrer begonnen worden. Die erste 
Prüfungsordnung besagte einfach, dafs jeder Kandidat in den philologi- 
schen, historischen und mathematischen Fächern geprüft und ihm über 
seine Kenntnisse ein Zeugnis ausgestellt werden sollte. Demnach 
mulsten damals alle künftigen Lehrer wenigstens die Elemente mathe- 
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matischer Bildung sich zu eigen machen, und dieser Forderung ent- 
sprachen die vorher geschilderten Einrichtungen des Unterrichtsbetriebes 
au den Universitäten. 

Eine Scheidung verschiedener Fächer findet sich erst in der 
zweiten Prüfungsordnung vom 20. April 1831, die bestimmt, dafs die 
Prüfung sich auf folgende Gegenstände erstrecken solle: Erstens alte 
Sprachen und Deutsch mit Einschlufs von Hebräisch, zweitens Mathe- 
matik und Naturwissenschaften, drittens Geschichte und Geographie. 
Kein Kandidat dürfe die Prüfung in einem der drei Fächer ablehnen, 
allein es werde nicht erwartet, dafs er in jedem das Gleiche leiste, und 
es genüge ein Hauptfach. Wer jedoch an einer Realschule Mathematik 
und Naturwissenschaft zu lehren vorhabe, der dürfe die Prüfung im Grie- 
chischen und Hebräischen gänzlich ablehnen. Diese Bestimmungen be- 
deuteten, dafs von jetzt an unter den Gymnasiallehrern eine Scheidung 
in fachmäfsig gebildete Philologen, Mathematiker und Historiker 
eintrat. 

Die Rückwirkung auf die Universitäten blieb nicht aus. Während 
vorher ein der philosophischen Fakultät angehörender Student Vorlesungen 
in allen darin vertretenen Disziplinen mit Nutzen hören konnte, werden 
diese jetzt auf die künftigen Fachmänner berechnet, und das hat zur 
Folge, dafs die Studenten ihre Thätigkeit mehr und mehr auf die 
Vorlesungen ihres Faches konzentrieren. 

Die so eingetretene Spezialisierung der Studien ist durch die 
dritte Prüfungsordnung vom Jahre 186G legalisiert worden. In ihr 
wird die für jeden Kandidaten des höheren Schulamts erforderliche 
„allgemeine" Bildung auf Religion, Geschichte, Philosophie und Päda 
gogik beschränkt und davon die Fachbildung geschieden, bei der 
mannigfache Verbindungen von Einzelfächern zulässig sind; auch bei 
den folgenden Prüfungsordnungen aus den Jahren 1887 und 1898 ist 
dieser Grundsatz beibehalten worden. 

Die im Vorhergehenden angeführten Thatsachen scheinen mir zu 
beweisen, dafs die Prüfungsordnung vom Jahre 1831 an den philo- 
sophischen Fakultäten für spezifisch mathematische Vorlesungen Raum 
geschaffen hat und dafs sie, indem Männer wie Jacobi, Dirichlet 
und deren Nachfolger Gelegenheit zu einer fruchtbaren Lehrthätigkeit 
fanden, für die Weiterentwicklung der Mathematik selbst höchst segens- 
reich gewirkt hat. Dabei verkenne ich keineswegs, dafs die Prüfungs- 
ordnung allein dafür nicht verantwortlich gemacht werden darf, dafs 
vielmehr der treibende Grund, warum eine Scheidung von Fächern 
stattgefunden hat, das rasche Wachstum und die immer stärkere 
Differenzierung der verschiedenen Zweige der mathematisch-naturwissen- 
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schaftlichen und historischen Disziplinen gewesen ist. Das Haupt- 
gewicht möchte ich darauf legen, festzustellen, dafs die Aufgabe, die 
den philosophischen Fakultäten seit Beginn des 19. Jahrhunderts über- 
tragen worden war: den Lehrern an dm höheren Schulen die ivissen- 
sehaßliche Vorbildung zu geben — denn bis dahin waren die philosophi- 
schen Fakultäten nur die allgemein-wissenschaftliche Vorschule für die 
drei „oberen" Fakultäten gewesen und die Lehrer waren aus den 
theologischen Fakultäten hervorgegangen — dafs diese neue Aufgabe 
der Erfüllung der alten: die wissenschaftliche Forschung fortzupflanzen 
nicht nur nicht hinderlich gewesen ist, sondern sie in hohem Grade 
gefördert hat. 

Während in der ersten Hälfte des 19. Jahrhunderts und noch 
etwas darüber hinaus die Entwicklung der philosophischen Fakultäten 
sich in beständiger Wechselwirkung mit derjenigen der höheren Schulen 
vollzogen hat, bietet der Schlufsabschnitt des Jahrhunderts ein ganz 
anderes Bild. Auf den ersten Blick fallt freilich eine Analogie ins 
Auge: der fortschreitenden Spezialisierung der Fächer an den Univer- 
sitäten entspricht eine fortschreitende Spezialisierung der höheren 
Schulen. Neben die Gymnasien treten die Realgymnasien und Ober- 
realschulen und gewinnen allmählich immer gröfsere Bedeutung. Aufser- 
dem aber werden Schulen für besondere Bedürfnisse der Praxis gegründet, 
höhere Fachschulen: ich nenne etwa Baugewerkschulen, Maschinenbau- 
schulen, Seefahrtschulen. Auch diese neuen Triebe am Organismus 
des Unterrichtswesens haben sich bereits als lebens- und entwicklungs- 
fähig erwiesen. Trotz der äufseren Ähnlichkeit ist jedoch ein innerer 
Gegensatz vorhanden, der besonders scharf bei der Mathematik zum 
Ausdruck kommt. Während die neuen Schulen der Praxis dienen 
wollen, werden an den Universitäten gerade die abstraktesten Gebiete 
der Mathematik bevorzugt, und es kommt zu einer häufig unbewufsten, 
gelegentlich aber mit aller Entschiedenheit gewollten Abkehrung von 
den Anwendungen. 

Die Folge dieses Verhaltens der Universitäten ist gewesen, dafs 
für die Vorbildung der Lehrer an den höheren Schulen nicht mehr in 
ausreichender Weise gesorgt wurde. Das zeigt sich vor allem bei der 
darstellenden Geometrie, denn in die Lehrpläne der Realgymnasien und 
Oberrealschulen war als Unterrichtsgegenstand für die obere Stufe 
Stereometrie nebst den Grundlagen der darstellenden Geometrie auf- 
genommen worden, und in den zugehörigen Methodischen Bemerkungen 
wurde gefordert, dafs der stereometrische Unterrieht das Verständnis 
projekti vischen Zeichnens vorbereiten und unterstützen solle. In der 
That ist eine gründliche Ausbildung der Raumanschauung für die 
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künftigen Techniker von allergröfstein Wert; welche Schwierigkeiten 
vielen Humanisten, die sich der Technik widmen wollen, aus dem 
Mangel daran erwachsen, hat Herr Slahy mit beredten Worten in dem 
Gutachten geschildert, das er für die Verhandlungen über Fragen des 
höheren Unterrichts im Juni 1900 erstattet hat. Angesichts einer 
solchen Sachlage ist es auf das lebhafteste zu bedauern, dafs — von 
wenigen Ausnahmen abgesehen — die preufsischen Universitäten der 
darstellenden Geometrie keinen Platz eingeräumt haben. Viele Lehrer 
der Mathematik haben die dadurch verursachte Lücke in ihrer Aus- 
bildung schmerzlich empfunden, besonders den Mangel an zeichnerischer 
Fertigkeit, die sich anzueignen in späteren Lebensjahren sehr schwer, 
ja manchmal unmöglich ist. 

Welche Konsequenzen man in den Kreisen der Lehrer aus diesem 
Verhalten der Universitäten gezogen hat, zeigt eine Äufserung eines 
als tüchtiger Mathematiker anerkannten Schulmanns, die bald nach 
dem Erlafs der Prüfungsordnung vom 12. September 1898 in einer 
preufsischen Direktorenkonferenz gefallen ist: „Die Fachlehrer der 
Mathematik werden, wie zu hoffen steht, von der neuen Einrichtung, 
während eines Teiles ihrer Studienzeit die technischen Hochschulen 
besuchen zu dürfen, in Zukunft ausgiebig Gebrauch machen. Der 
technischen Hochschule wird hauptsächlich die Ausbildung der Mathe- 
matiker in der darstellenden Geometrie, im Zeichnen, in der graphischen 
Statik und in der Geodäsie zufallen." Von diesem Standpunkte ist 
nur ein Schritt zu der Forderung, dafs die gesamte Ausbildung der 
Lehramtskandidaten der Mathematik den technischen Hochschulen 
Ubertragen werden solle, wobei man sich darauf beruft, dafs in Bayern, 
Hessen, Sachsen, Württemberg und in der Schweiz bereits technische 
Hochschulen als Lehrerbildungsanstalten mit den philosophischen Fakul- 
täten in Konkurrenz getreten sind. Freilich bestehen dort im An- 
schlufs an die allgemein-wissenschaftlichen Abteilungen für diesen Zweck- 
besondere Einrichtungen, an denen es in Preufsen bis jetzt gänzlich 
mangelt. 

Hierin liegt der Grund, warum die Zulassung eines teilweisen 
Studiums an den technischen Hochschulen in Preufsen geringen Er- 
folg haben wird. Die Erfahrung hat wiederholt gezeigt, dafs Stu- 
denten der Mathematik, die sich an einer technischen Hochschule 
Preufsens die für die Facultas in der angewandten Mathematik erfor- 
derlichen Kenntnisse und Fertigkeiten aneignen wollten, enttäuscht 
nach der Universität zurückkehrten, indem es sich bald herausgestellt 
hatte, dafs sie bei dem allein auf die Bedürfnisse der Techniker 
berechneten Unterrichtsbetriebe ihren Zweck nur mit unverhältnis- 
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mäfsigem Aufwand an Zeit und Arbeit hätten erreichen können. Weit 
eher ist eine andere Wirkung jener Bestimmung zu erwarten, dafs 
nämlich in Zeiten der Überfüllung des technischen Berufs und un- 
günstiger Konjunkturen in der Industrie mancher Techniker umsatteln 
und unter Anrechnung der drei Semester zur Universität übergehen wird. 

Dafs an den technischen Hochschulen Preufsens für die Bedürfnisse 
der Lehramtskandidaten gesorgt werden wird, erscheint vorläufig wenig 
wahrscheinlich. Einmal verhalten diese selbst sich durchaus ablehnend, 
dann aber ist im Laufe der letzten Jahre in der Haltung der Uni- 
versitäten eine wesentliche Änderung vorgegangen. Den Anstofs dazu 
hat Herr Felix Klein gegeben, der schon während seiner Lehrthätig- 
keit in Erlangen (1872 — 1875) und ebenso nachher in Leipzig 
(1881 — 1886) der Pflege der angewandten Mathematik seine Auf- 
merksamkeit zugewandt hatte, dann aber im Laufe der letzten zehn 
Jahre durch das Wort und die That mit aller Energie dafür ein- 
getreten ist. Wenn sich jetzt eine Universität nach der andern dem 
Vorgehen von Göttingen anschliefst, so betrachte ich das als ein 
Zeichen, dafs die deutschen Universitäten gewillt sind, um die von 
ihnen beanspruchte führende Stellung im geistigen Leben der Nation 
zu behaupten, der Fortbildung des höheren Schulwesens auch ihrerseits 
ihr Recht zu teil werden zu lassen, und bin der festen Überzeugung, 
dafs dieser Entschlufs nicht weniger glückliche Folgen für die mathe- 
matische Wissenschaft haben wird, als zu Anfang des 19. Jahrhunderts 
die Übernahme der Vorbildung der Gymnasiallehrer. Denn wenn auch 
der spezialistischen Pflege der Mathematik die grofsen Fortschritte zu 
verdanken sind, die während der letzten 70 Jahre gemacht wurden, so 
mufs doch die völlige Isolierung und Abschliefsung von der Aulsenwelt 
auf die Dauer zu Verödung und Unfruchtbarkeit führen. Ich komme 
damit auf ein Thema, das in den letzten Jahren vielfach behandelt 
worden ist, besonders von Herrn F. Klein, von dessen Veröffent- 
lichungen ich den Vortrag erwähnen möchte: Allgemeines über an- 
(jeuandte Mathematik, der in dem interessanten Sammelbande der Ostern 
1900 bei Gelegenheit des Feriencursus der Oberlehrer für Mathematik 
und Physik in Göttingen gehaltenen Vorträge abgedruckt ist. 1 ) 

Es war mein lebhafter Wunsch gewesen, den vorhergehenden Dar- 
legungen eine präzisere Form zu geben, sie nämlich mit statistischen 
Angaben zu versehen. Im besonderen schien es mir von Wichtigkeit 

1) Sehr beachtenswert sind auch die Ausführungen von Herrn Paul Tannery 
in einer Besprechung des Werkes von Loria über die Geschichte der griechischen 
Mathematik (Bulletin des Sciences uiatheniatiques (2) 25 (1901,), «ö— 00). 
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festzustellen, an welchen Unterrichtsanstalten Deutschlands mathematisch 
vorgebildete Lehrer beschäftigt sind und wie viele, und wie grofs daher 
die Anzahl der Studenten der Mathematik sein mufs, damit weder 
Mangel noch Überfüllung eintritt. Leider hat sich herausgestellt, dafs 
die Aufstellung einer solchen Statistik, die schwieriger ist, als es beim 
ersten Blick erscheinen mag, wenn sie auf Zuverlässigkeit und Voll- 
ständigkeit Anspruch machen will, die Kräfte des Einzelnen bei weitem 
übersteigt. 1 ) Es wäre zu wünschen, dafs der Verein zur Förderung des 
Unterrichts in der Mathematik und den Naturwissenschaften sich dieser 
wichtigen Angelegenheit annehmen wollte. 2 ) 

Bei dem Unterrichtsbetrieb in der angewandten Mathematik gemäfs 
der Prüfungsordnung vom 12. September 1898 handelt es sich um 
drei Gebiete: darstellende Geometrie, Geodäsie, technische Mechanik. 
Nach den Erfahrungen, die bis jetzt gemacht worden sind, würden 
die Vorlesungen etwa in der Weise zu verteilen sein, dafs zunächst 
in einem Wintersemester eine gröfsere, mit Übungen verbundene Vor- 
lesung über darstellende Geometrie gehalten wird, der im Sommer- 
semester eine kleinere, ergänzende Vorlesung folgt; gleichzeitig damit 
könnte auch graphische Statik oder Kinematik gelesen werden, die 
vielfach in denselben Händen wie die darstellende Geometrie liegen. 
Im folgenden Wintersemester würde die technische Mechanik an die 
Reihe kommen und den Schlufs des Turnus im vierten Semester die 
niedere Geodäsie bilden, da Feldmessungen nur während des Sommers 
vorgenommen werden können. Dazu kämen weitere Vorlesungen über 
spezielle Gebiete der technischen Mechanik, sowie über Ausgleichungs- 
rechnung und höhere Geodäsie, die an geeigneter Stelle einzuschalten 
wären. Ungefähr in dieser Art ist der Unterrichtsbetrieb in Göttingen 
und in Strafsburg geregelt. 

1) Auf die Wichtigkeit einer solchen Statistik hat schon Herr A. Schoenflies 
in einem Artikel in Bd. 09 der Preußischen Jahrbücher hingewiesen, der noch 
heute lesenswert ist. Eine nützliche Vorarbeit dazu ist der von Kunze begründete 
und gegenwärtig von den Herren Toeplitz und Malberg herausgegebene 
Kalender für das höhere Schulwesen Preußens. Er erstreckt sich jedoch nur auf 
die Gymnasien, Realgymnasien und Oberrealschulen Preufsens, es fehlen also dio 
anderen deutsehen Staaten und die höheren Fachschulen. 

2) Dabei müfsten alle Lebensstellungen, die sich für einen Mathematiker dar- 
bieten, in Betracht gezogen werden, also nicht nur die Thätigkeit an höheren 
Schulen (Universitäten und technische Hochschulen eingeschlossen), sondern auch 
an anderen Instituten, etwa an Bergakademien und landwirtschaftlichen Hoch- 
schulen, Kriegs- und Marineakademien, an der physikalisch -technischen Reichs- 
anstalt und den Potsdamer geodätisch-astronomischen Instituten; dazu kommt die 
Verwendung von Mathematikern für Zwecke der Optik, Elektrotechnik, Ballistik, 
des Versicherungs- und Bankwesens u. s. w. 
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Da für die Vorbildung der Lehrer in Süddeutschland abweichende 
Vorschriften gelten, werde ich mich bei dem folgenden ausführlichen 
Berichte auf die zehn preufsischen Universitäten — Münster ein- 
gerechnet — beschränken und nur Giefsen, Jena und Strafsburg hinzu- 
nehmen, wo die Verhältnisse ähnlich liegen; Leipzig kommt leider 
nicht mehr in Betracht, da die Pflege der angewandten Mathematik 
dort in Vergessenheit geraten ist. 

Recht erfreulich steht es mit der darstellenden Geometrie, denn es 
ist Aussicht vorhanden, dafs sie von Ostern 1902 ab fast an allen 
Universitäten vertreten sein wird; nur die Universität Berlin scheint in 
dieser Beziehung rückständig bleiben zu wollen. Die besten Einrich- 
tungen für darstellende Geometrie besitzt Göttingen. Während früher 
ein besonderer Zeichensaal im Auditoriengebäude zur Verfügung stand, 
ist jetzt — der starken Frequenz der Vorlesungen entsprechend — ein 
ganzes Stockwerk eines besonderen Gebäudes für die Zwecke der dar- 
stellenden Geometrie eingerichtet worden; auch für die Anfertigung 
mathematischer Modelle findet sich dort Gelegenheit. Besondere Zeichen- 
säle sind auch in Bonn und in Jena vorhanden; der in Bonn ist aller- 
dings nur im Sommer benutzbar. An den anderen Universitäten hat 
man sich mit den Räumen der mathematischen Seminare begnügen 
müssen, die zunächst auch ausreichend sein werden. Übrigens ist es 
ratsam, mit den zur Verfügung stehenden Mitteln — auch wenn sie 
mangelhaft sind — einmal den Anfang zu machen; später wird freilich 
überall die Einrichtung besonderer Zeichensäle anzustreben sein, da den 
Studenten die Möglichkeit gegeben werden mufs, auch aufserhalb der 
Ubungsstunden nach freiem Ermessen zeichnen zu können. 

Für die Beschaffung der erforderlichen Utensilien sind seitens der 
vorgesetzten Behörden mehrfach Geldmittel bewilligt worden. Im all- 
gemeinen waren Zeichentische und -stühle anzuschaffen, dazu kamen 
Zeichengeräte für die Wandtafel, Reifsbretter und Reifsschienen. In 
Strafsburg hat der Gesamtaufwand etwa 18 Mark für den Teilnehmer 
betragen; an anderen Universitäten sind die Kosten höher gewesen. In 
Königsberg ist man mit den Anschaffungen noch weiter gegangen, dort 
sind den Studenten Reifszeuge und andere Zeichenutensilien zur Ver- 
fügung gestellt worden. 

Während die Vorlesungen über darstellende Geometrie in Bonn, 
Giefsen, Göttingen, Halle, Jena, Strafsburg lebhaft besucht waren, 
wird an anderen Orten darüber geklagt, dafs die Studenten keine 
Neigung dafür zeigten, wahrscheinlich, weil sie von dem Zweck und 
der Bedeutung der darstellenden Geometrie keine Ahnung hatten. Es 
wird Sache der Professoren sein, die Studenten der Mathematik auf 

Jahresbericht d. Deutschen Matheni.-Verehiignitg. XI. lieft I u. 3 



Digitized by Google 



34 Pail Stacks! : 

die Wichtigkeit dieser Disziplin aufmerksam zu machen, indem sie 
ihnen z. B. darlegen, dafs jeder Mathematiker, im besonderen aber jeder 
Lehrer der Mathematik die Fähigkeit besitzen sollte, nicht nur richtig 
zu rechnen, sondern auch richtig zu zeichnen, und darauf hinweisen, 
dafs die neuen Lehrpläne vom Jahre 1901 für die Prima des Gymnasiums 
eine „Anleitung zum perspektivischen Zeichnen räumlicher Gebilde" als 
Lehraufgabe vorschreiben, für die Prima des Realgymnasiums aber, 
nachdem in der Sekunda eine solche Anleitung vorausgegangen ist, die 
„Grundlehren der darstellenden Geometrie" fordern und bei der Ober- 
realschule eine Weiterfuhrung der darstellenden Geometrie zulassen 1 ); 
auch könnte erwähnt werden, dafs die Aneignung dieser Disziplin die 
Aussicht auf Anstellung an höheren Fachschulen eröffnet. Gelegent- 
liche mündliche Belehrungen dieser Art werden sehr nützlich sein; sie 
sollten jedoch durch gedruckte Studienpläne ergänzt werden. Wenn 
schon an sich gerade für Mathematiker behufs zweckmässigen Ganges 
der Studien eine Anleitung bei der Wahl der Vorlesungen wünschens- 
wert ist, so wird sie gegenwärtig, wo neue Disziplinen hinzutreten, zur 
dringenden Notwendigkeit. Ich möchte mich daher der Aufforderung 
anschliefsen, die Herr F. Klein in München an die Fachgenossen ge- 
richtet hat, dafs in ähnlicher Weise, wie es bereits in Göttingen und 
Strafsburg geschehen war — und, füge ich hinzu, wie es auch in 
Königsberg (1887) bereits geschehen war und wie es inzwischen in 
Greifswald und Jena geschehen ist — überall Studienpläne ausgearbeitet 
würden, für deren Gestaltung im einzelnen die individuellen Verhält- 
nisse der Universitäten malsgebend sein müssen. In Göttingen hat 
man für die angewandte Mathematik etwas Besonderes gethan, dort 
sind neuerdings Ratschläge über das Lehramtsexamen in diesem Fache 
an die Studenten der Mathematik verteilt worden, in denen die Be- 
stimmungen der Prüfungsordnung erläutert und die zu hörenden Vor- 
lesungen angegeben werden. 

Die Gewinnung von Lehrkräften für die darstellende Geometrie ist 
verhältnismäfsig leicht gelungen, da sich hier jüngeren Mathematikern 
eine günstige Gelegenheit zu akademischer Thätigkeit bietet. In Halle, 
Kiel, Königsberg, Marburg haben sich Privatdozenten habilitiert, die 



1) Wie der l'nterrichtHbetrieb im perspektivischen Zeichnen und in der dar- 
stellenden Geometrie gehandhabt werden soll, darüber sind die Ansichten der 
Lehrer noch «ehr geteilt. Das zeigen die Verhandlungen des Vereins zur Förderung 
des UnterrichtK in der Mathematik und den Naturwissenschaften, die im vorigen 
Jahre in Hamburg stattgefunden haben ; einen Bericht hierüber findet man in den 
von dem Verein herausgegebenen, sehr lesenswerten Unterrichtsblättern, Jahr- 
gang 1900. 
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für dieses Fach besonders vorgebildet waren. In Strafsburg hat man 
den Privatdozenten die Möglichkeit gegeben, ein Semester an einer 
technischen Hochschule zuzubringen und deren Unterrichtsbetrieb kennen 
zu lernen. Ein Lehrauftrag' für darstellende Geometrie ist bis jetzt nur 
in Giefsen, Göttingen und Jena erteilt worden; es ist jedoch nicht 
daran zu zweifeln, dafs ; sobald erst eine erfolgreiche Lehrthätigkeit in 
der darstellenden Geometrie nachgewiesen werden kann, auch an den 
anderen Universitäten das Gleiche geschehen wird. 

Was den Inhalt der Vorlesungen angeht, so läfst die Forderung 
der Prüfungsordnung: Kenntnis der darstellenden Geometrie bis zur Lehre 
von der Zentralprojektion einschliefslkili und entsprechende Fertigkeit im 
Zeichnen der Individualitat des Dozenten freien Spielraum. Dem ent- 
sprechend herrscht grofse Mannigfaltigkeit. Der eine legt besonderen 
Wert auf die Ausbildung der technischen Fertigkeit, der andere be- 
vorzugt die theoretische Erfassung der Methode, der dritte sucht die 
darstellende Geometrie in möglichst enge Beziehung zu anderen mathe- 
matischen Disziplinen, besonders der projektiven Geometrie und der 
analytischen Geometrie des Raumes, zu bringen. Wenn erst mehr Er- 
fahrungen gesammelt sein werden, wird es Sache der Deutschen 
Mathematiker- Vereinigung sein, Gelegenheit zu gegenseitigem Meinungs- 
austausch zu geben, denn sie hat ja den Zweck, die verschiedenen Teile 
irnd zerstreuten Organe der Wissenschaft in lebensvolle Verbindung 
und Wechselwirkung zu setzen. 

Weniger Günstiges ist über die Geodäsie zu berichten, deren Ein- 
führung an den Universitäten vielfach auf Schwierigkeiten stöfst. Am 
besten steht es mit den Vorlesungen über höhere Geodäsie und Aus- 
gleichungsrechnung, die nicht wenige Mathematiker zu übernehmen 
imstande sind und für die Astronomen, zum Teil auch Physiker, helfend 
eintreten können. Bedenklicher wird es bei der niederen Geodäsie, da 
die Ausführung von Messungen im Gelände einen ziemlich kostspieligen 
Apparat (Theodoliten u. s. w.) erfordert. In Göttingen ist es gelungen 
Mittel flüssig zu machen, um die Sammlung mathematischer Apparate 
und Modelle in diesem Sinne zu erweitern; die betreffende Abteilung 
ist in demselben Gebäude wie die darstellende Geometrie untergebracht. 
In Breslau, Jena und Strafsburg hat man die geodätischen Übungen an 
die Sternwarte angliedern können. In Bonn und Halle bietet sich die 
Möglichkeit landwirtschaftliche Dozenten, in Giefsen forstwissenschaft- 
liche heranzuziehen, in Kiel wird, entsprechend den maritimen Interessen 
Nordwest-Deutschlands, die nautische Seite zu bevorzugen und Anschlufs 
an die Marine zu erstreben sein. 

Am wenigsten befriedigend ist der Zustand des Unterrichtsbetriebes 
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in der technischen Mechanik. Wenn man von der graphischen Statik 
absieht, für die keine besonderen Veranstaltungen erforderlich sind, 
sobald für die darstellende Geometrie gesorgt ist, so sind nur in 
Giefsen, Göttingen, Halle und Strafsburg mit Übungen verbundene 
Vorlesungen über technische Mechanik abgehalten worden. Diesen 
Universitäten wird sich demnächst Jena anreihen, wo ein besonderes 
Institut für technische Physik erbaut werden soll. 

Die erste Schwierigkeit, die bei der technischen Mechanik vorliegt, 
besteht in der Beschaffung der erforderlichen instrurnentellen Einrich- 
tung. Sie ist nicht so grols, als man vielfach glaubt. So umfangreiche 
und kostspielige Institute wie in Göttingen werden freilich für andere 
Universitäten nicht zu erschwingen sein, sie sind aber auch für den 
gewöhnlichen Betrieb nicht notwendig. Es genügt, wenn seitens der 
Physiker, die freilich vielfach der Pflege der angewandten Mathematik an 
den Universitäten noch gleichgiltig, wenn nicht unfreundlich gegenüber- 
stehen, die Benutzung der Institute und ihrer Einrichtungen gestattet 
wird und wenn einige Demonstrationsapparate angeschafft werden, deren 
Kosten — nach dem Urteil Sachverständiger — die Höhe von 1000 Mark 
nicht überschreiten werden. An manchen Orten werden sich Er- 
leichterungen bieten, z. B. wo landwirtschaftliche Institute maschinen- 
technische Einrichtungen besitzen; in Kiel wird vielleicht die im Ent- 
stehen begriffene höhere Schiffs- und Maschinenbauschule von Nutzen sein. 

Weit ernsthafter ist die zweite Schwierigkeit, geeignete Lehrkräfte 
zu finden. Die Dozenten der Mathematik sind fast alle rein theoretisch 
ausgebildet, und nur wenigen wird es gelingen, sich nachträglich in die 
technische Mechanik einzuarbeiten. Gegen Ingenieure ist in den meisten 
Fällen einzuwenden, dafs ihnen diejenige mathematische Vorbildung fehlt, 
die bei akademischen Vorlesungen über technische Mechanik notwendig 
ist. Man wird sich daher bescheiden müssen und nur auf die all- 
mähliche Besserung rechnen dürfen, die dadurch herbeigeführt werden 
wird, dafs wenigstens an einigen Universitäten die technische Mechanik, 
hier aber zum Teil in ganz ausgezeichneter Weise, vertreten ist. Die 
neue Generation der Mathematiker wird dort Gelegenheit finden, sich 
in diesem Fache zweckmäfsig auszubilden, und es werden später Privat- 
dozenten der Mathematik die betreffenden Vorlesungen und Übungen 
übernehmen können. 

Bis jetzt sind nur wenige Kandidaten für die facultas docendi in 
der angewandten Mathematik zur Prüfung gelangt, in Berlin-Charlotten- 
burg zwei, in Göttingen einer, und ihre Zahl wird wahrscheinlich 
während der nächsten Jahre gering bleiben. Die Frage, wie die ziemlich 
weiten Bestini mungeu der Prüfungsordnung gehandhabt werden sollen, 
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ist daher gegenwärtig noch nicht brennend. Dagegen werden einige 
Mitteilungen über die Examinatoren in der angewandten Mathematik 
von Interesse sein. Nur für die Provinzen Ost- und Westpreufsen und 
Pommern ist es noch nicht gelungen die Stellen in der Prüfungs- 
kommission zu besetzen. Bei den übrigen acht Kommissionen giebt es 
neun Examinatoren, da Schlesien deren zwei aufweist. Von ihnen 
gehört einer dem Lehrkörper eines Gymnasiums an, einer dem einer 
technischen Hochschule, zwei sind Direktoren von Maschinenbauschulen 
und fünf Universitätsprofessoren. Auch in diesem Zahlenverhältnis 
kommt der gute Wille der Universitäten zum Ausdruck, den Unter- 
richtsbetrieb in der angewandten Mathematik zu fördern, für dessen 
weitere Entwicklung nunmehr eine sichere Grundlage gewonnen ist. 



Über die Beziehung der Geometrie der Bewegung zur 

Differentialgeometrie. 

Von R. v. Lilienthal in Münster i. W. 

Es handelt sich im Folgenden um die Verwendung der Theorie 
der unendlich kleinen Schraubungen für die Lehre von der Krümmung 
der Kurven und Flächen. Der Kürze des Ausdrucks halber werde ich 
die Begriffe „Geschwindigkeit" und „Bewegungsrichtung" benutzen, ob- 
gleich dies genau genommen nicht notwendig ist. 

Beltrami veröffentlichte 1867 *) die Bestimmung der unendlich 
kleinen Schraubung, durch welche das von der Tangente, der Haupt- 
und Binormale einer Raumkurve gebildete Dreikant in eine unendlich 
benachbarte Lage übergeht. Die Achse der Schraubung ist hier die 
Gerade, welche den kürzesten Abstand zweier benachbarter Haupt- 
normalen enthält, sie ist also parallel der rektifizierenden Kante. Bel- 
trami fragt in der genannten Arbeit nach dem Ort der Punkte, deren 
Geschwindigkeit während der unendlich kurzen Bewegung ein Minimum 
ist und findet so die Schraubungsachse. 

In einer Arbeit aus dem Jahre 1872 2 ) betrachtet Beltrami die 
Bewegung des allgemeinsten, fest mit der Kurve verbundenen recht- 
winkligen Dreikants, von dem eine Kante zugleich Tangente der Kurve 
ist. Er bestimmt zwar die Richtung der zugehörigen Schraubungsachse, 
nicht aber ihre Lage. Nehmen wir an, dafs eine der beiden zur Kurve 

1) Giornale di Matern. Bd. 5. S. 21. 

2) Giornale di Matern. Bd. 10. S. 103. 



Digitized by Google 



38 



R. V. LlUKM HAI, : 



senkrechten Kanten des Dreikants mit der Hauptuormale den Winkel fr 
bildet, nnd bezeichnen mit s die Bogenlänge der Kurve, so tritt hier 

den einfach unendlich vielen Werten von ^ an der betrachteten 

Stelle entsprechend eine einfach unendliche Anzahl von Schraubungen 
auf, deren Achsen sämtlich die Hauptnormale senkrecht schneiden und 
ein Cylindroid bilden. Es ist natürlich dasselbe Cylindroid, das Herr 
Scheffers in seinem Buche über Kurventheorie 1 ) als den Ort der 
Achsen der die gegebene Kurve an der betrachteten Stelle in der 
zweiten Ordnung berührenden Schraubenlinien bestimmt. Unter den 
in Rede stehenden Schraubungen beschränkt sich eine auf eine Drehung, 
ihre Achse ist die Krümmungsachse der Kurve, woraus dann weiter 
folgt, dafs die von den zur Kurve senkrechten Kanten beschriebenen 
Linienflächen an der betrachteten Stelle den Charakter abwickelbarer 
Flächen besitzen. Die fraglichen Schraubungen bestimmen eine lineare 
Schar von linearen Komplexen, und als gemeinsame konjugierte Gerade 
dieser Komplexe treten auf die Tangente der Kurve und ihre Krüm- 
mungsachse. 

Wenden wir uns zur Krümmungstheorie der Flächen. Wir fassen 
auf einer Fläche eine beliebige, einfach unendliche Schar von Kurven 
ins Auge und betrachten zudem die Schar ihrer senkrechten Durch- 
dringungskurven. 

Durch einen regulären Flächenpunkt (P) gehe aus der ersten 
Schar die Kurve (Cj) mit der Tangente (7^), aus der zweiten Schar 
die Kurve (C 3 ) mit der Tangente (7' 2 ). Verschieben wir zunächst den 
Punkt (P) in den unendlich benachbarten Punkt (P') auf der Tan- 
gente (Tj) und lassen dabei (7 1 ,) in die benachbarte Tangente der 
Kurve (CJ übergehen, so ist der Ort der Achsen aller Schraubungen, 
durch welche die betrachtete Verrückung bewirkt werden kann, wie 
wir vorhin sahen, ein Cylindroid, dessen Achse die Hauptnormale der 
Kurve ist. Verschieben wir aber den Punkt (P) in einen anderen, be- 
nachbarten Punkt (P') der Tangentialebene der Fläche und lassen da- 
bei die Tangente (T t ) in die Tangente der den Punkt (P') durch- 
ziehenden Kurve der ersten Schar übergehen, so können wir auch 
hier nach dem Ort der Achsen aller Schraubungen fragen, durch welche 
die Orts Veränderung bewirkt werden kann. Nun gilt der folgende 
allgemeine Satz, der zugleich eine einfache Einführung des Cylindroids 
liefert. Geht eine Gerade durch eine Bewegung in eine ihr unendlich 
nahe Gerade über, welch letztere die erstere nicht schneidet, so ist der 

1) Einführung in die Theorie der Kurven in der Ebene und im Räume. 
Leipzig 1901. S. 196. 
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Ort der Achsen aller Schraubungen, welche die Ortsveränderung hervor- 
bringen können, ein Cylindroid. Die Achse dieses Cylindroids geht 
durch den Punkt der ersten Geraden, dessen Geschwindigkeit ein Mi- 
nimum ist und steht sowohl auf der Bewegungsrichtung dieses Punktes 
wie auf der ersten Geraden senkrecht. Unter den Schraubimgen be- 
findet sich eine, die sich auf eine Drehung beschränkt. Nimmt man 
die Halbierungslinien der Winkel, die von der ersten Geraden und der 
Drehungsachse gebildet werden, sowie die Achse des Cylindroids zu 
Koordinatenachsen und legt den Koordinatenanfangspunkt in den Mittel- 
punkt des kürzesten Abstands der ersten Geraden von der Drehungs- 
achse, so erhält die Gleichung des Cylindroids ihre einfachste Gestalt. 

Von besonderem Interesse wird es nun sein, eine solche Verrückung 
des Punktes (P) aufzufinden, bei welcher derjenige Punkt der Tan- 
gente (T x \ dessen Geschwindigkeit ein Minimum ist, mit dem Punkte (P) 
zusammenfällt. Da zeigt sich, dafs die fragliche Verrückung senkrecht 
liegt zu der Geraden, welche durch die geodätischen Krümmungsmittel- 
punkte der Kurven (C,) und (C s ) hindurchgeht. Die Achse des hier 
auftretenden Cylindroids ist die Flächennormale. 

Betrachten wir nun die einfach unendliche Schar von Bewegungen, 
durch die der Punkt (P) in einen unendlich benachbarten Punkt (P') 
der Tangentialebene verrückt wird, während gleichzeitig die beiden 
Tangenten (jTj) und (T 2 ) in die Tangenten der den Punkt (P') durch- 
ziehenden Einzelkurven des zu Grunde gelegten Kurvensystems über- 
gehen. Zu jeder solchen Bewegung gehört eine bestimmte Schraubung 
und damit ein linearer Komplex. Beltrami betrachtet in der ge- 
nannten Arbeit aus dem Jahre 1872 nur die Bewegung, welche den 
Punkt (P) auf der Tangente (T x ) verschiebt, und zeigt, dafs die Ver- 
schiebung auf einer Krümmungslinie, auf einer Haupttangentenkurve 
oder auf einer geodätischen Linie stattfindet, falls die Schraubungsachse 
zur Tangente {T^ oder zur Tangente (T 2 ) oder zur Flächennormalen 
senkrecht ist. Herr Darboux erhält im zweiten Bande seiner Vor- 
lesungen über Differentialgeometrie S. 351 die Haupttangentenkurven 
aus der Forderung, dafs die Verrückung des Punktes (P) mit der zu- 
gehörigen Charakteristik der Tangentialebene d. h. mit der zur Ver- 
rückung konjugierten Richtung zusammenfallen soll. Die Krümmungs- 
linien ergeben sich einmal aus dem Umstand, dafs für sie sich die 
Schraubung auf eine Drehung beschränkt, und zweitens aus der That- 
sache, dafs längs einer Krümmungslinie die Flächennormalen eine ab- 
wickelbare Fläche bilden. 

In Verallgemeinerung des Beltrami sehen Ergebnisses kann man 
sagen, dafs die Verrückung des Punktes (P) auf einer Krümmungs- 
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linie erfolgt, falls die Achse der zugehörigen Schraubung auf der Ver- 
rückungsrichtung senkrecht steht, dafs sie aber auf einer Haupttangenten- 
kurve erfolgt, wenn die Schraubungsachse normal ist zu der auf der 
Verriickungsrichtung senkrechten Flächentangente. 

Eine Schraubung bestimmt im allgemeinen in jeder Ebene einen 
Nullpunkt d. h. einen Punkt, dessen Bewegungsrichtung senkrecht zur 
Ebene liegt. Bei einer linearen Schar von Schraubungen liegen die 
Nullpunkte einer Ebene in einer Geraden. Bestimmt man nun für die 
den Verrückungen des Punktes (P) entsprechenden Schraubungen die 
Gerade der Nullpunkte in der Tangentialebene der Fläche, so erhält 
man den wichtigen Satz, dafs sie durch die geodätischen Krümmungs- 
mittelpunkte der Kurven (C t ) und (C 2 ) hindurchgeht. Damit ist die 
kinematische Bedeutung der Verbindungslinie jener Krümmungsmittel- 
punkte dargethan, einer Geraden, von der Herr Carronet') bewiesen 
hat, dafs sie, wenn der Punkt (P) die gegebene Fläche durchwandert, 
dann imd nur dann ein Normalensystem erzeugt, wenn zwischen den 
geodätischen Krümmungshalbmessern der Kurven (6\) und (C 2 ) eine 
Gleichung besteht. Beiläufig sei hier bemerkt, dafs die beiden weiteren 
von Herrn Carronet in der angeführten Arbeit mitgeteilten Sätze be- 
sondere Fälle allgemeinerer Sätze sind. Bezeichnen wir nämlich mit 

und g 2 die Hauptkrümmungshalbmesser der Fläche, mit 

die geodätischen Krümmungen der zu q x bezw. q 2 gehörenden Krüm- 
mungslinien, so erzeugen nach Herrn Carronet die durch die End- 
punkte von Q t und P 2 , bezw. q 2 und R t gelegten Geraden jedesmal 
ein Normalensystem, wenn zwischen p x und i? 2 , bezw. q 2 und P A eine 
Gleichung besteht. Dieser Satz ist in dem folgenden, allgemeineren, ent- 
halten. Sind qp^) und V' (('s) zwei willkürlich gewählte Fimktionen 
von Q i bezw. q 2) und trägt man von den Flächenpunkten aus auf den 
Tangenten der zu p £ bezw. q 2 gehörenden Krümmungslinien die Strecken 
qp(pi) bezw. V'ipa) au f> 80 erzeugen die durch die Endpunkte von Q t 
und (p(Qi), bezw. p 2 und 4>(p 2 ) gelegten Geraden jedesmal ein Normalen- 
system. 

Die vorhin erwähnte Nullpunktsgerade möge die Tangente der zu 
q 1 gehörenden Krümmungslinie im Punkte (P 2 ), die Tangente der zu 
g 2 gehörenden Krümmungslinie im Punkte (P,) schneiden. Verbindet 
man den Endpunkt von Q t mit (P t ), den Endpunkt von p 2 mit (P 2 ), 
so erhält man die Achsen der beiden Schraubungen, die sich auf 
Drehungen beschränken, und die durch die beiden in Krümmungslinien 
erfolgenden Verrückungen des Punktes (P) geliefert werden. Diese 

1) Comptes rendua der Pariser Akademie. 1892. Bd. llö. S. 581). 
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Achsen sind bekanntlich die beiden konjugierten Geraden, die allen 
Komplexen der betrachteten Schar gemein sind; dafs sie hier stets 
durch die Mittelpunkte der Hauptkrümmungen gehen und in den 
Hauptnormalschnitten liegen, hat Herr Mannheim gezeigt. 1 ) 

Die Berechnung der Mafszahlen l t und ? 3 der Strecken PPj und 
PP S führt auf ein sehr bemerkenswertes Ergebnis. Sind K t und K t 
die geodätischen Krümmungshalbmesser der Kurven (Cj) und (C\) und 
schneidet die zu g t gehörende Krümmungslinie unter dem Winkel 
<p } so hat man: 

1 cos qp sin <p 
1 cos qp , sin tp 

Vergleicht man diese Ausdrücke mit dem bekannten Liou vi 11 eschen 
Ausdruck für die geodätische Krümmung, so erhält man: 

i _L (1 * 

1 1 dtp 

f t ^ K ~ ~d s t > 

wo unter ^ und die Ableitungen von qp nach der Bogenlänge 

der zu p l bezw. q 2 gehörenden Krümmungslinie verstanden sind. Der 
Liouvillesche Ausdruck für die geodätische Krümmung stellt letztere 
mit Hilfe der auf die Krümmungslinien bezüglichen, aber bisher nur 

berechenbaren Gröfsen ^ -f ^J, ^ ^ dar. Die geometrische Be- 

deutung dieser Gröfsen und damit eine der Eul er sehen Darstellung 
der Normalkrümmung analoge Darstellung der geodätischen Krümmung 
ist nunmehr gefunden. 

Die Achsen unserer Schar von Sehraubungen bilden bekanntlich 
ein Cylindroid. Eine dieser Achsen ist parallel der Tangentialebene 
und geht durch die Normale der Fläche. Sie entspricht derjenigen 
Verdickung des Punktes (P), die senkrecht gegen die Nullpunktslinie 
in der Tangentialebene gerichtet ist. Die dieser Verrückung konjugierte 
Flächentangente ist parallel der fraglichen Schraubungsachse. 

Zu jeder Verrückung des Punktes (P) gehört eine zweite derart, 
dafs die Achsen der zugehörigen Schraubungen sich schneiden. Die 
fragliche Zuordnung von Tangenten liefert eine Involution mit stets 
reellen Doppelelenienten. 



1) Principe« et Developpements de Geometrie Cinematique. Paris 1894. 
Seite 136. 
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Zwei Schraubungen (reziproke 1 )), die zu solchen linearen Kom- 
plexen führen, die in der zuerst von Herrn Klein 2 ) betrachteten Be- 
ziehung der Involution stehen, gehören zu Verrückungen des Punktes 
(P), die symmetrisch gegen eine Krümmungslinie liegen. Hinsichtlich 
zweier solcher Verrückungen gilt der folgende Satz. Bezeichnet d den 
kürzesten Abstand und v den Winkel der den fraglichen Verrückungen 
entsprechenden Schraubungsachsen, so besteht die Gleichung: 

sin v cos v l\ /| -f q{ q -f Yf *f ' 

Die Achse des Cylindsoids enthält, wie aus der Plück ersehen 
Theorie desselben ersichtlich, den kürzesten Abstand der beiden 
Drehungsachsen. Nimmt man die Halbierungslinien der Winkel dieser 
Geraden zur x- und y- Achse, die Achse dos Cylindroids zur z- Achse, 
den Mittelpunkt jenes kürzesten Abstandes zum Koordinatenanfangs- 
punkt, so erhält die Gleichung des Cylindroids die Form: 

2 {?> -ty ) ,| ,3 + (l s q + Q 2 ? 2 l1 J - u - 

Ich knüpfe hieran eine weitere Eigenschaft des fraglichen Cylindroids. 

Eine Gerade, die mit dem aus den Tangenten (T x ) und (T 2 ) und 
der Flächennormale gebildeten Dreikant fest verbunden ist, wird bei 
den hier betrachteten Bewegungen des Dreikants ein Strahlenbündel 
beschreiben. Ribaucour 3 ) fand nun, dafs diejenigen Geraden, welche 
auf diese Weise ein Normalenbündel erzeugen, einen linearen Komplex 
bilden, von dem er bemerkt, dafs die Richtungscosinus seiner Achse 
proportional sind den „sphärischen Werten" der von den Kanten des 
Dreikants erzeugten Strahlenbündel. Es läfst sich zeigen, dafs die 
Achse des Ribauco urschen Komplexes mit der Achse unseres Cylin- 
droids zusammenfällt, und dafs sein Parameter gleich dem kürzesten 
Abstand der beiden Drehungsachsen multipliziert mit der Cotangente 
des von ihnen gebildeten Winkels ist. 

Mit der Ribauco urschen Bemerkung hinsichtlich der Richtung 
der Komplexachse verhält es sich folgendermafsen. Zieht man parallel 
zu den positiven Teilen der Flächennormale und der beiden Tangenten 

und drei. Halbmesser der Einheitskugel, so werden sich die 
Endpunkte derselben, wenn sich der Punkt (P) auf dem Element F 
der gegebenen Fläche bewegt, auf drei Kugeloberflächenelementen be- 

1) Ball-Gravelius: Theoretische Mechanik starrer Systeme. Berlin 1889. 
Seite 79. 

2) Mathem. Annalen. Bd. 2. 1870. S. 198. 

3) Comptes rendus der Pariser Akademie. 18731. Bd. 76. S. 1347. 

Digitized by Google 



Über die Beziehung der Geometrie der Bewegung zur Differentialgeometrie. 43 

wegen, die wir der Reihe nach mit E 0 , E v 2? 2 bezeichnen wollen. Der 
Quotient -~ in der bekannten Weise mit einem Vorzeichen versehen, 

liefert das Gaufssche Krümmungsmafs 1 . Für die in entsprechender 



Weise mit Vorzeichen versehenen Quotienten und ^ erhält man 
die Werte: 

sin <p . cos qp ein <p cos <p 

+ ' " U + hQ, ' 

die nur geometrisch deutbare Gröfsen enthalten. Betrachtet man diese 
drei Werte als die Koordinaten eines Punktes im System der Flächen- 
normale und der beiden Tangenten (J\) und (T 2 ), so ist der radius 
vector dieses Punktes parallel der Achse des Cylindroids. 

Endlich möchte ich noch einige Bemerkungen über gewisse hy- 
perbolische Paraboloide machen, die mit einer linearen Schar von 
Schraubungen in Verbindimg stehen. 

Schon Chasles bemerkte 1 ), dafs bei einer unendlich kleinen Schrau- 
bung die Nullpunkte der Ebenen eines Büschels auf einer Geraden 
liegen; ebenso, dafs diese Gerade der Schraubungsachse parallel ist, 
falls die Ebenen des Büschels einander parallel sind. Auf diese Weise 
wird einer Ebene durch eine Schraubimg ein Nullpunkt imd die durch 
den Nullpunkt gehende zur Schraubimgsachse parallele Gerade zuge- 
ordnet. Bei einer linearen Schar von Schraubungen bilden nun im 
allgemeinen die Nullpunkte einer Ebene eine Gerade und die den 
Ebenen zugeordneten Geraden ein Paraboloid. Aber die Gerade der 
Nullpunkte kann auch in einen einzigen Punkt zusammenschrumpfen, 
imd das Paraboloid kann durch eine Ebene ersetzt werden. Diese Fälle 
treten in der Krümmungslehre der Flächen folgendermafsen zu Tage. 
Nehmen wir zunächst an, dafs das zu Grunde gelegte Kurvensystem 
nicht mit dem System der Krümmungslinien zusammenfalle. Bei allen 
Verrückungen des Punktes (P) füllen dann die Nullpunkte der beiden 
durch die Flächennormale und die Tangenten (jTJ, (T 2 ) gelegten Ebenen 
die ganze Flächennormale aus, und die zugeordneten Geraden bilden 
jedesmal ein Paraboloid. Legen wir aber das System der Krümmungs- 
linien zu Grunde, so tritt bei allen Verrückungen des Punktes (P) in 
dem zu Q t gehörenden Hauptnormalschnitt nur der Endpunkt von Q if 
in dem zu o 2 gehörenden nur der Endpunkt von q 2 als Nullpunkt auf. 
Die zugeordneten Geraden bilden dann die beiden Ebenen, die durch 
diese Endpunkte senkrecht zur Achse des Cylindroids gelegt sind. 



1) Comptes rendua der Pariser Akademie 18431. Bd. 16. S. 1420. 



Digitized by Google 



44 



F. Ki.kin, Fkanz Mkvkk, A. Sommkkfkld: 



Die den Nullpunkten der Tangentialebene zugeordneten Geraden 
bilden immer ein Paraboloid. Nehmen wir die Tangente der zu p A 
und der zu q s gehörenden Krümmungslinie zur u- und t- Achse, die 
Flächennorraale zur u -Achse, so ist die Gleichung des Paraboloids die 
folgende: 

i( i -i)+w-i)-( i -:)( i -:)-°> 

sie hängt einzig von den Gröfsen Q lt p 2 , l v l., ab. 

Bei Zugrundelegung des Systems der Krümmungslinien erhalten 
wir das sogenannte Paraboloid der acht Geraden, das von Herrn 
Mannheim 1 ) entdeckt und für die Theorie der Krümmungsmittel- 
punktsflächen fruchtbar gemacht ist. 



Berichterstattung über den Stand der Encyklopädie 
der mathematischen Wissenschaften. 

Von F. Klein in Göttingen, Franz Meyer in Königsberg, 
A. Sommerfeld in Aachen. 

Herr W. Fr. Meyer berichtete über den Stand der Arbeiten an 
Band I, U und III. 

Von Band I ist im Laufe des Jahres Heft 6 erschienen mit den 
Artikeln: 

H. Weber, Komplexe Multiplikation. (Schlufs.) 
E. Czuber, Wahrscheinlichkeitsrechnung. 
J. Bauschinger, Ausgleichungsrechnung. 

— Interpolation. 
L. v. Bortkiewicz , Anwendung der Wahrscheinlichkeitsrechnung auf 
Statistik. 

G. Bohlmann , Lebensversicherung«- Mathematik. 

D. Seliwanoff, Differenzenrechnung. 

B. Mehmke, Numerisches Rechnen. (Erster Teil.) 

Das Schlufsheft sowie das Bandregister sind in Vorbereitung. 
Von Band II wird demnächst ein Doppelheft ausgegeben werden 
mit den Artikeln: 

W. F. Osgood, Allgemeine Theorie der Analytischen Funktionen einer 

und mehrerer komplexen Gröfsen. 
W. Wirtinger, Algebraische Funktionen und ihre Integrale. 

1) Comptes rendus der Pariser Akademie 1877 1 S. 646. Principes et deVeloppe- 
ments de Geometrie Cinen&atique. Paris 1894. S. 224. 
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Von Band III sind je das erste Heft des ersten und vierten Ab- 
schnitts in Vorbereitung. 

Eine ausführliche Disposition von Band III cirkulierte bei den 
anwesenden Bearbeitern dieses Bandes. 

Herr F. Klein berichtete über den Stand der Arbeit an Band IV 
und legte die beiden im Laufe des Jahres erschienenen Hefte desselben 
vor; dieselben enthalten: 

M. Abraham , Geometrische Grundbegriffe. 

A.E.H. Love, Hydrodynamik: Physikalische Grundlegung. 

— — Theoretische Ausführungen. 

A. Voss, Die Prinzipien der rationellen Mechanik. 

Ferner berichtete Herr F. Klein über den Stand der Vorarbeiten 
bei Band VI. In dieser Hinsicht hat das letzte Jahr den Fortschritt 
gebracht, dafs Prof. Lehm ann-Fil he s die Redaktion des astronomischen 
Teils übernommen hat. Auf Grund vorläufiger Verhandlungen mit zahl- 
reichen Fachgenossen hat derselbe den Entwurf einer Einzeldisposition 
fertiggestellt, die hier nachstehend zum Abdruck gelangt. 

Über Band V teilte Herr A. Sommerfeld mit, dafs der Artikel 
Zenneck eingelaufen ist und dafs die Artikel vom Anfange des ersten 
sowohl wie des zweiten Halbbandes ihrer Vollendung entgegengehn. 
Der Druck eines Heftes wird gegen Weihnachten 1901 beginnen können. 
Im zweiten Halbbande (Elektricität und Optik) erwies es sich als 
nötig, einheitliche Bezeichnungen zwischen den yerschiedenen Referenten 
zu verabreden. Der Berichterstatter legte ein Schema dieser Bezeich- 
nungen vor, welches er mit möglichstem Anschlufs an Maxwell ent- 
worfen hat. Da sich die Hauptreferenten bereits mit diesem Schema 
einverstanden erklärt haben und da sich der wissenschaftliche Aus- 
schufs der Physikalischen Gesellschaft ebenfalls damit beschäftigen wird, 
so ist zu hoffen, dafs von dieser Grundlage aus eine gewisse Überein- 
stimmung in der Schreibweise physikalischer Gröfsen für weitere Kreise 
erzielt werde. 

Vorläufige Disposition des Bandes VI, 2 der Encyklopädie 
der mathematischen Wissenschaften. 
Astronomie. 

Allgemeine Bibliographie. 

A. Sphärische Astronomie. 
I. Theorie der Koordinaten. 

1. Festlegung der Koordinatensysteme; absolute und relative Koordinaten. 

2. Einflufs der Atmosphäre auf Koordinaten und Helligkeit eines Sternes 
(Refraktion und Extinktion). 
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3. Scheinbare, mittlere, wahre und geocentrische Örter der Sterne; Kor- 
rektionen für Refraktion, Präcession, Nutation, Aberration, Parallaxe, 
Polhöhen8chwankungen. 

II. Theorie der Instrumente. 

1. Geteilte Kreise. 

2. Mikrometer. 

3. Vollständige astronomische Messinstrumente: Durchgangs- und Me- 
ridianinstrument, Aquatoreal, Heliometer. 

4. Uhren und Chronometer. 

5. Behandlung der systematischen und zufälligen Fehler. (Persönliche 
Gleichung etc.) 

III. Zeitbestimmung und geographische Ortsbestimmung. 

IV. Chronologie, Finsternisse und Bedeckungen, Sonnen- 

parallaxe. 

1. Sonnen- und Mondfinsternisse. Finsternisse der Jupiterstrabanten. 
Schatten des Saturnringes. 

2. Merkur- und Venusdurchgänge. Sonnenparallaxe (verschiedene Me- 
thoden der Bestimmung: Opposition des Mars und der kleinen 
Planeten; Lichtgeschwindigkeit und Aberration; parallaktische Glei- 
chung des Mondes). 

3. Chronologie. 

B. Mechanik des Himmels. 
I. Bahnbestimmung ohne Rücksicht auf Störungen. 

1. Numerisches Rechnen, Näherungsmethoden, Tafeln, Interpolation, 
mechanische Quadratur; numerische Lösung von Differentialglei- 
chungen. 

2. Bestimmung einer Planetenbahn aus 3 und mehr Beobachtungen. 

3. Bestimmung einer Kometenbahn aus 3 und mehr Beobachtungen. 

4. Meteore: Höhen, Radiationspunkte, Bahnen. Beziehung zu Kometen- 
bahnen; Teilung von Kometen; Bildung von Meteorströmen. 

5. Doppelsterne und Trabanten. Visuelle und spektrographische Doppel- 
sterne. 

II. Störungen der Umlaufsbewegungen. 

II*. Analytische Entwickelung der Störungen. 

1. Allgemeine Theorie. 

a) Variation der Konstanten ; Säkulare Störungen; Lagrange, Laplace, 
Leverrier, Newcomb. 

b) Koordinatenstörungen. Laplace, Hansen, Gylden. 
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2. Anwendungen auf einzelne Körper des Planetensystems. 

a) Grofse Planeten. 

b) Kleine Planeten. 

c) Kometen (inkl. Einfangung der Kometen). 

d) Erdmond (Säkulare Acceleration). 

e) Die übrigen Satelliten. 

IP. Numerische Berechnung der Störungen. 

1. Spezielle Störungen der Planeten und Kometen. 

2. Mehrfache Fixsternsysteme. Numerische Behandlung besonderer Fälle 
des Dreikörperproblems, (v. Haerdtl, Burrau, Darwin.) 

III. Gestalt und Rotation der Himmelskörper. 

1. Gestalt des Mondes. Saturnring (Laplace, Maxwell, Hirn, Roche, 
Seeliger). Figur der Kometen. 

2. Rotation der Himmelskörper. Präcession und Nutation für starre 
Erde. Libration des Mondes. 

IV. Allgemeine Fragen. 
Kritik des Newtonschen Gravitationsgesetzes; Dämpfungsfaktor; zeit- 
liche Fortpflanzung der Kraft. 

G. Stellarastronomie. 

1. Scheinbare Verteilung der Sterne; Sternkataloge; Sternkarten. 

2. Parallaxen und räumliche Verteilung der Sterne; Doppelsterne, viel- 
fache Sterne, Sternhaufen, Nebel. 

3. Eigenbewegung der Sterne und der Sonne. 

D. Astrophysik. 

1. Photometrie; veränderliche Sterne; Phasen der Planeten, Erdschatten 
bei Mondfinsternissen. (Extinktion vgl. A, I, 2.) 

2. Thermodynamik der Himmelskörper. Sonnentheorie (Schmidt). Neue 
Sterne. 

3. Kosmogonie. (Kant, Laplace, G. Darwin.) Widerstehendes Mittel. 
Spekulative Ausblicke. 

Die Zahlen der ebenen Flächen. 

Von 0. Stolz in Innsbruck. 

Die Zahl einer jeden gerad- oder krummlinig begrenzten ebenen 
Fläche läfst sich mit Hilfe der Rechteckszahl durch einen Grenzwert, 
nämlich durch ein Doppelintegral erklären. Aus einer Eigenschaft des 
letzteren folgt unmittelbar der Satz, dafs der aus einer endlichen An- 
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zahl von Teilen bestehenden Fläche als Zahl die Summe der Zahlen 
ihrer Teile zukommt. Für die elementare Geometrie erscheint die Auf- 
stellung des genannten Grenzwertes zu umständlich; man benutzt viel- 
mehr zur Bestimmung der Flächenzahlen den soeben erwähnten Satz 
über die Zahl einer aus Teilen bestehenden Fläche, welcher somit als 
'eine axiomatische Forderung auftritt. Er dient nicht allein zur Er- 
klärung der Zahl einer aus Teilen zusammengesetzten fläche, sondern 
wird auch verwendet, um im Falle, dafs diese Zahl bereits bekannt ist, 
auf die Zahlen der Teile zu schliefsen, wobei diese Zahlen als vor- 
handen vorausgesetzt werden. In der letzteren Art gelangt man von 
der Zahl des Rechtecks zu der des Dreiecks, während man andererseits 
die Zahl eines Vielecks bestimmt, indem man die Zahlen der Dreiecke, 
in welche es zerlegt wird, addiert. Allein damit ist die Sache noch 
nicht zu Ende. Man hat nunmehr nachzuweisen, dafs bei jeder Zer- 
legung eines gegebenen Vielecks in Dreiecke die Zahlen derselben die 
nämliche Summe liefern. In diesem Sinne habe ich S. 40 des 3. Teiles 
meiner „Grundzüge der Differential- und Integralrechnung" das Dreieck 
als das wahre Element der ebenen Flächen bezeichnet. Es war jedoch 
damit nicht gemeint, dafs ich bei der Erklärung des eigentlichen Doppel- 
integrals die Zulassung dreieckiger und überhaupt anderer als recht- 
eckiger Flächenelemente als unumgänglich notwendig betrachte. Dies 
geht mit voller Deutlichkeit aus dem hervor, was ich S. 118 f. über die 
Erklärung der drei- und mehrfachen eigentlichen Integrale bemerkt 
habe. Hiernach würde es bezüglich der Doppelintegrale ausreichen, als 
Flächenelemente blofs die Rechtecke, deren Seiten den Koordinaten- 
achsen parallel sind, zu Grunde legen. 

Die Berücksichtigung dreieckiger Flächenelemente bei der Erklärung 
des eigentlichen Doppelintegrals bringt den Vorteil mit sich, dafs sich 
aus derselben unmittelbar dessen Transformation durch Einführung 
zweier neuer Integrationsveränderlichen ableiten läfst. Dabei verursacht 
sie keine besondere Mühe; denn es ist hinsichtlich der zum Nachweise 
der Existenz dieses Doppelintegrals erforderlidien Entwicklungen ganz 
gleichgütig, was für Vielecke man sich unter den Fläcltenelementen z x . . . t H 
vorstellen mag, wenn man nur ihre Zahlen als bereits bekannt ansieht. 
Die Beschränkung auf rechtwinklige Flächenelemente würde also keine 
Vereinfachung jener Entwicklungen mit sich bringen. 

Vorstehendes möchte ich den Bedenken gegenüber bemerken, 
welche Herr Schönflies im 2. Hefte des VIII. Jahresberichtes S. 179 
bezüglich meiner Darstellung der Lehre von den eigentlichen Doppel- 
integralen geäulsert hat. 
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Mathematisches und naturwissenschaftliches Denken. 

Von H. Burkhard t in Zürich. 
Antrittsvorlesung 

zur Übernahme der Professur der Mathematik an der Universität Zürich, gehalten 
am C. Nov. 1897. Zuerst veröffentlicht in der Beilage zur Allgemeinen Zeitung 

vom 22. Nov. 1897. 

Wohl Jeder, der die Beschäftigung mit wissenschaftlichen Unter- 
suchungen sich zum Lebensberuf gewählt hat, hat schon Tage oder 
wenigstens Stunden erlebt, in denen ihn die pessimistische Frage be- 
drängte: wozu ist das eigentlich gut, was du treibst? Die Antwort auf 
diese Frage ist leicht für den, dem das Resultat seines Nachdenkens 
in Gestalt patentfähiger Erfindungen erscheint unter dem Schutz der 
Gesetzgebung, die nur dem letzten Schritt auf dem Wege von der 
Idee zur praktischen Ausführung klingenden Lohn zuspricht. Sie ist 
auch leicht für den, dem als Antwort genügt: ich treibe es, weil es 
mich selbst freut; und gewifs ist die Freude an der Erkenntnis als 
solcher wie die mächtigste Triebfeder so schliefslich der reinste Lohn 
wissenschaftlichen Forschens. Auch der Gelehrte hat vom Leben doch 
am Ende nur sich selber. Aber wem die Grenzen der eigenen Natur- 
anlage den ersten, die Pflichten eines in den Organismus der universitas 
litterarum eingefügten staatlichen Lehramts den zweiten Standpunkt 
verbieten, der mag wohl mit der Übernahme eines solchen Amtes sich 
gedrungen fühlen, sich und Andern von Zweck und Nutzen seines 
Thuns und Lassens für die menschliche Gesellschaft Rechenschaft 
zu geben. 

Die Mathematik rühmt sich seit langer Zeit der Förderung, die 
sie den ihr nahestehenden Naturwissenschaften, vor allem der Astronomie 
und der Physik, zuteil werden läfst und dadurch mittelbar auch der 
Verwertung dieser Wissenschaften zum Wohle des Einzelnen wie der 
Gesamtheit in den verschiedensten Zweigen der Technik. Am un- 
bestrittensten wurde dieser Anspruch der Mathematik vor 100 Jahren 
hingenommen, etwa in der Zeit von 1780 bis 1830. Im Laufe des 
vorhergehenden Jahrhunderts war es den wetteifernden Anstrengungen 
der hervorragendsten Analysten gelungen, aus dem Newtonschen 
Gesetz der allgemeinen Gravitation die Bahnen der Planeten so genau 
abzuleiten, dafs die Abweichungen zwischen Beobachtung und Rechnung 
innerhalb der Grenzen der Beobachtungsfehler fielen; abgesehen von 
einigen geringen Differenzen, von denen man wohl hoffen durfte, dafs 
sie sich durch weitere Vervollkommnung der Rechnung auf dem einmal 

Jahresbericht d. Deutschen Mathoni.-Vcrciniguntr. XT. Hoft 1 u. 2. 4 
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eingeschlagenen Wege würden beseitigen lassen. Dazu waren dann 
die Anfänge mathematischer Behandlung der Hauptgebiete der Physik 
gekommen; auch sie hatten im ersten Anlauf so schöne Resultate 
gefördert, dafs man erwarten zu dürfen glaubte, man werde auf diesem 
Wege rasch zu einer einheitlichen Auffassung der Naturerscheinungen 
in mathematischer Form gelangen. Ihren zugespitztesten Ausdruck 
hat diese Naturauffassung in dem bekannten Ausspruch Lagranges 
gefunden, der den ganzen Ablauf des Weltprozesses durch eine einzige 
ungeheure Differentialgleichung sich dargestellt denkt. 

Blicken wir heute auf jene Zeit zurück, so dürfen wir uns nicht 
verhehlen: die damals gehegten Hoffnungen auf eine einheitliche Natur- 
auffassung, die aus wenigen allgemeinen Prämissen den Gesamtverlauf 
der Erscheinungen auf mathematischem Wege zu deduzieren gestatten 
sollte, haben sich nicht erfüllt. Es liegt das an verschiedenen Gründen. 
Zuerst: unsre ganze Vorstellung vom Wesen und der Bedeutung natur- 
wissenschaftlicher Theorien hat sich von Grund aus verändert. Man 
kann nicht sagen, dafs das durch einen bestimmten revolutionären Akt 
geschehen sei; ganz allmählich, den Mitlebenden vielleicht nicht einmal 
immer bewirfst, hat sich der Standpunkt der Naturbetrachtung ver- 
schoben. Da trat zuerst Kant auf imd legte dar, dafs wir vom Ding 
an sich nichts wissen und nur mit den Erscheinungen zu thun haben. 
Dann kam die Physiologie der Sinnesorgane und wies nach, dafs die 
Wirkung der Aufsenwelt auf unsere Empfindungen weit mehr von der 
Organisation unserer Sinnesapparate abhängt, als man es sich bis dahin 
vorgestellt hätte; dafs z. B. die verschiedenartigsten äufseren Reize vom 
Auge stets als Licht, vom Gehör stets als Schall u. s. w. empfunden 
werden. So kam es allmählich dahin, dafs sich die Physik und über- 
haupt die Naturwissenschaft auf die Aufgabe beschränkte: „die Er- 
scheinungen vollständig und auf die einfachste Weise zu beschreiben". 
Damit war aber sofort die Möglichkeit gegeben, „dafs Zweifel darüber 
bestehen können, ob eine oder eine andere Beschreibung gewisser Er- 
scheinungen die einfachere ist; dafs eine Beschreibung gewisser Er- 
scheinungen, die heute unzweifelhaft die einfachste ist, die man geben 
kann, später, bei weiterer Entwicklung der Wissenschaft, durch eine 
noch einfachere ersetzt wird". Für diese Auffassung konnte von einer 
absoluten Giltigkeit irgend eines mathematischen Ansatzes keine Rede 
mehr sein; er hatte nur mehr die Bedeutung eines Bildes der Er- 
scheinungen, von dem es schlief slich dahingestellt bleiben mochte, ob 
es die Züge des Urbilds vollständig oder nur in gewissen Hauptmerk- 
malen wiedergiebt. 

Dazu kommt noch ein zweites: das ist die immer gröfsere Rolle, 
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die in der Physik Betrachtungen der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
spielen. Zuerst hat die kinetische Gastheorie die Physiker an den 
Gedanken gewöhnt: auch ein so fundamentales Naturgesetz wie das 
von Boyle und Gay-Lussac repräsentiert nicht eine eherne Not- 
wendigkeit, sondern ist das Resultat des Zusammenwirkens ungeheuer 
vieler Einzelumstände, in dem eben ihrer grofsen Zahl wegen die 
einzelnen Abweichungen vom Durchschnitt sich gegenseitig kompensieren 
werden. Aber das ist ein Schlufs, der durchaus nur auf Wahr- 
scheinlichkeitsgründen beruht; er mag in 100000 Fällen durcli die 
Erfahrung bestätigt werden, man wird die Möglichkeit nicht weg- 
disputieren können, dafs einmal in einem 100001. Falle etwas ganz 
anderes eintritt. Wer sich einmal in diesen Vorstellungskreis eingelebt 
hat, der wird sich auch leichten Herzens mit dem Gedanken befreunden, 
dafs ein „im allgemeinen" richtiger mathematischer Satz in bestimmten 
Fällen „Ausnahmen" zuläfst; er wird gern die oft mühevolle nnd 
undankbare Untersuchung solcher sogenannten Ausnahmefälle als müfsige 
Tiftelei über Bord werfen und sich auf sein gutes Glück verlassen, 
dafs ihm derartige Ausnahmen nicht begegnen, und dafs ihn, wenn 
sie ihm ja begegnen sollten, sein naturwissenschaftlicher gesunder 
Menschenverstand auf den richtigen Weg zurückleiten wird. Weim 
nun gar die Ausnahmefälle sich nur dem Beweise, nicht dem Satze 
entziehen, so liegt der Induktionsschlufs : der Satz ist in allen übrigen 
Fällen richtig, also wird er auch in diesem richtig sein — dem natur- 
wissenschaftlich geschulten Forscher so nahe, dafs er nur mit Kopf- 
schütteln dem Mathematiker zuhört, wenn dieser ihn von der Not- 
wendigkeit eines besonderen Beweises überzeugen will. 

Andererseits hat auch die Mathematik nicht das gehalten, was sie 
vor 100 Jahren zu versprechen schien: sie hat vielfach auf die ihr 
gestellten Fragen die Antwort versagt. Zum Teil liegt das daran, 
dafs ihre Entwicklung seit den 20er Jahren unsers Jahrhunderts Wege 
eingeschlagen hat, die von den Anwendungen weit abführten. Man 
hat deshalb auch wohl diese ganze Entwicklung als eine verderbliche, 
dekadente gebrandmarkt und den Mathematikern die Rückkehr zu 
Lagrange und Laplace gepredigt. Eine weniger an der Oberfläche 
haftende Betrachtung wird auch in dieser Epoche eine notwendig 
gewordene Stufe fortschreitender Entwicklung erkennen. Was mit 
den von Newton und Leibniz geschaffenen Mitteln zu leisten war, 
hat das vorige Jahrhundert geleistet; um weitergehenden Forderungen 
gewachsen zu sein, mufste die Mathematik ihre Kräfte erst an der 
Bewältigung der einfacheren Aufgaben stählen, die sich ihr aus ihrer 

eigenen Entwicklung heraus, aus dem Fortschreiten vom Einfacheren zum 
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Zusammengesetzteren darboten. Man kann diese Entwicklungsperiode 
jetzt wohl als bis zu einem gewissen Grade abgeschlossen ansehen; 
wir sind jetzt im Besitze der Mittel, um die Aufgaben wieder in An- 
griff zu nehmen, die vor 80 Jahren als zu schwierig liegen gelassen 
wurden. Aber es wird noch vieler Arbeit bedürfen, bis sie wirklich 
gelöst sind; und man wird nicht erwarten oder verlangen dürfen, dafs 
man überall eine einfache und übersichtliche Lösung erhält. Die 
Mathematik ist nicht so einfach, wie jene auch in dieser Beziehung 
sanguinische Zeit gehofft hatte. Auch die Erledigung verhältnismäfsig 
einfach scheinender Aufgaben verlangt oft so viel Zeit und Überlegung, 
dafs man es dem Physiker und dem Astronomen oder gar dem Techniker, 
für den Zeit Geld ist, nicht verargen darf, wenn er es häufig vorzieht, 
eine Gröfsenbestimmung durch neue Beobachtungen und Versuche 
direkt zu erhalten, statt sie durch Rechnung oder geometrische Kon- 
struktion aus dem schon vorhandenen Material abzuleiten. 

Doch all das sind schliefslich Divergenzen sekundärer Bedeutung, 
über die wohl hinwegzukommen sein würde. Aber wir dürfen uns 
nicht verhehlen: zwischen der ganzen Denkweise eines modernen 
Mathematikers und der eines modernen Naturforschers besteht eine 
tiefgehende Verschiedenheit. In der Mathematik geht die ganze Ent- 
wicklungsrichtung auf eine zunehmende Steigerung der Ansprüche an 
die logische Strenge der Beweisführimg; in der Naturwissenschaft 
werden auch diejenigen Zweige, die herkömmlicherweise in deduktivem 
Gewände aufzutreten pflegten, wie die theoretische Mechanik und gewisse 
Teile der Optik, sich des teils empirischen, teils konventionellen 
Charakters ihrer Grundlagen immer mehr bewulst. Die Mathematik 
ist nur zufrieden, wenn sie eine Methode anzugeben weifs, um eine 
gesuchte Gröfse mit jeder beliebigen Genauigkeit zu berechnen; aber 
sie kümmert sich nicht darum, wie viel Zeit und Papier zur wirklichen 
Ausführung der Rechnung erforderlich sein würde. Die Naturwissen- 
schaft dagegen weifs von absoluter Genauigkeit überhaupt nichts; das 
ist ihr ein leeres Wort ohne jeden Inhalt. Man würde diesen Gegen- 
satz nicht in seiner vollen Schärfe fassen, wenn man hier nur von der 
Unvollkomnienheit unsrer Sinnesorgane und unsrer Beobachtungs 
instrumente reden würde; nein, die naturwissenschaftlichen Gröfsen 
selbst sind niemals mit unbegrenzter Genauigkeit definiert und einer 
solchen Definition überhaupt nicht fähig. Was ist denn die Länge 
eines* Stabes? Mögen seine Enden noch so schön poliert sein, so 
bleiben doch noch immer Erhöhungen und Vertiefungen von der 
Gröfsenordnuug der Partikeln des Poliermittels, von denen man nicht 
weifs, ob man sie mitzurechnen hat oder nicht; und wenn man davon 
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absieht, bleiben noch Oberflächenschichten und der ganze Rattenkönig 
von Schwierigkeiten, den jede Molekulartheorie nach dieser Richtung 
notwendig mit sich bringt. Und so ist es mit allen naturwissenschaft- 
lichen GröfsenbegriÖen: jeder von ihnen ist nur mit einem bestimmten 
Mafse von Genauigkeit definiert und zerfliefst der logischen Analyse 
unter den Händen, sowie man versucht, seine Definition über dieses 
Mafs hinaus schärfer zu fassen. Deshalb hat die Naturwissenschaft 
auch nie ein Interesse daran, ihre Deduktion so zu führen, dafs sie 
eine beliebige Vergröfserung der Genauigkeit gestatten; sie verlangt 
in jedem einzelnen Falle nur ein bestimmtes Mafs von Genauigkeit, 
das dann je nach der Entwicklungsstufe der einzelnen Disziplinen sehr 
verschieden ist. Die Astronomen bestimmen die Zahlen, mit denen 
sie zu thun haben, bis auf den zehnmillionsten Teil ihres Betrages; 
in manchem eben erst erschlossenen Untersuchungsgebiet versteht man 
unter der Aussage: „die gesuchte Zahl ist gleich 100", nur, dafs sie 
kleiner als 1000 und gröfser als 10 ist. Dafür aber verlangt die 
Naturwissenschaft, dafs die Rechnung auch wirklich in mäfsiger Zeit 
mit dieser der Aufgabe angemessenen Genauigkeit zu Ende geführt 
werden könne. 

Welche Konsequenzen ergeben sich nun aus dieser Sachlage für 
Betrieb und Lehre der mathematischen Wissenschaft? Zunächst: die 
mathematische Forschung als solche wird sich durch die Erkenntnis 
dieser prinzipiellen Divergenz von ihrem Standpunkt nicht abdrängen 
lassen dürfen. Man könnte sich ja ein mathematisches — wenigstens 
ein geometrisches — Lehrgebäude denken, das auf den Begriff der 
absoluten oder unbegrenzten Genauigkeit verzichtete und seinen Sätzen 
nur eine angenäherte 1 , also empirisch verifizierbare Form gäbe; etwa 
so: wenn in einem Dreieck zwei Seiten um nicht mehr als den 100. 
Teil ihrer Länge verschieden sind, unterscheiden sich die gegenüber- 
liegenden Winkel höchstens um 3 Grad — vorausgesetzt, dafs der ein- 
geschlossene Winkel nicht kleiner als 10 Grad ist. Aber das Beispiel 
zeigt schon, woran eine solche Einrichtung der Mathematik scheitert: 
an der Notwendigkeit von Zusätzen, wie der hier mit „vorausgesetzt, 
dafs" eingeführte, von denen die entsprechenden Sätze der idealen, 
genauen Mathematik frei sind. Wenn solche Zusätze schon bei so 
einfachen Sätzen, wie der eben genannte, erforderlich sind, so brauche 
ich nicht weiter auseinanderzusetzen, wie sie sich bei fortschreitendem 
Aufbau des Lehrgebäudes immer mehr häufen müfsten, bis schliefslich 
die Sätze so lang würden, dafs niemand mehr imstande wäre, den 
Anfang bis zum Ende im Gedächtnis zu behalten. Dalier wird selbst 
der strengste Empirist, der die Gewinnung solcher der empirischen 
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Veriiication zugänglichen Sätze als das eigentliche praktische Ergebnis 
der Mathematik ansehen möchte, dem Zugeständnis nicht ausweichen 
können: der ökonomischste Weg zu diesem Ziel führt über die Auf 
Stellung absolut genauer Sätze, von denen aus man dann durch eine 
sogenannte Fehlerrechnung feststellt, welche Abweichungen man in den 
Voraussetzungen zulassen darf, wenn die Ungenauigkeit des Resultats 
eine vorgeschriebene Grenze nicht überschreiten soll. Dazu kommt 
noch ein Zweites: wenn das Resultat einer Rechnung eine gewisse 
Genauigkeit — sagen wir etwa von y i000 — haben soll, so wird dazu 
nicht ausreichen, wenn die Daten der Rechnung dieselbe Genauigkeit 
besitzen, da man nicht sicher sein kann, ob die Fehler nicht alle das 
Resultat in demselben Sinne beeinflussen und sich dadurch häufen; 
man wird die Daten mit gröfserer Genauigkeit haben müssen, und 
zwar mit um so gröfserer, je länger die Rechnung ist. Wollte man 
also eine ganze Entwicklungskette mit einer bestimmten Genauigkeit 
durchführen, so rnüfste man vor jedem Schritt, der vorwärts ins Un- - 
bekannte führen soll, alle vorhergehenden noch einmal revidieren, um 
ihre Genauigkeit wieder um einen Grad weiter zu treiben. Und endlich: 
die Mathematik ist doch nicht allein wegen der Naturwissenschaft da. 
Auch wenn man ihr kein selbständiges Existenzrecht zugestehen will, 
so haben die Psychologie, die Logik, die Erkenntnistheorie Ansprüche 
an sie; und sie verlangen, dafs die Elemente nnsrer Zahl- und Raum- 
vorstellungen bis in ihre Konsequenzen verfolgt und die dabei sich 
unerbittlich ergebenden Paradoxieen blofsgelegt werden. 

Wie aber kann sich der Astronom, der Physiker und gar der 
Techniker mit dieser Sachlage abfinden? Jedenfalls geht es nicht an 
von ihm zu fordern, dafs er sich nun auch mit allen jenen mathe- 
matischen Subtilitäten selbst herumschlägt; aber doch kann ihm niemand 
Garantie dafür leisten, dafs sie ihm nie in die Quere kommen. Zwar 
giebt es Physiker, die des Glaubens sind, in letzter Instanz seien alle 
Naturgesetze so einfach, dafs auch die einfachsten mathematischen 
Mittel zu ihrer Darstellung ausreichen müfsten; man wird abwarten 
müssen, ob sie dieses Ziel erreichen werden. Bis dahin — wenn es 
je dahin kommen sollte — sehe ich keinen anderen Ausweg, als dafs 
auch auf diesem Gebiete der rein individualistische Betrieb der Wissen- 
schaft einem kollektivistischeren Platz macht. Es wird mehr, als bisher 
geschehen ist, erforderlich sein, dafs der theoretische Astronom u. s. w. 
sich vorkommendenfalls bei einem Mathematiker Rats erholt; nicht 
anders, als wie etwa der Chemiker sich die Krystallform eines neuen 
Präparates von einem Mineralogen bestimmen läfst oder der Kliniker 
und selbst der Physiologe sich einen speziell als Chemiker ausgebildeten 
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Assistenten hält. Guter Wille und Entgegenkommen von beiden Seiten 
ist freilich dazu erforderlich. Der konsultierende Naturforscher wird in 
dem Eingeständnis der Begrenztheit seiner mathematischen Kenntnisse 
nichts Demütigendes erblicken dürfen; er wird aber auch nicht, wie das 
wohl vorkommt, seine Frage in die Form kleiden dürfen: wir könnten 
das ja eigentlich alles auch selbst, aber es ist untergeordnete Arbeit, 
die wir denen überlassen, die zu nichts besserem zu brauchen sind. 
Andererseits wird der konsultierte Mathematiker sich der ja meistens 
nicht angenehmen und gar nicht immer leichten Aufgabe nicht ent- 
ziehen dürfen, seine Formeln imd Konstruktionen soweit durchzuarbeiten, 
dafs sie für numerische Rechnung, bezw. zeichnerische Ausführung 
brauchbar werden. 

Endlich noch eine unmittelbar praktische Frage: wie soll sich der 
mathematische Unterricht zu diesen Fragen stellen? Das ist für zwei 
Klassen von Hörern leicht zu beantworten. Einmal für diejenigen, die 
die Wissenschaft als solche zu ihrer Lebensaufgabe machen wollen: 
ihnen wird man zumuten dürfen und zumuten müssen, die Schwierig 
keiten nicht zu umgehen, sondern zu überwinden. Wir leben nicht in 
einer Zeit, in der auf leichtem und mühelosem Wege unsere Kenntnis 
zu erweitern wäre, wie das z. B. der Fall war, als mit der Erfindung 
der Infinitesimalrechnung, und einigermal'sen auch, als mit der Aus- 
bildung der projektiven Geometrie Hindernisse mit einem Schlage weg- 
geräumt waren, die der Fortentwicklung lange entgegengestanden hatten, 
und nun der Strom der Bearbeiter sich auf den noch unberührten 
Boden stürzen konnte. Was am Wege wächst, ist längst abgegrast; 
in tieferen Urwald darf sich nur wagen, wer mit den schärfsten Werk- 
zeugen ausgerüstet ist. 

Ebenso einfach ist die Antwort für diejenigen Hörer, die Mathe 
matik nur treiben, um sie in anderen Gebieten anzuwenden. Ihnen 
steht natürlich für die Mathematik nur begrenzte Zeit zu Gebote; sie 
werden diese am zweckmäfsigsten verwenden, wenn sie die Mathematik 
ähnlich wie eine Naturwissenschaft betreiben, die feineren Unter- 
suchungen aber beiseite liegen lassen und darauf vertrauen, dafs sie 
vor etwa daraus entspringenden groben Fehlern ihr naturwissenschaft- 
licher oder technischer Takt bewahrt und schlimmstenfalls das Ex- 
periment eines besseren belehrt. 

Aber die Mehrzahl unserer Studenten gehört weder zu der einen, 
noch zu der anderen dieser Kategorieen: sie wollen Lehrer werden. 
Nim könnte man freilich fordern — und das ist thatsächlich schon 
geschehen — , auch die Ausbildung der Lehrer solle danach spezialisiert 
werden, an welcherlei Schulen sie später zu unterrichten haben. Der 
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Erfüllung dieser Forderung stehen aber praktische Rücksichten im 
Wege; wir können doch unmöglich unsere Studenten veranlassen wollen, 
ihren ganzen Lebensplan schon von Beginn ihrer Studienzeit auf eine 
bestimmte Schulgattung zuzuschneiden. Wir werden deshalb darauf 
verzichten müssen, den Unterricht der Hochschule nach solchen Rück- 
sichten zu gliedern; wir werden vielmehr versuchen müssen, ihn so 
einzurichten, dafs er den Ansprüchen an die zukünftigen Lehrer ver- 
schiedener Schulgattungen nach Möglichkeit gleichzeitig genügt. Wir 
müssen, soweit das überhaupt gelehrt werden kann, die Fähigkeit ent- 
wickeln, in der geometrischen Anschauung das Richtige zu sehen; wir 
müssen aber auch die Mittel an die Hand geben, mit denen die Ana- 
lysis die Resultate der unmittelbaren geometrischen Anschauung kon- 
troliert. 

Wohl aber wird man zu erwägen haben, in welcher Reihenfolge 
das zweckmäfsigerweise geschieht. Meine persönliche Auffassung ist 
da folgende: das Studium der analytischen Teile der Mathematik mit 
dem zu beginnen, was man herkömmlicherweise algebraische Analysis 
nennt, hat seine grofsen Bedenken. Will man in einer solchen Vor- 
lesung sich nicht um die Schwierigkeiten der Sache geradezu herum- 
drücken und die Studenten an ein gedankenloses Manipulieren mit den 
Rechnungssymbolen gewöhnen, so kann man in ihr gar nicht umhin, 
sich mit den Fragen auseinanderzusetzen, die aus der geschilderten 
Diskrepanz zwischen der wesentlich ungenauen geometrisch-naturwissen- 
schaftlichen Anschauung und der logischen Forderung absoluter Ge- 
nauigkeit der Analysis entspringen. Die Frage der Reihenkonvergenz 
mufs doch in einer solchen Vorlesung, man mag sie nun wenden wie 
man will, im Mittelpunkt des Interesses stehen, und sie läfst eine be- 
friedigende Behandlung nicht zu, wenn man nicht vorher die im Begriffe 
der Irrationalzahl liegenden Schwierigkeiten erörtert hat. Aber diese 
Diskussionen sind für die Mehrzahl der Studenten einerseits langweilig; 
denn es handelt sich um Dinge, von denen sie glauben, dafs sie ihnen 
schon von der Schule her geläufig seien; andererseits vielfach doch eben 
schon recht abstrakt und schwierig. Ich halte es daher für besser, 
diese Diskussion zu vertagen, bis die Entwicklung der Differential- und 
Integralrechnung das Bedürfnis nach Klarheit darüber geweckt und den 
Zuhörern zum Bewufstsein gebracht hat, dafs es sich dabei nicht um 
müfsige Selbstquälerei handelt, sondern um Fragen, an denen die mathe- 
matische Wissenschaft nicht vorbei kann. 

Dem angehenden Jünger der Mathematik aber würde ich raten, 
sogleich mit beiden Füfsen in die Differential- und Integralrechnung zu 
springen. Diese Disziplinen kann man so vortragen, dafs man dabei 
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gar nicht darnach fragt, wie es die Analysis anfängt, den Forderungen 
der Geometrie gerecht zu werden, sondern in den entscheidenden Punkten 
an die geometrische Anschauung appelliert; und ein solcher Kursus 
würde vielleicht auch den Studierenden der beschreibenden Natur- 
wissenschaften, ja selbst einzelnen Medizinern geniefsbar erscheinen. 
Denn immer mehr wird unter hervorragenden Lehrern dieser Fächer 
der Wunsch laut, dafs ihre Hörer über ein gröfseres Mafs mathe- 
matischer Bildung verfügen möchten, als es ihnen die Schule zu geben 
vermag; sei es um zur Lösung einzelner ihnen begegnender Probleme 
mathematischen Charakters befähigt zu sein, sei es als Gegengift gegen 
die immer wieder auftauchende Versuchung, an Stelle scharfer wissen- 
schaftlicher Begriffe Worte zu setzen, von denen man glaubt, es müfste 
sich dabei doch auch was denken lassen. Wir müssen diesen Be- 
strebungen, soviel an uns ist, entgegenkommen; dann können wir auch 
heute noch den Satz für uns in Anspruch nehmen, den die römischen 
Juristen in ihr Gesetzbuch geschrieben haben: 
[ ± Artem Geometriae discere atque exercere publice interest. 



Richard Doergens f. 

Mitglied der Deutschen Mathematiker -Vereinigung. 

Von E. Lampe in Berlin. 

Richard Doergens wurde zu Elberfeld am 13. Dezember 1830 
geboren. Aus einem einfachen bürgerlichen Hause stammend, wurde 
er zu seiner Ausbildung nicht in ein Gymnasium geschickt, sondern 
besuchte zur Vervollkommnung seines Wissens von Ostern 1855 an 
die Provinzialgewerbeschule seiner Vaterstadt. Nach anderthalbjährigem 
Besuche dieser Anstalt, in welcher die verschiedenen Zweige der mathe- 
matischen Wissenschaft, ferner Physik, Chemie, Mineralogie, Mechanik, 
Maschinenlehre und Baukonstruktion, sowie Zeichnen und Modellieren, 
nicht aber fremde Sprachen gelehrt wurden, erwarb er sich am 
20. August 1856 ein ausgezeichnetes Reifezeugnis, in welchem seine 
gleich günstigen Anlagen für wissenschaftliche wie technische Fächer, 
sein reges wissenschaftliches Interesse und sein anhaltender Fleifs 
hervorgehoben sind, eine Charakteristik, die für sein ganzes Leben be- 
zeichnend ist. Den Vorsitz bei der Reifeprüfung führte als Ministerial- 
Kommissar der Professor Dove; dieser Umstand war vielleicht von 
Wichtigkeit für den jungen Prüfling, auf dessen Entwicklung der 
berühmte Berliner Physiker und Meteorologe später einen entscheidenden 
Einflufs ausgeübt hat. 
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Zunächst bezog der noch nicht siebzehnjährige Student das König- 
liche Gewerbeinstitut in der Klosterstrafse zu Berlin, das unter 
Xottebohms Direktorat gerade zu jener Zeit eine Reihe hervor- 
ragender Lehrer besafs. In der Abteilung für Chemie, bei der Doergens 
sich einschreiben liefs, glänzte allen voran der Chemiker Rammeisberg, 
der in der Vollkraft seines 
Mannesalters stand und der 
damals seine wichtigsten Ent- 
deckungen machte , welche 
ihm einen Sitz in der Aka- 
demie verschafften. Gras- 
hoff, durch sein jugendliches 
Alter den Studenten nahe- 
stehend, begeisterte sie durch 
die Klarheit und Eleganz 
seines Vortrags über Mecha- 
nik, indem er nicht blofs Be- 
kanntes vortrug, sondern die 
Früchte seiner neuesten For- 
schungen entwickelte. We i er- 
st rafs war eben zum Pro- 
fessor des Gewerbeinstituts 
ernannt worden, und somit 
gehörte Doergens der Schar 
an, die den ersten akademi- 
schen Vortrag des genialen 
Mathematikers hörten. Wie 
aus den untrüglichen Erinne- 
rungen von Doergens 1 ) 
hervorgeht, war W e i e r s t r a Ca 

damals nur für wenige verständlich; alle aber, die seinem Vortrage 
lauschten, hatten den Eindruck, dals hinter dem noch ungelenken 
Vortrage des neuen Professors ein übergevvaltiger Geist stand. 

Das ernste Bestreben des Jünglings, allen Pflichten zu genügen, 
die in der schulmälsigen Zucht des alten Gewerbeinstituts den Zög- 




1) Als ich Doergens meinen Nachruf für Weierstrafs übersandte, schrieb 
er mir am 9. April 1897: „Was Sie über Weierstrafs bringen, weckt in mir alte 
Krinnerungen. Ich habe Weierstrafs im Jahre 56 57 am Gewerbeinstitut gehört, 
mit Hamburger zusammen. Weingarten war uns zwei Jahre voraus. Wir 
waren als Chemiker eingeschrieben. Ich erinnere mich, obgleich last 41 Jahre 
darüber hingegangen sind, sehr lebhaft des Vortrages von Weierstrafs. Es 
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ltngen desselben auferlegt wurden, erhielt seinen Lohn in dem „Zeugnis 
der Reife für die erste Klasse des Gewerbeinstituts*' vom 15. August 1859, 
das anstatt der heutigen Studienbescheinigung den abgehenden jungen 
Leuten nach Vornahme von Prüfungen mit ihnen ausgefertigt wurde. 
Von den 11 Fächern, über welche einfache Zensuren erteilt wurden, 
erhielt er in 5 das Prädikat „recht gut", in 5 anderen „gut", in der 
Baukonstruktionslehre „ziemlich gut". Aufserdem wird seine praktische 
Ausbildung im chemischen Laboratorium bezeugt. 

Noch nicht zwanzig Jahre alt, war Richard Doergens nach 
Beendigung eines dreijährigen Studium, im Besitze eines glänzenden 
Zeugnisses über den Erfolg desselben. Allein wie sehr es ihm auch 
zur Empfehlung diente, so berechtigte es ihn zu nichts. Sein Herzens- 
wunsch war, sich ganz dem Studium der Mathematik zu widmen. Da 
er aber nicht in dem Besitze des Reifezeugnisses eines Gymnasiunis 
war und deshalb nach den damals gültigen Bestimmungen weder auf 
der Universität studieren, noch zu einer Prüfung für eine höhere Lehr- 
stelle zugelassen werden konnte, da ferner die beschränkten Vermögens- 
verhältnisse seiner Familie ihn dazu nötigten, sich den Lebensunterhalt 
zu erwerben, so inufste er sich danach umsehen, eine Beschäftigung zu 
erlangen, durch die er sich das tägliche Brot verdienen konnte. 

Wohl von Dove empfohlen, dem er auf dem Gewerbeinstitute 
bei dessen Vorlesungen über Physik schon näher getreten war, wurde 
er von den Gebrüdern Hermann und Robert von Schlagintweit 
im Winter 1859/60 beauftragt, die Berechnung der während ihrer 
Reisen in Indien und Hochasien gemachten meteorologischen, hypso- 
metrischen und trigonometrischen Beobachtungen auszuführen. Durch 
diese Arbeit trat also der junge Gelehrte in das Gebiet ein, auf dem 
er während seines ganzen Lebens thätig war: zugleich erwarb er sich 
dabei diejenigen Kenntnisse und Fertigkeiten, deren er bei der Über- 
nahme eines seiner harrenden, ehren vollen und schwierigen Auftrages 
bedurfte. 

Der preufsische Konsul Dr. Wetzstein in Damaskus plante zu 
jener Zeit eine wissenschaftliche Reise in die noch wenig bekannten 
Gegenden des Ostjordanlandes. Während er selbst die nötigen histo- 
rischen, geographischen und linguistischen Kenntnisse besafs, empfand 

wde mir sehr schwer, ihm zu folgen. Es kam wiederholt vor, wie Sic auch auf" 
Seite 20 mitteilen, dafs er sagte: Meine Herren, ich nehe, dal's ich auf diesem 
Wege nicht zum Ziele komme, und dann löschte er auf Her Tafel alles wieder aus, 
und wir mufsten das Niedergeschriebene durchstreichen. Später, als ich etwas 
mehr Mathematik getrieben hatte, habe ich mit besserem Erfolge Weiers trafs 
an der Universität gehört/ 4 
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er das Bedürfnis eines Gehilfen zur Ausführung geographischer 
Messungen und topographischer Aufnahmen, zur Anfertigung architek- 
tonischer und anderer Zeichnungen. Auf sein Gesuch an die preufsische 
Regierung um die Entsendung einer hierzu geeigneten Person wurde 
zufolge der Empfehlung von Dove der zwanzigjährige Richard 
Doergens vom Kultusminister von Bethmann-Hollweg geschickt. 
Das Ministerialschreiben vom 9. Februar 1860 weist den „Techniker" 
Richard Doergens an, die nötigen Instrumente aus dem Apparate 
des Gewerbeinstitutes zu entnehmen, spätestens am 14. Februar ab- 
zureisen und sich ohne Aufenthalt direkt nach Damaskus zu begeben. 

Welch ein Erfolg für den jungen Mann! Sechshundert Thaler, 
die ihm vom Ministerium für die Ausrüstung und Reise bis nach 
Damaskus ausgezahlt wurden, bildeten für ihn ein Kapital, wie er es 
noch nicht besessen hatte, und dieses war ihm für eine Reise in das 
heilige gelobte Land gewährt, das damals selbst für reiche Menschen 
nur schwer erreichbar war. Er selbst schrieb 11 Jahre später in der 
Deutschen Schulzeitung vom 6. Oktober 1871 darüber: „Meine Freude 
war unbeschreiblich grofs; ich war um so glücklicher, als ja das Ziel 
der Reise dasjenige Land war, von dem uns in unserer ersten Jugend 
schon so viel erzählt wird und von dem uns richtige Vorstellungen 
beizubringen der Lehrer sich meist vergeblich bemüht. In meinem 
Enthusiasmus für dieses Unternehmen dachte ich wenig an die Gefahren 
und Strapazen, auf welche ich von erfahrenen Männern aufmerksam 
gemacht wurde. In dem jugendlichen Alter von zwanzig Jahren, in 
dem ich damals stand, kann das Gefahrvolle einer solchen Reise nur 
den Reiz für dieselbe erhöhen. Mit den Empfehlungen der Regierung 
an die verschiedenen Konsuln versehen, trat ich am 14. Februar abends, 
meinen Freunden, die mich noch bis zum Frankfurter Bahnhof geleitet, 
ein letztes Lebewohl sagend, die grolse Reise an, indem ich zunächst 
von Berlin über Wien direkt nach Triest fuhr . . . Gegen zwei Uhr 
nachmittags (18. Februar) wurden die Anker gelichtet. Ich brauche 
wohl nicht näher die Gefühle und Empfindungen zu schildern, welche 
mich in diesem feierlichen Augenblicke ergriffen, als ich, am Bord des 
Schiffes stehend, noch lange nach dem Lande hinüberblickte. Ganz 
allein unter anderen fremden Menschen und Verhältnissen, nicht 
wissend, was die nächste Zukunft bringen konnte, fühlte ich mich für 
einen Augenblick ganz verlassen, und unwillkürlich stiegen Gedanken 
an die teure Heimat in mir auf." 

Wir müssen es uns leider versagen, den ganzen Verlauf dieser 
interessanten Reise, über welche Doergens eine Reihe von Artikeln 
veröffentlicht hat, hier eingehend zu beschreiben. Als Proben der 
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schlichten und anschaulichen Schreibweise und als Zeugnisse für das tief- 
innerliche Gemüt des Verblichenen werden jene Stellen ihren Eindruck 
auf niemanden verfehlen. Die angedeuteten Strapazen bekam er in 
reichlichem Mafse zu kosten. Nach der Landung in Beirut (3. März) 
erfolgte der Aufbruch nach Damaskus am Montag den 5. März mittags 
mit einem Kitt in den Libanon, der bis in die dunkle Nacht hinein 
währte, auf Strafsen, wo man jeden Augenblick Gefahr lief, mit dem 
Pferde zu stürzen. Er war denn auch wie gerädert und nicht im- 
stande, ohne Beihilfe vom Pferde zu steigen, zumal Reiten eine ihm 
bis dahin ganz ungewohnte Sache war. Die Ankunft in Damaskus 
fiel auf den 9. März; aber erst Mitte April waren die Vorbereitungen 
der Reise durch den Konsul Wetzstein so weit gediehen, dafs der 
Auszug der kleinen Karawane aus der Stadt bewerkstelligt werden 
konnte. Die Zwischenzeit benutzte Doergens zur Vornahme von 
Messungen in der Umgebung. Am Morgen des 19. April brachen 
Wetzstein und Doergens auf, begleitet von einer Anzahl von Bedu- 
inenscheikhs. Der Zug durch das Ostjordanland führte sie in weitem 
Bogen zuletzt bis über den Jordan nach Jerusalem (8. Juni). In dieser 
Stadt wollten die Reisenden sich vergewissern, ob die Gerüchte über 
blutige Christenverfolgungen in Syrien begründet wären. Von den 
Behörden der Stadt beruhigt, zogen sie nach viertägigem Aufenthalte 
wieder in das Land jenseits des Jordans. Mit gerechtem Stolze hängte 
Doergens später das Zeugnis über diesen Besuch der heiligen Stadt 
in seiner Wohnung auf; denn zu jener Zeit durchstreiften noch keine 
Reisegesellschaften unter bequemer Führung die Stätten, nach deren 
Anblick sich viele fromme Gemüter sehnten. Nach einer siebzig 
tägigen anstrengenden Reise erreichten die Reisegefährten am 26. Juni 
wieder den Ausgangspunkt Damaskus, ohne dafs ihnen ernstlich etwas 
Unangenehmes widerfahren wäre. 

Bevor aber Doergens von da aus die Heimreise antrat, erhob 
sich in Damaskus der muhammedanische Pöbel, steckte die Häuser der 
Christen in Brand und mordete sie zu Tausenden, gerade wie in dem 
vorangehenden Monate solche Niedermetzelungen der Christen im 
Libanon verübt worden waren. Der muhammedanische Vorsteher des 
Quartiers, in welchem das Haus Wetzsteins lag, nahm diesen und 
Doergens zum Schutze in sein Haus und errettete sie auf diese 
Weise. Der Anblick der brennenden Häuser der Christen, der Haufen 
von Christenleichen im Christen viertel, wohin alle Hunde der Stadt 
zum Benagen der Leichname zusammenliefen, machte auf das weiche 
Herz des jungen deutschen Reisenden einen nicht zu verlöschenden 
Eindruck. Mit dem türkischen Gouverneur Achmed Pascha verliels 
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Doergens am 20. Juli endlich die Stadt, um über Beirut nach Deutsch- 
land heimzukehren. Als klassischer Zeuge der verübten Greuel hat er, 
von der Redaktion der Nationalzeitung dazu aufgefordert, in zwei Ar- 
tikeln des Feuilletons aus dem August 1860 einen objektiven Bericht 
über seine Beobachtungen der „syrischen Ereignisse" des Jahres geliefert. 

Die wissenschaftlichen Ergebnisse der Reise zu bearbeiten und zu 
veröffentlichen, war das eifrige Bestreben des Heimgekehrten. Von dem 
Fleifse, mit welchem die Beobachtungen angestellt waren, geben die 
verschiedenen Aufsätze Kunde, die in mehreren Zeitschriften erschienen. 
Die Abhandlung „Barometrische Höhenbestimmungen in Syrien und 
Palästina" in Petermanns Mitteilungen vom Jahre 1866 giebt die 
Höhenlage von 140 Punkten. AnszugsweUe sind die damals ganz nenen, 
später von anderen Reisenden bestätigten geographischen Resultate in 
französischen und englischen geographischen Journalen mitgeteilt, so 
z. B. ausführlicher in L'annee geographique par Vivien de Samt- 
Martin, 5" annee, 1866, p. 41). Man vergleiche auch die erläuternden 
Bemerkungen zu Stielers Handatlas, 1881 u. a. m. 

Wir können es uns nicht versagen, eine charakteristische Stelle, 
welche allgemein interessant ist und die mit den Messungen verbundenen 
Schwierigkeiten beleuchtet, hier zu wiederholen. „Die Kirchhöfe der 
Muhammedaner entbehren alle der Zierden, mit welchen die Gräber 
hier zu Lande geschmückt werden; dort sind die Grabhügel einfach 
von Lehm, von Zeit zu Zeit werden sie mit Kalk übertüncht. (Dieses 
erinnert an das Gleichnis Christi, in dem er die Pharisäer mit über- 
tünchten Gräbern vergleicht.) Die Beduinen haben die Eigentümlich- 
keit, ihre Toten fast nur auf Hügehi zu begraben. Auf unserer Reise 
haben wir überall die Gipfel der Berge mit Beduinengräbern bedeckt 
gefunden; ja man bringt die Leiche eines angesehenen Beduinen mehrere 
Tagereisen weit aus der Steppe bis zu einem Berge. Auf einem Berge 
begraben zu werden, ist oft der letzte Wille eines Scheikhs. Nicht 
immer erhalten diese Gräber äufsere Abzeichen. Aber da die Leichen 
nur in einer geringen Tiefe unter der Oberfläche bestattet werden, so 
überzeugt man sich bald durch den Leichengeruch von dem Vorhandensein 
eines Beduinengrabes. Mich führten meine geodätischen Operationen 
stets auf die Gipfel der Berge, weil sie sich ja am besten zur Aufnahme 
einer Gegend eignen; mitunter war die Atmosphäre, in welcher ich mich 
dann befand, zum Ersticken. Die Beduinen glauben, wenn sie auf einem 
Berge begraben werden, dafs sie mit ihrem Stamme verbunden bleiben, 
insofern sie von der Höhe herab seine Zeltlager überschauen können." 1 ) 

1) „Dieser merkwürdige Drang der Beduinen, auf Bergen begraben zu werden, 
erinnerte uns an die Stelle 5. Mones 32, 48—50: Steige auf den Berg Nebo und 
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Wie hoch man in wissenschaftlichen Kreisen die Errun genschaften 
der Reise einschätzte, geht ans der Empfehlung hervor, welche der 
Astronom Encke für Doergens niederschrieb (23. Aug. 1861): „Herr 
Doergens aus Elberfeld hat auf einer Reise mit dem preufsischen 
Konsul Wetzstein in das Ostjordanland von April bis Juni 18Ö0 eine 
Reihe von 12 Ortsbestimmungen in Damaskus und der Nähe dieser 
Stadt, verbunden mit barometrischen Höhenmessungen gemacht, die mir 
bei der Durchsicht grofses Vertrauen zu verdienen scheinen. Die In- 
strumente: ein Sextant, Chronometer nebst Horizont, sowie das Baro- 
meter sind vollkommen erhalten zurückgebracht worden und haben 
sich beim Gebrauche als sehr gut bewährt. Die Art der Anwendung 
zeugt von der grofsen Thätigkeit und Umsicht des Reisenden, und der 
Erfolg bei den verschiedenen Methoden ist ein recht günstiger gewesen, 
selbst bei der Längenbestimmung, obwohl sie nur auf einer Mond- 
distanz beruhte. Bei der auf dieser Reise bewiesenen Geschicklichkeit 
im Beobachten und der richtigen Anwendung der theoretischen Vor- 
schriften wäre es sehr zu wünschen, dafs Herr Doergens zu ähnlichen 
Arbeiten Gelegenheit erhielte." 

Die beiden Gebrüder Schlagintweit, in deren Auftrag Doergens 
seine vor der Reise schon begonnene Bearbeitung ihrer Beobachtungen 
beendigte, schrieben in gleichem Sinne (27. März 1861): „Es ist den 
Unterzeichneten ein grofses Vergnügen, der Wahrheit gemäfs zu be- 
zeugen, dafs Herr Doergens die oft schwierigen und verwickelten 
Berechnungen zu ihrer vollen Zufriedenheit und mit viel Geschick, 
Umsicht, Thätigkeit und grofser Genauigkeit und Gewissenhaftigkeit 
ausführte, so dafs er daher mit bester Überzeugung auf das wärmste 
für alle ähnlichen Arbeiten empfohlen werden kann." 

Sein väterlicher Gönner Dove endlich bescheinigte unter dem 
3. Oktober 1861: „Herr Richard Doergens, ehemaliger Zögling des 
Gewerbeinstituts, war mir als solcher schon mehrere Jahre als ein zu 
theoretischen mathematischen Untersuchungen und praktischen Arbeiten 
tüchtiger junger Mann vorteilhaft bekannt. Auf meinen Vorschlag 
wurde er von Sr. Excellenz dem Herrn Minister der geistlichen An- 
gelegenheiten beauftragt, den preufsischen Konsul Wetzstein auf seiner 
Reise von Damaskus nach dem Hauran zum Behuf geographischer 
Ortsbestimmungen und architektonischer Aufnahmen zu begleiten, eine 
Aufgabe, die er unter schwierigen Verhältnissen mit Erfolg gelöst hat. 

besiehe das Land, welches ich den Kindern Israels zum Eigentum geben werde, 
und stirb auf dem Berge, wenn du hinaufgekommen bist, und versammle dich zu 
deinem Volke, gleichwie dein Bruder Aron starb auf dem Bergt; Hör und sich zu 
»einem Volke versammelte." 
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Ich erfülle nur eine Verpflichtung der für mannigfache mir bei meinen 
wissenschaftlichen Arbeiten geleistete Hülfe, wenn ich ihm für sein 
weiteres Fortkommen den darauf EinfluTs habenden Behörden dringend 
empfehle." 

Mit 21 Jahren war also Doergens ein bekannter und geschätzter 
Gelehrter, dessen Reisebriefe von Dove in der Berliner Gesellschaft 
für Erdkunde verlesen wurden, der nach seiner Rückkehr in dieser 
Gesellschaft selbst Vorträge über die Ergebnisse seiner Reise gehalten 
hatte. Aber vom Ruhme kann man nicht leben, und so sah sich 
Doergens im Laufe des Jahres 1861 genötigt, eine Stellung zu suchen, 
die ihm das tägliche Brot gewährleistete. Solche Beschäftigung fand 
er als Feldmesser bei den Vermessungsarbeiten im Regierungsbezirke 
Frankfurt. Um später diesen Beruf selbständig ausüben zu können, 
unterzog er sich dann auch noch der Feldmesserprüfung. Bei der 
Sparsamkeit, an die er, durch die Not gezwungen, sich von früher 
Jugend an gewöhnt hatte, sodafs er in seiner Studentenzeit sich die 
Brotrationen für jeden Tag genau zumafs, gelang es ihm, während der 
nächsten drei Jahre soviel zu erübrigen, dafs er ohne grofse Sorgen es 
wagen konnte, aus den gemachten Ersparnissen die Kosten für sein 
Militärjahr als Einjährig-Freiwilliger bei dem Garde -Pionier -Bataillon 
vom 1. Oktober 1864 bis zum 1. Oktober 1865 zu bestreiten. Um 
hier gleich die weitere militärische Laufbahn anzureihen, führen wir 
an, dafs er vom 9. Mai bis 25. September 1866 bei der Ersatz -Kom- 
pagnie des Brandenburgischen Pionier-Bataillons Nr. 3 eingezogen und 
in dieser Zeit zum Vize -Feldwebel befördert wurde. Im Januar 1867 
zum Sekondleutnant ernannt, wurde er nach Ableistung mehrerer 
Übungen 1870 vom 17. Juli an eingezogen, stand zuerst bei der Ersatz- 
Kompagnie des Garde -Pionier -Bataillons, wurde dann vom 9. Sep- 
tember 1870 bis 21. März 1871 zum Feld- Photographie -Detachement 
kommandiert. Hierdurch kam es, dafs er an den Belagerungen von 
Strafsburg und Paris teilnahm (vergl. unten Nr. 32 der Schriften). Am 
9. März 1872 wurde er zum Premierleutnant befördert und nahm als 
solcher seinen Abschied im Mai 1878. 

Nach Beendigung des militärischen Dienstjahres wurde Doergens 
im November 1865 als Feldmesser vereidigt Zugleich suchte und fand 
er aber eine Beschäftigung als Assistent bei dem Königlichen Gewerbe- 
institute (bis 1869). Von da an blieb er in verschiedenen Eigenschaften 
ein Mitglied des Lehrkörpers der Gewerbe -Akademie und der Bau- 
Akademie, hat also über 35 Jahre als Lehrer der späteren Technischen 
Hochschule gewirkt. Am 1. April 1869 wurde er als vom Staate be- 
soldeter Dozent für Geodäsie an der Bau -Akademie angestellt, im 
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Mai 1874 als etatsmäfsiger Lehrer der Gewerbe-Akademie berufen, 
nachdem er vorher am 14. November auf Grund seiner Veröffent- 
lichungen von der philosophischen Fakultät der Universität zu Göttingen 
„propter insignem physices et geodaetices scientiam dissertationibus 
approbatam" zum Doctor philosophiae ernannt worden war. Das Prä- 
dikat als Professor wurde ihm erst im Mai 1878 beigelegt; den 
Charakter als Geheimer Regierungsrat erhielt er gegen das Ende seines 
Rektorates im Jahre 1892. 

Bevor Doergens zu seiner festen Stellung als Hochschullehrer 
gelangte, mufste er im Kampfe um das Dasein manche Mühe auf sich 
nehmen. Dove, der ihm sehr wohlgesinnt war, beschäftigte ihn zuerst 
(seit 1. Oktober 1866) diätarisch als Assistent beim Königlichen meteoro- 
logischen Institute; bald aber verschaffte er seinem jungen Freunde 
eine etatsmäfsige feste Anstellung daselbst (1. Januar 1867 bis 
August 1874). In den drei Wintern der Jahre 1866 bis 1868 war 
Doergens während der Nachmittags- und Abendstunden als Lehrer 
an der mit der Handwerkerschule verbundenen Baugewerkschule thätig, 
gleichzeitig auch bis 1870 als Dozent an dem mit dem Königlichen 
.statistischen Bureau verbundenen statistischen Seminar. Seit 1868 war 
er Examinator bei der Königlichen Technischen Baudeputation, dem 
späteren Technischen Prüfungsamte, seit 1877 auch Mitglied des Kaiser- 
lichen Patentamtes. Rechnet man nun hinzu, dafs er 1867 die Pariser 
Weltausstellung besuchte, 1868 eine technologische Reise nach Schlesien 
machte, 1873 als Mitglied des internationalen Meteorologen-Kongresses 
nach Wien entsendet wurde, ebenso 1876 zum Besuche der Ausstellung 
wissenschaftlicher Instrumente in London, 1878 zum Besuche der Welt- 
ausstellung nach Paris und so fort noch zu manchen anderen Aus- 
stellungen und Kongressen, so erhält man erst ein Bild der äufserst 
vielseitigen Thätigkeit des Mannes, der trotz alledem aber immer schlicht 
und bescheiden seinen Weg verfolgte, und dem man bei seinem zurück- 
haltenden, fast schüchternen Wesen auf den ersten Blick nicht die hohe 
Bedeutung ansah, die ihm zukam. 

Von der litterarischen Thätigkeit, die er während so vieler prak- 
tischen Verwendung ausübte, zeugt das Verzeichnis der Schriften, das 
wir am Schlüsse folgen lassen; wegen der vielen Einzelheiten, die 
in denselben enthalten sind, verzichten wir auf eine nähere Be- 
sprechung. 

Hervorragend als Gelehrter, war Doergens unübertrefflich als 
Lehrer. Wir wollen hier wiederholen, was im Programm der Technischen 
Hochschule zu Berlin vom Jahre 1901 in schöner und pietätvoller 
Weise über ihn gesagt ist: 

Jahresbericht d. Deutscheu Mathem. -Vereinigung. XI. Heft 1 u. 2. ö 
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„Der Schwerpunkt seiner Thätigkeit lag jedoch in der Ausübung 
seines Lehrberufs. Ausgestattet mit einem glänzenden Gedächtnis und 
grofser Herzensgute, zeichnete sich der Verstorbene durch unermüdliche 
Pflichttreue und Hingabe an seinen Beruf aus. Zu seinen ungemein 
zahlreichen Schülern trat er in ein mehr persönliches Verhältnis; er 
war ihnen nicht nur ein trefflicher Lehrer, sondern auch ein stets 
hilfsbereiter Ratgeber und Freund. Er selbst hatte sich mit rastloser 
Arbeit unter schwierigen Verhältnissen seinen eigenen Weg gebahnt, 
und in bescheidenem, dankbar zufriedenem Sinne erfreute er sich stets 
des Erreichten. Um so mehr konnte er den ernst strebenden Anfänger 
verstehen und leiten. Auch von seinen Kollegen im Lehramte, ganz 
besonders in seiner Abteilung, wurde sein klares und mildes Urteil, 
seine genaue Kenntnis der Studierenden, seine reiche Erfahrung, sein 
liebenswürdiger Charakter je länger desto mehr erkannt und geschätzt. 
Für das Amtsjahr 1. Juli 1891 — 92 wurde er zum Rektor der Tech- 
nischen Hochschule berufen und rechtfertigte das Vertrauen seiner 
Kollegen in jeder Hinsicht." 

Ein Mann von dem Charakter von Doergens war zum Familien- 
vater geschaifen. Seit 1878 in glücklicher Ehe lebend, der bald eine 
Tochter und ein Sohn entsprossen, fand er im Schofse seiner Familie 
sein Glück und seinen Frieden. Tief religiösen Sinnes stand er wie 
ein Patriarch seinem Hauswesen vor und wachte über die Ordnung 
desselben mit derselben Sorgfalt wie über sein Institut mit den geo- 
dätischen Instrumenten. Er regelte die Erziehung seiner Kinder und 
lebte, den sonstigen geselligen Verkehr verschmähend, nur mit seiner 
geliebten Gattin, mit seinen Kindern. Des Aufblühens seiner Kinder 
freute er sich von Herzen, für sie hegte er manche Zukunftspläue. 
Die Verwirklichung sollte er nicht mehr schauen. 

Schon als er 1891 zum Rektor der Technischen Hochschule ge- 
wählt war, trug er Bedenken, die Wahl anzunehmen, weil die schleichende 
Zuckerkrankheit, an der er litt, ihn beunruhigte, obschon sie nur in milder 
Form auftrat. Nur auf Zureden des damaligen Dezernenten im Kultus- 
ministerium entschlofs er sich zur Zurücknahme der bereits eingereichten 
Ablehnung. Die mäfsige Lebensweise, welche er innehielt, die Zurück- 
haltung von jeder gröfseren Festlichkeit, schien den Verdacht einer 
Gefahr zu beseitigen, zumal keine Abnahme der Kräfte zu spüren war, 
er im Gegenteil seine ausgedehnten Berufsarbeiten mit derselben 
Leichtigkeit wie früher erledigte. Um seinen jetzt erwachsenen Kindern 
bessere Räume anzuweisen, gab er am 1. Oktober 1900 seine lange 
festgehaltene Wohnung in Moabit auf und freute sich der erhöhten 
Behaglichkeit in dem neu gebauten Hause, in das er einzog. Höchstens 

Digitized by Google 



Richard Doergens f. 



67 



zeigte eine gewisse Nervosität, die aber von den Seinigen kaum be- 
achtet wurde, auf eine Änderung in seinem Befinden hin. Als er am 
Abend des 4. Februar 1901 seiner Gattin mit der Bemerkung, dafs er 
noch einiges zu erledigen hätte, gute Nacht sagte, wufsten beide nicht, 
dafs dies der Abschied für das Leben war. Am nächsten Morgen in 
der Frühe bemerkte man das noch brennende Licht in seinem Arbeits- 
zimmer, und die eintretende Familie fand ihn tot liegend vor; der eilig 
herbeigerufene Arzt stellte fest, dafs der Tod schon einige Stunden 
vorher eingetreten wäre: ein Kollaps, wie so oft bei Diabetikern, hatte 
seinem Leben ein Ende gemacht. Ein treues deutsches Herz hatte zu 
schlagen aufgehört, ein reiches, arbeitsvolles Leben seinen jähen Ab- 
schlufs gefunden. Mit der schwer getroffenen Familie trauerten um 
ihn alle, die ihn gekannt hatten. Als Mann von umfassendem Wissen 
und Können hat er seine Stelle in der Menschheit mit Ernst und mit 
Würde ausgefüllt. Als sorgsamer Hausvater hat er sein Haus wohl 
bestellt verlassen. Verehrungswürdig und liebenswürdig in harmonisch 
abgeschlossener Natur wird die Gestalt des Mannes als Muster reiner 
Menschlichkeit in treuem Andenken bei allen weiterleben, die das Glück 
hatten, ihm nahe zu treten. Wie er durch strenge Selbstzucht seinen 
Charakter geschmiedet, seinen wissenschaftlichen Sinn gestählt hatte, 
wufste er die Tüchtigkeit seiner Mitmenschen zu schätzen und erkannte 
sie in schlichtem Ausdrucke an. In der Ehrlichkeit seines Wesens, in 
dem herzlichen Wohlwollen, das er allen bewies, lag es begründet, dafs 
jeder sich zu ihm hingezogen fühlte und im vertrauten Gespräche mit 
ihm alles erörtern konnte, was des Menschen Herz bewegt. Ein 
kenntnisreicher Gelehrter, ein praktisch höchst geschickter Geodät, ein 
ausgezeichneter Lehrer der Hochschule, ein vortrefflicher Familienvater, 
ein schlichter und wahrer Mensch ist uns in ihm gestorben. Sein 
Andenken wird ein gesegnetes bleiben. 

* • 

Verzeichnis der Schriften von Richard Doergens. 

1. Ein Auaflug von Damaskus nach Sekkä und Gassüle. Ztsehrift. f. Erdk. 1860 
S. 389. 

2. Nachricht über die Reise des Consuls Wetzstein von Damaskus durch GMur 
und Gölän nach Kai' at Mzerib. Ztachrift. f. Erdk. 1860 S. 496. 

3. Consul Wetz stein 1 s und R. Doergens Reise in das Ost-Jordan-Land. Ztsehrift. 
f. Erdk. 1860 S. 402. Zwei Vorträge. 

4. Die Ereignisse in Syrien. National-Zeitg. 1860 No. 397 und 401. 

6. Astronomische Ortsbestimmungen in Syrien und Palästina. Ztachrift. f. Erdk. 
1861 S. 164. 

6. Über die aus dem Drehungsgesetz folgenden Bewegungen des Barometers und 
Thermometers in Nordamerika (Toronto). Sitzgsbcr. d. Herl. Akademie der 
Wissenschaften 1861. 

5* 



Digitized by Google 



68 



E. Lampk: Richard Doergens f. 



7. Barometrische Höhenbestimmungen in Syrien und Palaestina. Petennanns 
Geographische Mitth. 1866 S. 97. 

8. Das Bab' el Amman (Amman-Thor) in Gerasa. Ztechrft. f. Bauwesen 1866 S. 350. 

9. Theorie und Praxis der geograph. Kartennetze. I. Tb. Berlin 1870. 

10. Reiseerinnerungen eines Ingenieurs aus Syrien und Palaestina. Deutsche Schul- 
zeitung: 6. Okt., 13. Okt., 27. Okt., 17. Nov. 1871, 5. Jan., 26. Jan. und 
15. März 1872. 

11. Der Regen in Deutschland. Kgl. Preufs. Staatsanzeiger No. 41 (12. X. 72). 

12. „Geodäsie". Deutsches Haubandbuch I. Band 1873 S. 129. 

13. „Meteorologisches". Deutsches Bauhandbuch 1 Band 1873 S. 360. 

14. Dimensionen des Erdsphäroids zwischen dem 46. und 56. Breitengrade. Ztechrft. 
des E. Statistischen Büreaus 1873 S. 94. 

15. Ergebnisse der Temperatur-Beobachtungen zu Breslau während des Zeitraumes 
1791/1872. Ztechrft. d. K. Stat. Büreaus 1872 S. 52. 

16. Instrumente für niedere Geodäsie. Sonderabdr. aus dem „Bericht über die 
wissenschaftl. Apparate auf der Londoner internat. Ausst." 1876. A. W. Hofmann. 
Braunschweig 1878 S. 143. 

17. Dreiseitige Glaspriamen zum Abstecken von Winkeln von 45 (135) und 60 (120°). 
Deutsche Bauzeitung 1879 No. 38. 

18. Die geodätischen Instrumente auf der Berliner Gew. Ausst. 1879. Deutsche 
Bauztg. No. 79 und ff. 6 Abhdlgen. 

19. Geodätische Instrumente mit besonderer Berücksichtigung der in der Ingenieur- 
Praxis angewandten; in dem Bericht über die wissenschaftl. Instrumente auf 
der Berl. Gewerbeausst. im J. 1879 von Löwenherz S. 77. 

20. Entfernungsmesser. Patentschrift 9924 und 9925 (1880). 

21. Über einen einfachen photogrammetrischen Apparat. Photogr. Mitth. 1885 
No. 296. 

22. Zur Prüfung und Berichtigung des photogrammetrischen Apparates. Photogr. 
Mittheilgen. 1886 No. 313. 

23. Ermittlung der Constanten des photogrammetr. Apparates. Photogr. Mit- 
theilgen. 1886 No. 318. 

24. Die Berechnung undTheilung der geradlinig begrenzten Grundstücke. Berlinl887. 

25. Neuere Horizontir- und Centrir- Vorrichtungen für geodätische Instrumente. 
Centraiblatt der Bauverw. 1890 No. 8A. 

26. Über die Ursachen der heutigen socialen Mißstände. Rede. Berlin 1892. 

27. Chronik der Kgl. technischen Hochschule zu Berlin vom 1. VH. 91—1. Vn. 92. 
Im Programm der techn. Hochschule 1892/93. 

28. Die genauen Höhen des Reichstagsgebäudes und der Siegessäule. Centralbl. 
d. Bauverw. 1892 No. 36 A. 

29. Tachymeter mit Tangentenschraube. Centralblatt d. Bauverw. 1893 No. 15. 

30. Universal -Instrument für Architekten und Ingenieure. Deutsche Bauzeitg. 
1893 No. 32. 

31. Doppelprisma zum Abstecken von Winkeln von 45 und 90 Grad. Centralbl. 
d. Bauverw. 1897 No. 26. 

32. Über Photogrammetrie und über die Thätigkeit des Feld-Photographie-Detache- 
mente im Kriege 1870/71. Deutsche Photographen- Zeitung No. 38, 39 und 
40. 1897. 

33. Neues Tachymeter mit Tangentenschraube. Centralblatt d. Bauverw. 1900 No. 75. 
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Mitteilungen nnd Nachrichten. 

Geeignete Mitteilungen wird der Herausgeber stets mit gröfßtem Danke entgegen- 
nehmen. 

Akademien. Gesellschaften. Vereinigungen. Versammlungen. 

Association internationale des Aoademies. Die erste Generalver- 
sammlung der Association internationale des Academies*) tagte vom 
16. bis 20. April 1901 zu Paris unter dem Vorsitz von Gaston Darboux. 
Von den Unternehmungen internationalen Charakters, über welche Beratungen 
gepflogen und Beschlüsse gefafst wurden, sind für die mathematische Welt zwei 
von besonderem Interesse; es möge darüber kurz Folgendes berichtet werden. 

Die Royal Society in London hat der Association einen von Sir 
David Gill ausgearbeiteten Plan unterbreitet, einen grofsen Bogen des 
30. Meridians in Afrika auszumessen. Dieser Plan wurde genehmigt 
und sogar noch in gewisser Hinsicht erweitert. Obgleich mehrere umfang- 
reiche Gradmcssungeu zur Bestimmung der Form und der Dimensionen des 
Geoids ausgeführt worden sind oder noch ausgeführt werden, wird die von 
Sir David Gill geplante Bogenmessung längs des 30. Meridians unsere 
Kenntnis von der Figur des Geoids in ganz aufserordentlicher Weise fordern 
können, einmal wegen der Ausdehnung des Bogens, die alle bisherigen 
Messungen bei weitem übertrifft, und sodann wegen seiner Lage. 

Die gröfsten bisher gemessenen Bogen haben eine Länge von 4224 km 
und von 4730 km; der Meridian bogen in Afrika wird eine Länge von 
mehr als 7000 km haben, und wenn man die Verbindung zwischen diesem 
Bogen und dem in Rufsland gemessenen herstellt, so wird man eine Ge- 
samtlänge von 1 1 000 km erhalten, also mehr als die Länge eines Meridian- 
quadranten. Diese grofse Ausdehnung ist von dem allergröfsten Interesse 
für die Bestimmung der Dimensionen der Erde, zumal für lange Zeit nicht 
darauf zu rechnen ist, dafs die Bestimmung eines anderen Bogens von 
gleicher Länge ausgeführt werde. Denn es ist wenig wahrscheinlich, dafs 
die in Nord- und Süd-Amerika begonnenen wichtigen Messungen bald zu 
einer einzigen Gradmessung vereinigt werden. 

*) Diese internationale Association der Akademien wurde bekanntlich in 
einer Besprechung am y. und 10. Oktober 1899 begründet; sie umfalst die folgenden 
18 Akademien: 1) Die Königliche Akademie der Wissenschaften in Amsterdam, 
2) Die Königl. Preufs. Akademie der Wissenschaften in Berlin, 3) L'Academie 
royale des Sciences, des Lettres et des Beaux-Arts de Belgique in Brüssel, 4) Die 
ungarische Akademie der Wissenschaften in Budapest, f>) Die Königl. Gesellschaft 
der Wissenschaften in Christiania, 6) Die Königl. Gesellschaft der Wissenschaften 
in Kopenhagen, 7) Die Königl. Gesellschaft der Wissenschaften in Göttingen, 
8) Die Königl. Gesellschaft der Wissenschaften in Leipzig, 9) The Royal Society 
in London, 10) Die Königl. Bayr. Akademie der Wissenschaften in München, 
11) L'Academie des Sciences de l'Institut de France in Paris, 12) L'Academie des 
lnscriptions et Belles-Lettres de l'Institut de France in Paris, 13) L'Academie des 
Sciences morales et politiques de l'Institut de France in Paris, 14) Die Kaiserl. 
Akademie der Wissenschaften in St. Petersburg, 15) R. Accademia dei Lincei in 
Rom, 16) Die Königl. Schwedische Akademie der Wissenschaften iu Stockholm, 
17) DieKaiserl. Akademie der Wissenschaften in Wien, 18) The National Academy 
of Science in Washington. 
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Vom mathematischen Gesichtspunkte ist die Lage des Meridianbogens 
in Afrika zu beiden Seiten des Äquators besonders günstig. 

Die Association hat auf Grund dieser Erwägungen beschlossen, die Aus- 
führung des Planes von Sir David Gill den beteiligten Regierungen, nämlich 
der deutschen, der englischen und derjenigen des Congostaates zu empfehlen. 
Sie wünscht aber noch folgende Erweiterungen : Zunächst sollten an jeder geo- 
dätischen Station auch astronomische Breitenbest immungen vorgenommen werden, 
da es nur auf diese Weise möglich ist, Untersuchungen über die Krümmung 
der einzelnen Teile des Geoids anzustellen. Die Kosten des Unternehmens 
würden hierdurch nicht merklich erhöht werden. In zweiter Linie wurde auf 
die grofse Bedeutung von Beobachtungen der Schwere, und des Erdmagnetis- 
mus, sowie von geologischen Untersuchungen aufmerksam gemacht, welche als 
Ergänzung der geodätischen Arbeiten in Afrika angestellt werden sollten. — 

Das zweite Unternehmen, über welches die Association auf der Pariser 
Generalversammlung verhandelt und Beschlufs gefafst hat, ist die von 
der Academie des Sciences morales et politiques zu Paris beantragte Aus- 
gabe der Werke von Leibniz, die auch die noch ungehobenen und 
zum Teil unbekannten Schätze umfassen soll, welche besonders auf der 
Bibliothek zu Hannover aufbewahrt werden. Hat man doch die Zahl der er- 
forderlichen Bände auf 130 bis 140 geschätzt und mehr als 1 5000 Briefe gezählt! 

In bezug auf diese geplante Veröffentlichung der Leibnizischen Werke, 
deren Ausführung der nächsten Sitzung der Association unterbreitet werden 
soll, wurden die Academie des seien ces morales et politiques, die Akademie 
der Wissenschaften zu Berlin und die Academie des sciences de Paris be- 
auftragt, je einen Herausgeber zu wählen. Diese Herausgeber sollen l) an 
alle öffentlichen und privaten Bibliotheken und Sammlungen die Bitte 
richten, die für die Veröffentlichung nützlichen Stücke anzugeben, 2) einen 
Katalog aller Stücke aufzustellen und 3) einen methodischen Plan zu ent- 
werfen, nach welchem die Ausgabe hergestellt werden könnte. 

Die nächste Generalversammlung der Association internationale des 
Academies wird 1904 in London stattfinden. 

Königliche Gesellschaft der Wissenschaften zn Göttingen. Die 

Feier des 150jährigen Bestehens der Königl. Gesellschaft der 
Wissenschaften zu Göttingen nahm folgenden Verlauf: 

Freitag, den 8. November 1901: Wissenschaftliche Sitzung. 
1. Vorlegung der beiden folgenden Festschriften: 

Festschrift zur Feier des 150jähr. Best, der K. G. d. W. zu Göttingen. 
Abhandlungen der mathematisch -physikalischen Klasse. 
Dieselbe enthält die folgenden mathematischen Beiträge: 

R. Dedekind: tTber die Permutationen des Körpers aller algebraischen 
Zahlen. 

D. Hilbert: Über das Dirichletsche Princip. 
Festschrift zur Feier des 150jähr. Best, der K. G. d. W. zu Göttingen. 
Beiträge zur Gelehrtengeschichte Göttingens. 

Dieselbe enthält die folgenden mathematisch -historischen Beiträge: 
F. Klein: GaiüY wissenschaftliches Tagebuch 1796 — 1814. 
R. Dedekind: Gaufs in seiner Vorlesung über Methode der kleinsten 
Quadrate. 
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Beigegeben ist derselben ein Jugend porträt von Gauls aus dem Jahre 1803, 
sowie das bekannte Porträt aus dem Jahre 1840. 

Die Festschriften sind im Verlage der Weidmannschen Buchhandlung 
in Berlin 1901 erschienen. 
2. Mitteilungen der Mitglieder: 

D. Hilbert: Über Lies System der Axiome der Geometrie, auf neuer 
Grundlage aufgebaut. (Die Differentiierbarkeit der die Gruppe der 
Bewegungen definierenden Funktionen wird nicht vorausgesetzt.) 
Abends fand eine Zusammenkunft im engeren Kreise statt; eine gröfsere 
Zahl auswärtiger mathematischer Gäste ist zugegen. 
Sonnabend, den 9. November: öffentliche Feier. 
Sonntag, den 10. November vereinigten sich sämtliche Dozenten der 
Mathematik und Physik zu einem Mittagessen, das zugleich eine Abschieds- 
feier für die auswärtigen Gäste bildete. 

Königliche Gesellschaft der Wissenschaften zu Leipzig. Am 

14. November hielt die Kgl. Ges. der Wissenschaften zu Leipzig zur Er- 
innerung an Leibnizens Todestag eine öffentliche Sitzung ab. Von den ge- 
haltenen Vorträgen sind für Mathematiker von Interesse die Gedächtnisrede, 
die Prof. Krause (Dresden) auf Oskar Schlömilch (gest. 7. Februar 1901) 
hielt, und der Vortrag von Prof. v. Oettingen: ,.Die Anforderungen der 
malerischen Perspektive vom mathematischen Standpunkte aus". Beide 
werden in den Berichten der mathematisch-physischen Klasse der Gesellschaft 
erscheinen. 

Berliner Mathematische Gesellschaft. Am 31. Oktober konstituierte 
sich im kleinen Hörsaal des Berliner Physikalischen Universitätsinstituts eine 
neue wissenschaftliche Vereinigung unter dem Namen Berliner Mathematische 
Gesellschaft-, die Zahl der Teilnehmer betrug 41. Zum Vorsitzenden wurde 
Herr Weingarten, zum Schriftführer Herr Kneser, zu dessen Stellvertreter 
Herr Jahnke gewählt. Die Versammlungen sollen monatlich stattfinden. 
Im wissenschaftlichen Teil der Sitzung sprachen Herr Weingarten über 
eine neue Ableitung des Hauptsatzes der Helmholtzschen Wirbeltheorie, und 
Herr Kneser über die Begründung der Proportionslehre unabhängig vom 
Archimedischen Axiom im Anschlufs an Untersuchungen von Grass mann, 
Hoppe, Herrn Kupffer und Herrn Hilbert. 

Die zweite Sitzung fand am 27. November statt mit folgendem wissen- 
schaftlichen Programm: E. Lampe: Über eine Frage des geometrischen 
Mittelwertes; E. Jahnke, Über Lemoines Bestimmung der Axenrichtungen 
eines Kegelschnitts; E. Landau, Über den casus irreducibilis bei kubischen 
Gleichungen. 

Für die Dezember -Sitzung sind u. a. Mitteilungen des Herrn Heun 
über die Prinzipien der Mechanik und des Herrn F. Kötter über den Satz 
von Castigliano in Aussicht gestellt. 

Mathematische Gesellschaft zu Göttingen. 

I. Die Eröffnungssitzung fand am 29. Oktober 1901 statt. 
F. Klein: Ferienbericht und Litteraturbesprechung. 
O. Blumenthal: Die mathematischen Forsch ungs- und Unterrichts- 
verhältnis8e in Rufsland (Reisebericht). 
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II. Sitzung am 5. November. 
F. Klein legt die neu eingelaufene Litteratur vor. 
0. Blumenthal setzt seinen Reisebericht fort. 

D.Hilbert: Über die Grundlagen der Geometrie und der Arith- 
metik. Der Vortragende bespricht zunächst das in dem Jahresbericht der 
Deutschen Mathematiker -Vereinigung Bd. VIII (1899) aufgestellte System 
von Axiomen der Arithmetik und hebt besonders die Bedeutung der Zwei- 
teilung des Stetigkeitsprincips in das Archimedische Axiom und das Voll- 
xtändigkeitsaxiom hervor. Weiterhin zeigt der Vortragende, wie sich die 
Lobatscheffskijsche Geometrie in der Ebene, ohne Zuhilfenahme räumlicher 
Axiome und ohne Voraussetzung der Stetigkeit, auf Grund der Axiome der 
Verknüpfung, der Anordnung und der Kongruenz aufbauen läfst. 

III. Sitzung am 12. November. 

Nach einer kurzen Litteraturbesprechung trägt K. Schwarzschild über 
die moderne Entwicklung der Theorie der Beugung des Lichtes vor. 

IV. Sitzung am 19. November. 
F. Klein: Litteraturbesprechung. 

D. Hilbert berichtet im Anschlufs an seinen Aufsatz in der Festschrift 
über seine Methode, das Dirichletsche Princip mit den Mitteln der 
Variationsrechnung streng zu begründen. 

V. Sitzung am 26. November. 

F. Klein spricht u. a. über K. Fischer, „Der naturwissenschaftliche 
Unterricht in England". 

D. Hilbert legt das 3. Heft des 55. Bandes der Math. Ann. vor und 
bespricht u. a.: M. Dehn: „Über den Rauminhalt". 

E. Husserl: „Der Durchgang durch das Unmögliche und die Vollständig- 
keit eines Axiomensystems". 

Daran anschliefsend Diskussion. 

The London Mathematical Society. Den Vorstand des folgenden 
Jahres bilden: Präsident: Dr. Hobson; Vicepräsidenten: Professor W.B urnside 
und Major Mac Mahon; Schatzmeister: Dr.J.Larmor; „Honorary Secretaries": 
R. Tucker und Professor Love; andere Mitglieder (Beisitzer): J. E. Camp eil, 
Cunningham, Professor Elliott, Dr. Glaisher, Professor M. J. Hill, 
H. M. Macdonald, Professor L. J. Rogers, A. E. Western, E. T. Whittaker 
und A. Young. 

Die British Association for the Advancement of Science, welche 
vom 11. — 18. September d. J. zu Glasgow tagte, hat in diesem Jahre zum 
ersten Male eine Abteilung für Unterricht besessen. In einer gemein- 
samen Sitzung derselben mit der Abteilung für Mathematik und Physik am 
14. September wurde nach einem Vortrage von Prof. Perry die in England 
übliche Methode des mathematischen Elementarunterrichts einer eingehenden 
Kritik unterzogen, und es wurde eine Kommission eingesetzt, welche das 
jetzige Unterrichtssystem der Mathematik prüfen und Verbesserungsvorschläge 
machen soll. 

Versammlung Russischer Naturforscher und Ärzte. In der 

Zeit vom 2. bis 12. Januar 1902 (•><).— SO. Dez. 1901 a. St.) wird in 
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St. Petersburg die XL Versammlung russischer Naturforscher und Ärzte 
stattfinden. Das leitende Komitee besteht aus dem Präsidenten Prof. 
N. A. Menschutkin, Vice -Präsidenten Prof. A. A. Inostranzeff und den 
Schriftführern Prof. L I. Bor gm an und Prof. W. T. Schewiakoff. Die 
Versammlung wird in folgende Sektionen geteilt werden: Mathematik und 
Mechanik, Astronomie und Geodäsie, Physik, Physikalische Geographie, 
Chemie, Geologie und Mineralogie, Botanik, Zoologie, Anatomie und Physio- 
logie, Geographie mit der Sub- Sektion Statistik, Agronomie, wissenschaft- 
liche Medizin und Hygiene. 

Die allgemeinen Sitzungen der Versammlung werden stattfinden am 2., 8. 
und 12. Januar; die Sektions-Sitzungen am 3., 4., 5., 6., 9., 10. und 11. Januar. 

Teilnehmer an der Versammlung werden ersucht, womöglich vor dem 
15. Dezember 1901 dem Komitee der Versammlung russischer Naturforscher 
imd Ärzte (St. Petersburg, Universität) ihre genauen Adressen und den 
Mitgliedsbeitrag (3 Rubel) einzusenden und anzugeben, welcher Sektion sie 
beizutreten wünschen. 

Zweite Versammlxing der italienischen Gesellschaft „Mathesis". 

Die von mathematischen Lehrern der Mittelschulen Italiens begründete Ge- 
sellschaft ,,Mathesis" hielt ihre zweite Versammlung vom 17. bis 22. August 
1901 in Livorno ab. Den wichtigsten Gegenstand der Tagesordnung 
bildeten Berichte über den mathematischen Unterricht an den verschiedenen 
Unterrichtsanstalten: Lyceen, technischen Schulen, Normalschulen und Uni- 
versitäten. Daran schlofs sich eine Reihe wissenschaftlicher Mitteilungen. 
Herr Peano legte der Versammlung eine Probe eines mathematischen Wörter- 
buches vor, welches er unter Beihilfe von Fachgenossen gegenwärtig bearbeitet. 

Ein internationaler Kongrefs für Geschiohte der Mathematik und 
der Naturwissenschaften wird im April 1902 in Rom tagen, und zwar als 
14. Abteilung des internationalen Kongresses der historischen Wissenschaften. 
Präsident der Abteilung ist V. Cerruti, während in der Unterabteilung für 
die Geschichte der Mathematik und Physik A.Favaro den Vorsitz führen wird. 

American Association for the advancement of Science. Das 

Programm der mathematischen Abteilung der 50. Jahresversammlung, die zu 
Denver vom 24.— 31. August stattfand, umfafste folgende 25 Mitteilungen: 
Cleveland Abbe: The physical basis of long ränge weather forecasts. 
Florian Oajori: Conditionally convergent series whose produet is absolutely 
convergent. 

— On the application of the fundamental laws of algebra to infinite series. 

F. L. Chase: The parallax of 54 Piscium and of Weisse 17 h , 322. 

— The distance of the new star in Perseus. 

L. E. Dickson: On Systems of isothermal curves. 

A. Emch: On certain methods in the geometry of position. 

G. B. Halsted: Supplementary report on non-euclidean geometry. [Dieser 
Bericht ist, wie auch der vor zwei Jahren erstattete erste Bericht, in 
der Wochenschrift „Science" erschienen.] 

H. A. Howe: Kepler'« problem for high planitary eccentricities. 

— und Miss L. L. Stingley: The great fire ball of December 7, 1900. 

— and Miss M. C. Taylor: The next Opposition of Eros. 
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J. J. Hutchinson: On the modular functions assoeiated with the irratio- 

nality s 8 = e(z — 1) (z — x) (z — y). 
C. J. Keys er: The plane geometry of the point in space of four dimeusions. 
C. J. Ling: The Bruce micrometer. 

F. H. Loud and L. R. Iugersoll: Some future solar eclipses, in particular 

that of June 8, 1918, total at Denver. 
A. Macfarlane: Bibliograph}- of quaternions and allied Systems. 

G. A. Miller: On the history of several fundamental theoreras in the theory 

of groups of finite Order. 

F. R. Moulton: A uniform method of detennining the demente of orbits 

of all eccentricities from three observations. 

H. M. Parkhurst: Photometrie observations of Eros. 

Jesse Pawling jr.: The metric System in the United States. 

— The new bureau of Standards. 

T. J. J. See: On the probable densities of the satellites of the solar System. 
A. C. Smith: Hyperbolic curves of the «th order. 

R. S. Wo od ward: A sumroary of the salient effecte dne to the secular 
cooling of the earth. 

— The energy of condensation of stellar bodies. 

Die nächste Versammlung der American Association for the advanceinent 
of science wird vom 28. Juni bis 3. Juli 1902 in Pittsburg stattfinden. 

The eighth summer meeting of the American Mathematioal 
Society. Die Amerikanische mathematische Gesellschaft hielt ihre dies- 
jährige Sommer -Versammlung in den Räumen der Cornell- Universität zu 
Ithaca, U. S. A., während der Woche vom 19. bis 24. August ab. Vor- 
getragen bezw. vorgelegt wurden folgende Mitteilungen: 

M. B 6 eher: On certain pairs of transcendental functions whose roots sepa- 
rate each other. 

J. J. Hutchinson: On a class of automorphic functions. 

A. Pringsheim: Über den Goursatschen Beweis des Cauchyschen Integral- 
satzes. 

— Über die Anwendung der Cauchyschen Multiplikationsregel auf bedingt 
konvergente oder divergente Reihen. 

W. B. Ford: On the expression of Bessel functions in terms of the trigono- 

metric functions. 
E. H. Moore: On the theory of improper definite integrals. 
0. Bolza: New proof of a theorem of Osgood in the calculus of variations. 

G. A. Bliss: The problem of the calculus of variations when the end point 
is variable. 

J. C. Fields: On certain relations existing between the brauch points and 
the double points of an algebraic curve. 

— The Riemann -Roch theorem and the independence of the conditions of 
adjointness in the case of a curve for which the tangents at the multiple 
points are distinet from one another. 

E. B. vanVleck: A proof of the convergence of the Gaussian continued 

fraction for *Kf±l>_r + *< . 

F(cc, ß, y, X) 

T. E. Mc Kinney: Some new kinds of continued fractions. 



Digitized by Google 



Mitteilungen und Nachrichten. 



75 



E. D. Roe: Note on Symmetrie funetions. 

G. A. Miller: Groups defined by the Orders of two generators and the 

order of their produet. 

H. F. Stecker: On the determination of surfaces capable of conformal represen- 

tation upon the plane so that the geodetic lines shall be represented 
by a prescribed System of plane enrves. 

G. N. Haskins: On the invariants of qxiadratic differential forins. 

E. Kasner: The cogredient and digredient theories of double binary forms. 
M. B 6 eher: On Wronskians of funetions of a real variable, 

F. G. Radelfinger: The analytical representation of a multiform funetion 

in the domain of an isolated singular point. 
V. Snyder: On the forms of unicursal sextic scrolls with a multiple linear 
directrix and one double curve. 

H. F. Stecker: Concerning the osculating plane of »t-fold space Alling 
curves of the Hilbert -Moore type. 

L. E. Dickson: Theory of linear groups in an arbitrary field. 
H. L. Rietz: On primitive groups of odd composite order. 
Miss J. M. Schottenfels: On the non-isomorphism of two simple groups 
of order 8!/2. 

L. W. Dowling: On the generation of plane curves, of any order higher 

than four, with four double points. 
L. E. Dickson: The configuration of the 27 lines on a eubie surface and 

the 28 bitangents to a quartic curve. 
E. H. Moore: Concerning the second mean value theorem of the integral 

calculus. 

J. E. Rabinovitch: The application of circulants to the Solution of algebraic 
equations. 

E. Lemoine: Note sur la construetion approchee de n de Mr. George Peirce. 
C.W. McG. Black: The parametric representation of the neighborhood of 

a singular point of an analytic surface. 
A. Pell: Some remarks on surfaces whose first and second fundamental 
forms are the second and first respectiveley of another surface. 

Im Anschlufs an die Versammlung fand ein sogenanntes „Colloquium" 
statt, und zwar wurden dabei die folgenden Vorlesungen gehalten: 
0. Bolza: The simpliest type of problems in the calculus of variations. 
E.W.Brown: Modern Methods of treating dynamical problems and in 
particular the problem of three bodies. 

Eine South African Association for the advancement of soienoe 

wurde in Kapstadt gegründet. Präsident derselben ist der Astronom Sir 
David Gill. 



Preisangaben und gekrönte Preisschriften. 

Königlieh Preufsiache Akademie der "Wissenschaften. Preis der 
Steinerschen Stiftung (für 1905). „Es soll irgend ein bedeutendes, 
auf die Lehre von den krummen Flächen sich beziehendes, bis jetzt noch 
nicht gelöstes Problem möglichst mit Berücksichtigung der von J. Steiner 
aufgestellten Methode und Prinzipien vollständig gelöst werden. 
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Es wird gefordert, dafs zur Bestätigung der Richtigkeit und Voll- 
ständigkeit der Lösung ausreichende analytische Erläuterungen den geo- 
metrischen Untersuchungen beigegeben werden. 

Ohne die Wahl des Themas einschränken zu wollen, wünscht die 
Akademie bei dieser Gelegenheit die Aufmerksamkeit der (ieometer auf die 
speziellen Aufgaben zu richten, auf welche J. Steiner in der allgemeinen 
Anmerkung am Schlüsse seiner zweiten Abhandlung über Maximum und 
Minimum bei den Figuren in der Ebene, auf der Kugelfläehe und im Räume 
überhaupt hingewiesen hat" 

Preis 4000 Mark; Accessit 2000 Mark. Die Bewerbungsschriften, mit 
einem Spruchwort bezeichnet und von einem den Namen des Verfassers 
enthaltenden versiegelten Briefumschlag, der das gleiche Spruchwort trägt, 
begleitet, sind bis zum 31. Dezember 190-4 im Bureau der Akademie, 
Berlin N\V. 7, Universitätsstrafse 8, einzuliefern. Die Verkündigung des 
Urteils erfolgt in der Leibniz-Sitzung des Jahres 1905. 

Fürstlich Jablonowskisohe Gesellschaft der Wissenschaften zn 
Leipzig. 1. Für das Jahr 1901. Die Theorie der quadratischen Differcntial- 
formen in einem wesentlichen Punkte m vervollkommnen. 

Die Theorie der quadratischen Differentialformen, welche von Riemann 
angebahnt und namentlich von Christoffel und Lipschitz weitergeführt 
worden ist, hat durch neuere Untersuchungen in der Geometrie, der Dynamik 
und der Theorie der Transformationsgmppen eine erheblicho Bedeutung 
gewonnen, und jeder Fortschritt in jener Theorie würde auch hier einen 
Gewinn bedeuten. Indem die Gesellschaft wünscht, dafs die Theorie der 
quadratischen Differentialformen in einem wesentlichen Punkte vervollständigt 
werde, lenkt sie die Aufmerksamkeit der Bewerber besonders auf die durch 
Lies Forschungen angeregte Frage nach der Natur und den Eigenschaften 
der Formen, welche kontinuierliche Gruppen von Transformationen gestatten. 
Für den Spezialfall n = 3 hat neuerdings Bianchi 1 ) wertvolle Beiträgo 
geliefert; es ist zu hoffen, dafs die Darstellung der Kriterien für die Zu- 
gehörigkeit einer gegebenen Form zu einem bestimmten Typus in invarianter 
Form gelingen, und dafs das Studium der in den betreffenden Räumen 
herrschenden Geometrien sich als lohnend erweisen werde. Preis 1000 Mark. 

2. Für das Jahr 1902. Dafs die von C. Neumann seit 1870 an- 
gewandte Methode des arithmetischen Mittels einen sehr hohen Grad von 
Allgemeinheit besitze, dafür sprechen sowohl die mannigfaltigen Arbeiten 
Neumanns (Abh. d. K. S. Ges. der Wiss. XIII, S. 707), wie auch die tief- 
gehenden Betrachtungen Poincares (Acta math. XX, p. 59). Gleichzeitig 
aber geht aus der Gesamtheit dieser Untersuchungen hervor, dafs noch 
manche schwierige Punkte der weiteren Aufklärung bedürftig sind. Es er- 
scheint daher wichtig, wenigstens die erforderlichen Vorarbeiten zu unter- 
nehmen, um von den eigentlichen Grundzügen dieses Gebietes eine völlig 
klare Vorstellung zu gewinnen, und namentlich die genannte Poincaresche 
Abhandlung in ihrer ganzen Tragweite zu verwerten, vielleicht deren Resul- 
tate weiter zu verallgemeinern. Vor allem aber entsteht die Aufgabe, den 
Poincar eschen Darlegungen eine gröfsere Einfachheit und Durchsichtigkeit, 
und womöglich auch einen höheren Grad von Strenge zu verleihen. 

1) Memorie della Societa Italiana delle Scienze, Ser. lU a T. XI, 1897. 
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Ohne unter den hier angedeuteten Richtungen eine vor der andern 
besonders bevorzugen zu wollen, spricht die Gesellschaft den Wunsch aus, 
dafs die in der Abhandlung von Poincare „La methode de Neumann et 
le probleme de JJirichlet" 1896, enthaltenen Untersuchungen nach irgend 
welcher Seite hin wesentlich vervollkommnet werden möchten. Preis 1000 Mark. 

3. Für das Jahr 1903. Die wichtige Entdeckung der lichtelektrischen 
Ströme durch Edmond Becquerel ist durch neuere Untersuchungen unserem 
Verständnis zwar näher gerückt, aber die experimentellen Ergebnisse wider- 
sprechen sich zum Teil derart, dafs selbst über die Abhängigkeit der elektro- 
motorischen Kräfte von der Lichtstärke nichts genügend Sicheres feststeht. 
Ks ist dabei zu berücksichtigen, dafs die verschiedenen Farben bisweilen 
entgegengesetzte Wirkungen hervorbringen, und dafs bei den von Becquerel 
benutzten dünnen Schichten zugleich an verschiedenen Stellen elektromoto- 
rische Kräfte auftreten können. Die Abhängigkeit dieser elektromotorischen 
Kräfte von der Farbe und die Bedingungen, unter denen die lichtelektrischen 
Ströme überhaupt möglich sind, ihr Zusammenhang mit der Photographie und 
mit den neuerdings von Hertz und Hall wachs gefundenen lichtelektrischen 
Wirkungen bieten für experimentelle Untersuchungen ein weites Feld. 

Die Gesellschaft stellt daher die Aufgabe: 

Es sollen eingehende und einwandfreie experimentelle Untersuchungen 
angestellt werden, die einen wesentlichen Beitrag zur Feststellung der Gesetze 
der lichtelektrischen Ströme liefern, Preis 1000 Mark. 

Die anonym einzureichenden Bewerbungsschriften sind, wo nicht die 
Gesellschaft im besonderen Falle ausdrücklich den Gebrauch einer andern 
Sprache gestattet, in deutscher, lateinischer oder französischer Sprache zu 
verfassen, müssen einseitig geschrieben und paginiert, ferner mit einem Motto 
versehen und von einem versiegelten Umschlage begleitet sein, welcher auf 
der Aufsenseite das Motto der Arbeit trägt, inwendig den Namen und 
Wohnort des Verfassers angiebt. Jede Bewerbungsschrift mui's auf dem 
Titelblatte die Angabe einer Adresse enthalten, an welche die Arbeit für 
den Fall, dafs sie nicht preiswürdig befunden wird, zurückzusenden ist. Die 
Zeit der Einsendung endet mit dem 30. November des angegebenen Jahres, 
und die Zusendung ist an den derz. Sekretär der Gesellschaft (für das 
Jahr 1901 Geheimer Hofrat Professor Dr. Justus Hermann Lipsius,, 
Leipzig, Weststrafse 89, Erdgeschofs) zu richten. Die Resultat« der Prüfung 
der eingegangenen Schriften werden durch die Leipziger Zeitung im März 
oder April des folgenden Jahres bekannt gemacht. Die gekrönten Be- 
werbungsschriften werden Eigentum der Gesellschaft. 

Die Dänische Akademie der Wissenschaften in Kopenhagen hat 
für das Jahr 1902 u. a. folgende Preisaufgaben gestellt: 

Question de Physiques: L'Academie propose sa medaille d'or pour une 
etude experimentale de l'ecoulement des liquides par des tubes courts et 
etroits, de section circulaire, cette etude expliquant comment la vitesse 
decoulement depend de la nature de liquide, du diametre de la section 
longitudinale du tube, ainsi quo de la nature de la surface interieure de 
ce tube. 

Question de Mafhematiqucs: L'Academie propose sa medaille d'or pour 
une reponse bien etablie a la question de savoir si, d'apres la Classification 
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ordinaire, chaque famille de courbes gaucbes contient des fonnes limites 
eomposees de droites. Dans le cas d'une reponse negative a cette question, 
on demande de plus des recherches soit sur la condition qu' une famille 
doit remplir pour en contenir, soit sur la limitation eventuelle de quelques 
resultats trouves au moyen de ces fonnes limites. 

Die Bewerbungsschriften können danisch, schwedisch, deutsch, englisch, 
französisch oder lateinisch abgefaßt sein und müssen mit Motto und ver- 
schlossener Nennung des Autors versehen an den Sekretär der Akademie: 
Prof. H. G. Zeuthen in Kopenhagen eingesandt werden. Der Termin läuft 
Ende Oktober 1902 ab. Die ausgesetzte goldene Medaille hat einen Wert 
von 320 dän. Kronen. 

Die Real Aoademia de Ciencias Exactas, Fisioas y Naturales 
de Madrid schreibt für das Jahr 1902 folgende Preisaufgaben aus: 

1. Los matematicos espanoles en el siglo XVI. Noticia biografica de los 
principales, y exposiciön compendiosa y critica de las obras que com- 
pusieron, hallense 6 no impreses, dignas de aprecio por cualquier concepto. 

2. Estudio completo y detallado de la transmisiön de la energia electrica 
a distancia por corrientes polifaceas, 6 sea de motores de campo rotatorio, 
comprendiendo los motores 6 altern adores y los receptores, y comparacion 
de este nueva sistema con el que emplea la corriente continua. 

3. Estado actual de estudio de la Historia Natural en Espafia. 

Die Einsendung mufs bis zum 31. Dezember 1902 an das „Secretana 
de la Academia, colle de Valverde no. 26", erfolgt sein. Die Bewerbung 
steht Einheimischen und Fremden oiFen, doch müssen die Schriften spanisch 
oder lateinisch abgefafst sein. Preis: 1500 Pesetas und eine Goldmedaille 
von 60 g Gewicht. 

Die B. Aoademia di Napoli hat folgende Preisaufgabe gestellt: 
„Portare qualche contributo notevole alia teoria invariantica della forma 
ternaria biquadratica, preferibilmente per quanto riguarda le varie con- 
dizioni di spezzamento in forme inferiori." 
Die Bewerbungsschriften müssen italienisch, lateinisch oder französisch ab- 
gefafst und spätestens am 31. März 1902 bei dem „Segrotario doli* Academia" 
eingereicht sein. Preis: 500 Lire. 

Akademie der Wissenschaften zn Paris. 1. Grand prix des 
sciences mathematiques (pour 1902). Perfectionner, en un point ira- 
portant, l'application de la theorie des groupes Continus a letude des 
equations aux derivees partielles. 

Les Memoires manuscrits destines au concours seront recus au Secre- 
tariat de l'Institut jusqu'au premier octobre 1902; ils seront aecompagnes 
d'un pli cachete renfermant le nom et l'adresse de Tauteur. Ce pli ne sera 
ouvert que si le Memoire auquel il appartient est couronne. 

2. Prix Bordin (pour 1902). Developper et perfectionner la theorie 
des surfaces applicables sur le paraboloüde de revolution. — Le prix est 
de trois milk francs. 

Einsendung wie unter 1. 

3. Prix Damoiseau (pour 1902). Completer la theorie de Saturne 
donnee par Le Verrier, en faisant connaitre les formules rectificatives 
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etablissant i'accord entre les observations et la theorie. — Le prix sera de 
quinze cents francs. 

Les Memoires seront recus au Secretariat de l'Institut jusquau 
1" juin 1902. 

Prix Bressa. L'Academie rappeile qu'a partir du 1 er Janvier 1899 
il est ouvert un Concours, auquel seront admis les Savants et les Inventeurs 
de toutes les nations. 

Ce concours aura pour but de reeompenser le Savant ou l'Inventeur, 
u quelque nation qu'il appartienne, lequel, durant la periode quadriennale 
de 1897 — 1900, „au jugement de l'Academie des Sciences de Turin, aura 
fait la decouverte la plus eclatante et la plus utile, ou qui aura produit 
l'ouvrage le plus celebre en fait de sciences physiques et experimentales, 
histoire naturelle, mathematiques pures et appliquees, chimie, physiologie et 
pathologie, sans exclure la geologie, l'histoire, la geographie et la statistique". 

Ce Concours sera clos le 31 Decembre 1902. 

La somme fixee pour ce prix, la taxe de l'imposition mobiliere deduite, 
sera de 9600 (neuf mille six cent) francs. 

Qui a l'intention de se presenter a ce Concours devra le d^clarer, dans 
le terme ci-dessus indique par une lettre adressee au President de TAca- 
demie, et transmettre 1'ouvrage par lequel il concourt. Cet ouvrage devra 
etre imprime; on ne tiendra aucun compte des manuscrits. Les ouvrages 
qui n'obtiendront pas le prix dont il s'agit, ne seront pas rendus aux con- 
currents. 

Aucun des Membres associes nationaux, residants ou non residants, de 
l'Acadeniie de Turin ne pourra obtenir ce prix. 

L'Äcademie dovme le prix ä celui des savants qu'elle en juge le plus 
digne, bien qu'il ne se soit pas pre'sente au Concours. 

Gekrönte Preissohriften. Otto Zoll aus Düren erhielt am 5. Juni 
1901 den von der philosophischen Fakultät der Universität Göttingen aus- 
gesetzten Preis für die Lösung der Aufgabe, solche Flächen zu ermitteln und 
zu studieren, auf denen es eine Schar von geschlossenen geodätischen Linien 
giebt Die gekrönte Preisschrift ist soeben als Inauguraldissertation in 
Göttingen erschienen. 

— Ph. Furtwängler in Potsdam hat für die Beantwortung der Auf- 
gabe: „Es soll für einen beliebigen Zahlkörper das Reziprozitätsgesetz der Z-ten 
Potenzreste entwickelt werden, wenn / eine ungerade Primzahl ist" den 
von der Gesellschaft der Wissenschaften in Göttingen ausgeschriebenen Preis 
bekommen. 



Hoohschulnachrichten. 

Lehramtsprüfungen. Prüfungsergebnisse bei den bayrischen 
Lehramtsprüfungen für den Unterricht in Mathematik und Physik 
(Oktober 1901 in München abgehalten). Zum I. Abschnitt (Zwischenprüfung 
nach einer mindestens zweijährigen Studiendauer; mit Klausurarbeiten in 
Mathematik, mündlicher Prüfung in Mathematik und Physik, sowie deutschem 
Aufsatz) hatten sich 61 Kandidaten gemeldet, von denen vor und während 
der schriftlichen Prüfung 14 zurücktraten. Von den 47 übrigen bestanden 
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41 das Examen, und zwar 3 mit Note I (= sehr gut), 24 mit Note II 
(= gut), 14 mit Note III (= genügend). — Der IL Abschnitt setzt eine Studien- 
dauer von mindestens vier Jahren voraus. Es ist zu Beginn des Sommers 
eine wissenschaftliche Arbeit einzuliefern, das Examen selbst ist mündlich 
und erstreckt sich auf ein Colloquium über diese Arbeit, auf Physik, Ana- 
lysis, Geometrie, analytische Mechanik und auf Pädagogik. Dazu kommt 
eine praktische Schultibung mit einer Schulklasse über ein gegebenes Thema, 
ohne dafs die betreffende Zeugnisnote zur Berechnung der Gesamtnote heran- 
gezogen würde. — Zum diesmaligen II. Abschnitt hatten sich 47 Kandidaten 
gemeldet, von denen 12 wieder zurücktraten. Zwei weitere wurden wegen 
ungenügender Arbeiten zurückgewiesen. Von den 33 übrigen Kandidaten 
bestanden 5 das mündliche Examen nicht, während 2 sich die Note I, 18 
die Note II, 8 die Note III errangen. Das Ergebnis ist schlechter, als in 
früheren Jahren, ein Umstand, der teilweise durch die allseitig verurteilte 
Examensordnung verschuldet ist. — Von den 28 Herren, welche die Prüfung 
bestanden haben, ist nur ein Teil sofort bereit, sich im Staatsdienste an 
Mittelschulen verwenden zu lassen, so dafs das augenblickliche Bedürfnis 
der bayrischen Mittelschulen an Lehrern der Mathematik und Physik noch 
nicht voll gedeckt wird. 

Die Etats der mathematischen Seminare und Institute an 
deutschen Universitäten und Hochschulen. Der folgenden Zusammen- 
stellung der Etats der mathematischen Seminare und Institute an deutschen 
Universitäten und Hochschulen hegen die Angaben zu Grunde, welche über 
diesen Gegenstand im 11. Jahrgang der „Minerva" (Jahrbuch der ge- 
lehrten Welt, herausgegeben von Dr. K. Trübner, Strafsburg) enthalten sind. 
Die aufserordentliche Verschiedenheit dieser Etats erklärt sich zum Teil 
wohl dadurch, dafs in den angegebenen Summen besondere Honorare für 
die Direktoren und Assistenten enthalten sind; andererseits sind die Zahlen 
zum Teil anscheinend nicht mehr zutreffend. Auch mufs beachtet werden, 
dafs zu den angegebenen Summen vielfach besondere Zuschüsse der Mini- 
sterien und der Universitätskuratoren hinzukommen, welche sich der öffent- 
lichen Kenntnis entziehen, jedoch nicht unbeträchtlich zu sein scheinen. In 
Jena sind z. B. dem mathematischen Institut aus den Mitteln der Carl Zeifs- 
Stiftung während der letzten drei Semester 6000 Mk. zur Ergänzung der 
Bibliothek und der ModeUsammlung bewilligt worden; die für die äufsere 
Einrichtung aufgewendeten erheblichen Kosten sind hierbei nicht mitgerechnet 
worden. 

Nach der angegebenen Quelle beträgt der jährliche Etat in: 

Berlin, mathem. Seminar 750 Mk. 

Bonn, mathem. Seminar 400 „ 

Breslau, mathem.-physikal. Seminar 300 

Brünn, Techn. Hochschule, Lehrmittelsammlung für praktische 

Geometrie 600 Kr. 

für darstellende Geometrie 200 „ 

für Mathematik I 250 „ 

für Mathematik H 250 „ 

Erlangen, mathem. Kabinet 176 Mk. 

— mathem.-physikal. Seminar 694 „ 
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Freiburg i. B., raathem. Seminar 300 Mk. 

— mathem. Kabinet 550 „ 

Giefsen, mathem. Seminar ? 

Göttingen, mathem.-physik. Seminar einschlielslich eigene Ein- 
nahmen 656 „ 

— Sammlung mathem. Instrumente und Modelle, ein- 
schliefslich eigene Einnahmen 281,50 „ 

Graz (Univ.), Seminar für mathem. Physik: 

Leitung 1600 Kr. 

Dotation 400 „ 

für Arbeiten 360 „ 

für Unterstützungen 600 „ 

Graz (Techn. Hochschule), Lehrmittelsammlung ftir Mathematik 400 „ 

für darst. Geometrie 300 „ 

Greifswald, mathem. Seminar 450 Mk. 

Halle a. S., mathem. Seminar 330 „ 

Heidelberg, mathem.-physikal. Seminar 900 „ 

Innsbruck, Seminar für Mathematik und mathematische Physik, 

Leitung . 1200 Kr. 

Jena, mathem. Seminar 200 Mk. 

Kiel, mathem. Seminar 300 „ 

Königsberg i. Pr., mathem.-physikal. Seminar 640 „ 

Leipzig, mathem. Seminar und Institut 3000 + 380 „ 

Marburg, mathem. Seminar 500 „ 

München (Univ.), mathem.-physikal. Sammlung, sächlich . . . 1800 „ 

persönlich 3330 „ 

Münster i. W., mathem. Seminar 300 „ 

Prag (deutsche Univ.), mathem.-physikal. Kabinet 800 Kr. 

— mathem. Seminar 400 „ 

Leitung 1600 „ 

Rostock, mathem.-physikal. Seminar 900 Mk. 

Strafsburg i. E., mathem. Seminar 1000 „ 

Tübingen, mathem.-physikal. Seminar 2035 „ 

Wien (Univ.), mathem. Seminar und Proseminar 400 Kr. 

aufserordentlich 2800 „ 

für die Bibliothek 400 Kr. 

Würzburg, mathem. Seminar 2365 Mk. 



Promotionen. Amerika 1900 — 1901. Nach einer Zusammenstellung, 
welche in der amerikanischen Wochenschrift „Science" veröffentlicht ist, 
haben in dem Jahre Juli 1900 bis Juni 1901 folgende Promotionen im 
Gebiete der mathematischen Wissenschaften stattgefunden: 

1. University of California. F. E. Ross: Differential equations be- 
longing to a ternary linearoid group. 

2. University of Chicago. W. Findlay: The Sylow subgroups of the 
Symmetrie groupon k letters. — E. B. Skinner: On ternary monomial 
Substitution groups of tinite Order with determinant + 1. 

3. Clark University. H. G. Keppel: The eubie 3-spread ruled with 

Jahresbericht d. Deutschen Mathem. -Vereinigung. XI. Heft 1 u. 2. t) 
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planes in 4-fold Space. — J. N. Van der Vries: On the multiple 
points of twisted curves. 

4. Columbia University. Grace Andrews: The primitive double 
minimal surface of the seventh class and ite conjugate. 

5. Cornell University. W. B. Fite: On metabelian groups. — W. S. 
Franklin: Poynting's theorem. — H. W. Kuhn: On imprimitive Sub- 
stitution groups. 

G. Harvard University. C. W. McG. Black: The parametric represen- 
tation of the neighborhood of a singular point of an analytic function. 

— C. N. Haskins: On the invariants of quadratic differential forms. 

7. Johns Hopkins University. J. E. Rabinovitch: The foundation 
of the euclidean geometry, as viewed from the standpoint of kinematics. 

8. University of Pensylvania. B. S. Easton: Substitutions and Sub- 
stitution groups. — Boxana H. Vivian: The poles of a right line 
with respect to a curve of order n. 

9. University of South Carolina. A. Henderson: The cone of nor- 
mals and an allied cone for central surfaces of the second degree. 

10. University of Wisconsin. Charlotte E. Pingra: On functions 
connected with special Riemann surfaces, in particular those for which 
jp = 3, 4, 5. 

11. Yale University. A. S. Gale: On a particular class of algebraic 
minimum curves and surfaces. — L. J. Hewes: Some properties of 
path curves of continuous projective groups. — E. B. Wilson: The 
decomposition of the general collineation in space into three skew 
reflections. — Ruth G. Wood: Non- euclidean displacements and sym- 
metry trans- formations. 

— Göttingen. Werner Boy: Über die Curvatura integra und die 
Topologie geschlossener Flächen. — Georg Hamel: Uber die Geometrien, 
in denen die Geraden die Kürzesten sind. — Charles A. Noble: Eine neue 
Methode in der Variationsrechnung. — 0. Zoll: Über Flächen mit Scharen 
von geschlossenen geodätischen Linien. — W. Schmidt: Elektrische Doppel- 
brechung. — E. H. Schütz: Die Ausnutzung des Dampfes in den Laval- 
turbinen. Die beiden letzten Dissertationen wurden mit Hilfe der von der 
Göttinger Vereinigung für angewandte Physik zur Verfügung gestellten 
Mittel angefertigt. 

— Kiel. Johannes Möller: Bestimmung der Bahn des Kometen 18971. 
- — Wilhelm Bahrdt: Über die Bewegung eines Punktes auf einer rauhen 
Fläche, insbesondere auf einem rauhen Kreiscylinder und einem rauhen 
Kreiskegel. 

Göttingen. Ein Projektionsapparat für mathematische Vor- 
lesungen ist Mitte Oktober in Göttingen aufgestellt worden. Derselbe 
wird besonders in den astronomischen und geometrischen Vorlesungen mit 
gutem Erfolge benutzt. 

New Häven. Die Yale University zu New Häven, Conn., U. S. A. f 
hat während der Tage vom 20. bis 23. Oktober d. J. ihr 200jähriges Be- 
stehen gefeiert. 
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4. Personalnachrichten. 

Ernennungen. 

Professor Dr. Ernst Abbe in Jena zum] Ehrenmitgliede der Königl. Gesell- 
schaft der Wissenschaften in Göttingen. 

Professor Dr. G. Bohl mann, Privatdozent an der Universität Göttingen, zum 
außerordentlichen Professor daselbst. 

Professor Dr. Georg Cantor in Halle a. 8. zum auswärtigen Ehrenmitgliede 
der London mathematical Society. 

Professor Dr. Th. Des Coudres in Göttingen zum Professor der Physik 
an der Universität in Würzburg. 

Professor Dr. Heinrich Dubois in Berlin zum auswärtigen Mitgliede der 
Akademie der Wissenschaften zu Harlem. 

Privatdozent J. Geitler von Armingen in Prag zum Professor der Physik 
an der deutschen Universität in Prag. 

Dr. G. A. Gm ein er, Privatdozent an der Technischen Hochschule Wien, 
zum Professor der Mathematik an der deutschen Universität Prag. 

Professor J. von Hepperger in Graz zum Professor der Astronomie an 
der Universität in Wien. 

Professor Dr. D. Hilbert in Göttingen zum auswärtigen Ehrenmitgliede 
der London mathematical Society. 

Professor G. Jaumann in Prag zum Professor der Physik an der tech- 
nischen Hochschule in Brünn. 

Privatdozent Dr. G. Kowalewski in Leipzig zum aufserordentlichen Professor 
der Mathematik an der Universität Greifswald. 

Professor Dr. Lüroth in Freiburg i. Br. zum Mitglied des Oberschulrats. 

Privatdoz. Dr. Moser zum a. o. Professor für mathematische und technische 
Versicherungswissenschaften an der Universität Bern. 

Privatdozent Dr. Ernst Neumann in Halle a. S. zum aufserordentlichen 
Professor der mathematischen Physik an der Universität Breslau. 

Wirkl. Geh. Admiralitätsrat Professor Dr. von Neumayer in Hamburg zum 
Ehrenmitgliede der Königl. Gesellschaft der Wissenschaften in Göttingen. 

Professor Dr. M. Noether in Erlangen zum korrespondierenden Mitgliede 
des Istituto Lombardo in Mailand. 

Professor Dr. Max Planck in Berlin zum auswärtigen Mitgliede der Aka- 
demie der Wissenschaften zu Harlem. 

Ingenieur Rud. Bau, z. Z. bei der Elektricitäts-Actien-Gesellschaft vormals 
Schuckert & Co. in Nürnberg, wurde zum aufserordentlichen Professor 
für angewandte Mathematik an der Universität Jena ernannt. Er wird 
Anfang des Jahres 1902 nach Jena übersiedeln, um den Bau und die 
Einrichtung des Instituts für technische Physik vorzubereiten, welches 
in der Nähe des neuen physikalischen Instituts seinen Platz finden 
wird. Der Bau soll im Sommer 1902 vollendet werden. 

Dr. Rud. Rothe, Assistent an der Physikalisch-technischen Reichsanstalt 
in Berlin, zum technischen Hilfsarbeiter an derselben. 

Aufserordentlicher Professor Dr. M. von Rudzki zum ordentlichen Professor 

der Geodäsie an der Universität Krakau. 
Privatdozent Dr. Karl Schwarzschild an der Universität München zum 
ordentlichen Professor an der Universität und Direktor der Sternwarte 
in Göttingen. 

6* 
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Dr. Herrn. Simon, Dozent des Physikalischen Vereins in Frankfurt a. M., 
zum auf serordentlichen Professor der Physik und Elektrotechnik an der 
Universität Göttingen. 

Privatdozent Dr. Julius Sommer in Göttingen zum etatsmäfsigen Professor 
der Mathematik an der landwirtschaftlichen Akademie Bonn-Poppelsdorf. 

a. o. Prof. Tapla an der Hochschule für Bodenkultur zu Wien zum o. Pro- 
fessor für darstellende Geometrie daselbst 

Professor Dr. G. Zeuner in Dresden zum korrespondierenden Mitgliede der 
Academie des sciences zu Paris in der Abteilung für Mechanik. 

Paul Arnold zum Professor der Mathematik an der University of Southern 
California. 

Charles W. M. Black zum Instructor der Mathematik an der University 
of Oregon. 

Professor A. Chessin in Baltimore zum Professor der Mathematik an der 

mm * 

Washington University in St. Louis. 
Professor A. D. Cole an der Denison University zum Professor der Physik 

an der Ohio State University. 
Professor Dr. Gaston Darboux, ständiger Sekretär der Academie des 

sciences in Paris, zum auswärtigen Mitgliede der Königl. Gesellschaft 

der Wissenschaften in Göttingen. 
Professor Dr. Ulisse Dini in Pisa zum auswärtigen Ehrenmitgliede der 

London mathematical Society. 
Professor T. C. Esty zum Professor der Mathematik an der University 

of Rochester. 

Dr. Fagnart, Privatdozent der Mathematik an der Universität Gent, zum 

aufserordentlichen Professor daselbst. 
Dr. W. B. Fite zum Instructor der Mathematik an der Cornell University. 
K. E. Guthe zum Professor der Physik an der University of Michigan. 
Professor Dr. Jacques Hadamar d von der Faculte des Sciences de Paris 

zum Doctor of law bei Gelegenheit der Feier des 200jährigen Bestehens 

der Yale University. 
P. Haag in Paris zum Professor der deskriptiven Geometrie an der Ecole 

polytechnique in Paris als Nachfolger von Mannheim. 
Dr. N. I. Hatzidakis, Professor der theoretischen Mechanik an der höheren 

Militärschule, wurde von der Philosophischen Fakultät der Athener 

Universität zum Professor der mathematischen Analysis an derselben 

erwählt. 

Dr. P. Jan et zum Professor der Physik an der Universität in Paris. 
Dr. E. Lasker zum Professor der Mathematik an dem New College in 
Manchester. 

Frank B. Litteil vom U. S. Observatory zum Professor der Mathematik 

bei der amerikanischen Marine. 
Dr. J. L. Love in Cambridge U. S. A. zum aufserordentlichen Professor der 

Mathematik an der Harvard University in Cambridge. 
Dr. E. C. Lunn zum Instructor der Mathematik und Astronomie an der 

Wisleyan University. 
Dr. H. C. Moreno zum Professor der Mathematik an der Leland Stanford 

University in Californien. 
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Dr. J. M. Page zum ordentlichen Professor der Mathematik an der University 
of Virginia. 

Emile Picard zum auswärtigen Mitgliede der Academia dei Lincei in Rom. 
Dr. Frederick H. Seares an der University of California zum Professor 

der Astronomie an der University of Missouri. 
Dr. H. F. Stecker zum Instructor der Mathematik an der Cornell University. 
Dr. 0. M. Stewart an der Cornell University zum Professor der Physik 

an der University of Missouri. 
Professor Ch. B. Thwing am Knox College zum Professor der Physik an 

der Syracuse University. 
Professor ß. W. Wood an der University of Wisconsin zum Professor der 

Physik an der Johns Hopkins University in Baltimore. 

Habilitationen. 

Dr. 0. Blumenthal habilitierte sich für Mathematik an der Universität 
Göttingen. 

Dr. Karl Carda habilitierte sich für Mathematik an der Universität Wien. 
Dr. Max Dehn habilitierte sich für Mathematik an der Akademie zu 
Münster i. W. 

Dr. E. Jahnke, Oberlehrer an der Friedrichs Werderschen Oberrealschule 
zu Berlin, habilitierte sich für Mathematik und Mechanik an der Tech- 
nischen Hochschule daselbst. 

Dr. Reinganum, Assistent am physikalischen Institut der Akademie Münster, 
habilitierte sich daselbst für Physik. 

Dr. Georg Rost habilitierte sich für Mathematik an der Universität 
Würzburg. 

Professor Dr. Weinnoldt habilitierte sich für angewandte Mathematik in 
Kiel; er hielt am 26. Oktober 1901 seine Antrittsvorlesung „Über das 
Princip der Dualität". 

Dr. W. Weiss, ausserordentlicher Professor an der deutschen Technischen 
Hochschule in Prag, habilitierte sich an der deutschen Universität daselbst. 

Berufungen und Ablehnungen. 

Dr. K. Heun, Professor an der ersten Realschule in Berlin, wurde als Nach- 
folger Sc he Iis auf den Lehrstuhl für theoretische Mechanik an der Tech 
nischen Hochschule zu Karlsruhe berufen. 

Professor Dr. Reinh. Müller an der Technischen Hochschule in Braun- 
schweig hat einen Ruf an die technische Hochschule in Wien abgelehnt. 

Professor Dr. Max Wolf in Heidelberg hat einen Ruf als Professor an die 
Universität und Direktor der Sternwarte in Göttingen abgelehnt. 



5. Vermischtes. 

• 

Mathematiker im Kolonialdienst. In Petermanns Mitteilungen ist 
kürzlich darauf hingewiesen worden, dafs jüngeren Mathematikern, welche 
allerdings auch etwas praktischen Sinn haben müssen, sich günstige Aus- 
sichten bieten, falls sie Neigung haben, auf Reichskosten als perfekte 
Astronomen für Längen- und Breitenbestimmungen sich ausbilden zu lassen. 
Da noch ein grofser Teil der Grenzen der deutschen Kolonien der genauen 
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Festsetzung harrt, so wird das Deutsche Reich noch für eine ganze Reihe 
von Jahren Bedarf haben für so ausgebildete Astronomen, und für eine 
geeignete und reiselustige Persönlichkeit eröffnen sich infolge dessen sehr 
gute Aussichten, um so mehr als bei dem Mangel an Angebot die Honorar- 
frage keine Rolle spielt Angebote sind zu richten an die Kolonialabteilung 
des Auswärtigen Amtes. 

Indem dieser Hinweis hier wiedergegeben wird, darf nicht unterlassen 
werden, auf die beachtenswerten Bemerkungen aufmerksam zu machen, 
welche Herr E. Hammer in Heft 7 des VH. Bandes der „Geographischen 
Zeitschrift" (herausgegeben von A. Hettner) über „dio geographischen Orts- 
bestimmungen und unsere grofsen Universitäten" veröffentlicht hat. Herr 
E. Hammer weist dabei von neuem auf eine Lücke im Unterrichtswesen 
hin und schlägt als einen gangbaren Weg zu ihrer Ausfüllung die Gründung 
einer ausserordentlichen Professur für Theorie und Praxis der geographischen 
Ortsbestimmungen zu Land und zur See an einer der grofsen Univer- 
sitäten vor. 

Charles Hermite. Ein Medaillon-Bild von Charles Hermite wird 
im Ehrenhofe der Sorbonne angebracht werden. 



Sprechsaal und Anfragen. 

Sprechsaal. 1. In allernächster Zeit beabsichtige ich in den Acta 
mathematica mit dem Abdruck einer Reihe von Aufzeichnungen und Briefen 
von Weierstrafs zu beginnen. Da es anzunehmen ist, dafs sich auch im 
Besitze verschiedener Fachgenossen von Weierstrafs herrührende oder auf ihn 
bezügliche Aufzeichnungen und Briefe befinden, die ein wissenschaftliches Inter- 
esse haben und deren Veröffentlichung sie vor Vergessenheit und Untergang 
schützen würde, so bitte ich die Betreffenden mir diese Weierstrassiana, sei es 
in Original oder in Abschrift zugänglich zu machen, damit sie in den Acta 
mathematica abgedruckt werden können. In den Acta soll auf diese Weise 
das Andenken an den grofsen Meister gepflegt werden, welchem die Funktionen- 
theorie, der sich dieser Zeitschrift stets besonders gewidmet hat, so wesentliche 
Fortschritte verdankt. 

Stockholm (Djursholra). G. Mittag-Lepflbr. 

— 2. In meinem Berichte: Über die Entwicklung des Unterrichts- 
betriebes in der angewandten Mathematik habe ich eine Statistik 
aller der Lebensstellungen als wünschenswert bezeichnet, die für einen 
studierten Mathematiker in Betracht kommen. Ebenso wünschenswert scheint 
mir aber eine fortlaufende Ermittelung der Zahl der Studierenden der 
Mathematik zu sein, und ich möchte den Vorschlag zur Diskussion 
stellen, dals am 1. Mai 1902 auf allen deutschen Universitäten er- 
mittelt werden möge, wieviele Studierende der Mathematik und 
in welchen Semestern vorhanden sind. Dabei müfsten die Mathe- 
matiker von Fach von den Hörern unterschieden werden, die Mathematik 
nur als Hilfswissenschaft betreiben, wie z. B. Chemiker. 

Kiel. Stäckel. 
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Anfragen. 1. Wer wollte mir leihweise eine Nachschrift oder Aus- 
arbeitung einer der Vorlesungen über Aheische oder hyperelliptische Funk- 
tionen zur Verfügung stellen, die Weierstrafs vor dem Jahre 1870 ge- 
halten hat? 

Kiel. Stäckel. 

— 2. Über den Verbleib der Briefe von Gaufs an Bernhard August 
von Lindenau (1780—1854), der 1804 — 1817 Direktor der Sternwarte 
auf dem Seeberge bei Gotha war, hat sich bis jetzt nichts ermitteln lassen. 
Da Gaufs seit 1801 mit Lindenau in lebhaftem Briefwechsel gestanden hat, 
wäre, besonders für die Zeit der Entstehung der Theoria motus, die Einsicht 
in diese Briefe sehr wichtig und Mitteilungen darüber sehr erwünscht 

Kiel. Stäckel. 



Litterarisches. 

1. Notizen. 

Bibliographie der Quaternionen und verwandter Systeme der 
Mathematik. Der Generalsekretär und Schatzmeister der Internatio- 
nalen Vereinigung für die Förderung des Studiums der Quater- 
nionen und verwandter Systeme der Mathematik, Herr Alexander 
Macfarlane zu Gowrie Grove, Chatham, Ontario, Canada, bereitet eine 
Bibliographie der gesamten Litteratur des genannten Gebietes vor; er richtet 
deshalb an die Fachgenossen die Bitte, ihm ein Verzeichnis aller von ihnen 
verfafsten Bücher und Schriften, sowie Angaben über seltene, in ihrem Besitz 
befindliche Bücher und Abhandlungen des in Rede stehenden Gebietes zu- 
zusenden. — Vorsitzender der genannten Vereinigung ist gegenwärtig: Prof. 

0. J. Joly, Dunsink Observatory, Co. Dublin, Irland. 

Ein Handbuch der Elementar - Mathematik für Lehrer und 
Studierende, aus Universitätsvorlesungen hervorgegangen, von Heinrich 
Weber und Joseph Wellstein, kommt in kurzem zur Drucklegung. 

N. I. Xaz^iddxi , Ge<üQt}Tixi] Mr{%avixr\ (N. I. Hatzidakis, Theo- 
retische Mechanik). 1901—2, Athen (lith.\ in zwei Bänden: B. I: Mechanik 
des Punktes (Kinematik, Statik, Dynamik), B. ü: Mechanik der Systeme 
(Kinematik, Statik, Dynamik der starren Systeme; Hydromechanik; Mecha- 
nismenlehre). — B. I: M. 5, B. n: M. 5, zusammen M. 8 (vom Verf. [Athen, 
Heraklitusstr. 15] zu beziehen). Dieses Buch soll mit einigen Erweiterungen 
den Kursus enthalten, den der Verf. an der Athener Höheren Militärschule 
über Theor. Mechanik liest, ist also vorwiegend ein» Lehrbuch für Solche, 
die über Theoretische Mechanik eine zwar nicht sehr ausführliche, doch 
solide Kenntnis erwerben wollen. Erschienen bis jetzt: 1. Lieferung des 

1. Bandes: Kinematik des Punktes, nebst 20 Übungsaufgaben (S. 56). 
Um griechischen Lesern das Verständnis französischer und deutscher Lehr- 
bücher, Ausländern dagegen das des vorliegenden Werkes zu erleichtern, 
wird am Ende des Buches ein Sachregister Platz finden, das in neugriech.- 
französ.-deutsch. und französ.-deutsch -neugriech. Sprache verfafst sein wird. 
Der Umfang des ganzen Werkes wird etwa 450 — 500 Seiten in 4° sein. 
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RedaktionewechBel. Professor J. C. V. Hoffmann in Leipzig, der ver- 
diente Begründer und bisherige Herausgeber der Zeitschrift für mathe- 
matischen und naturwissenschaftlichen Unterricht, legt vom 
nächsten Bande ab die Redaktion in die Hände des Oberrealschuldirektors 
Dr. H. Schotten zu Halle a. S. 

Der Kartellverband der mathematischen und mathematisch- 
naturwiesensohaftlichen Vereine an deutschen Hochschulen plant die 
Herausgabe einer eigenen Zeitschrift unter der Redaktion von Dr. Hessen- 
berg, Charlottenburg, Leibnizstrafse 15a. 

Eine neue spanische mathematische Zeitschrift. Don Jose 
Rius y Casas, Catedratico de Analisis matematico en la üniversidad de 
Zaragoza, hat kürzlich eine neue mathematische Zeitschrift begründet: „Ri- 
vista trimestral de matematicas", von der bisher drei Nummern er- 
schienen sind. — Die „Rivista" ist anscheinend als ein Ersatz für die von 
Herrn Zoel G. de Galdeano früher herausgegebene Zeitschrift „El progreso 
matematico" anzusehen, welche Ende 1900 ihr Erscheinen eingestellt hat; 
es war dies wohl das bekannteste mathematische Journal Spaniens, denn 
das „Archivo de Matematicas puras y aplicadas" ging infolge des Todes 
seines Begründers L. G. Gasco bereits nach nicht ganz zweijährigem 
Bestehen ein. 



2. Bucherscnau. 

Abhandlungen au« den Gebieten der Mathematik, Physik, Chemie und be- 
schreibenden Naturwissenschaft. Festschrift zur Feier des 70. Geburtstages von 
Richard Dedekind. Mit Beiträgen von H. Beckurts, R. Blasius, 
G. Bodländer, G. Frerichs, R. Fricke, R. Meyer, R. Müller, H. Weber, 
A. Wem icke. gr. 8". [VII, 254 S.] Mit Abbildungen und 1 Tafel. Braunschweig 
1901. JC 6.— 

Baule, Anton, Lehrbuch der Vermessungskunde. 2. Aufl. [VIII, 471 S.] Mit 

280 Figuren. Leipzig 1901. JC 6.— 
Bendt, Frz., Katechismus der algebraischen Analysis. Mit 6 Abbildungen. 

[XI, 163 S.j Leipzig, 1901. JC 2.50. 
Bendt, Frz., Katechismus der Differential- und Integralrechnung. 2. Aufl. Mit 

39 in den Text gedruckten Abbildungen. [XVI, 268 S.] Leipzig 1901. JC 3.— 
Bernhard, M., Darstellende Geometrie mit Einschlufs der Schattenconstructionen. 

8°. [195 S.] Mit 229 Holzschnitten. Stuttgart 1901. Jl 4.50. 
Bernstein, Felix, Untersuchungen aus der Mengenlehre. Göttinger Dissert. 1901. 
Berel, Chr., Darstellende Geometrie Mit einer Sammlung von 1800 Dispositionen 

aus der darstellenden Geometrie. 8°. [XU, 189 S.J Mit 1 Tafel. Leipzig 

1901. Geb. JL 3.60. 

Binnen!, L., Lezioni sulla teoria delle funzione di variabile complessa e delle 
funzioni ellittiche. 8°. [608 S.] Pisa 1901. L. JC 20.— 

Bolte, F., Leitfaden für den Unterricht in der ebenen Trigonometrie, zum Gebrauche 
in Navigationsschulen bearbeitet, gr. 8°. [IV, 3 4S.] Mit Figuren. Hamburg 

1902. JC 1.— 

Borgmeyer, J., Discussion einer cyklischen Fläche dritter Ordnung. 8°. [29 S.] 

Duderstadt 1901. JC 1.60. 
Bonriet, C, Cours de Mathematiques ä l'usage des Cleves architectes et inge'nieurs 

professe' ä l'dcole des beaux- arts. 8°. [244 p.] 89 figures. Taris 1901. JC 6.80. 
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T. Brahe's astronomiae instauratae mechanica, ed. B. Hasselberg. Lund. »it 65.— 
Chonra, J., Lehrbuch der darstellenden Geometrie für die k. k. Kadettenschulen. 

gr. 8°. [TU, 303 S.J Mit 393 Holzschnitten. Wien 1901. Geb. JL 4.— 
Ciasgen, J., Mathematische Optik. Mit 62 Figuren. [X, 207 S.] Leipzig 1901. 

Geb. Jfc 6.— 

Cranz, C, Anwendung der elektrischen Momentphotographie auf die Untersuchung 
von Schurswaffen. Halle a. S. J£ 4.— 

Dickson, L. E., Linear groups with an exposition of the Galois field theory. 
gr. 8°. [X, 312 8.] Leipzig 1901. JC 12.— 

Dilliiiann, C. v., Astronomische Briefe. Neue Folge. Kometen, Sonne, Fixsterne. 
8°. [HI, 234 S.J Tübingen 1901. JL 1.80. 

Wölp, H., Aufgaben zur Differential- und Integralrechnung, nebet den Resultaten 
und den zur Lösung nötigen theoretischen Erläuterungen, neu bearbeitet von 
Eugen Netto. 9. Aufl. gr. 8°. Giefsen 1901. Geb. JL 4.— 

Dreyer, G., Elemente der Graphostatik. Lehrbuch für technische Unterrichts- 
anstalten mit hesonderer Berücksichtigung der Anwendung auf den Maschinen- 
bau. 4°. [VI, 77 S.] Mit 224 Figuren und 4 Tafeln. Ilmenau 1901. Geb. JK4.8Ü. 

Enzyklopädie der mathematischen Wissenschaften mit Einschlufs ihrer An- 
wendungen. Band IV, Teil 1, Heft 1. gr. 8°. [121 S.] (Voss, A., Die 
Prinzipien der rationellen Mechanik . B. G. Teubner, Leipzig 1901. M, 3.40. 

Ferraris, Galileo, Wissenschaftliche Grundlagen der Elektrotechnik. Nach 
den Vorlesungen über Elektrotechnik, gehalten in dem R. Museo Induatriale 
in Turin, deutsch herausgegeben von Dr. Leo Finzi. gr. 8°. [XII, 368 S.] 
Mit 161 Figuren. B. G. Teubner, Leipzig 1901. Geb. JL 12.— 

Finger, Jos., Elemente der reinen Mechanik. Ais Vorstudium für die analytische 
und angewandte Mechanik und für die mathematische Physik an Universitäten 
und technischen Hochschulen sowie zum Selbstunterricht. 2. Aufl. gr. 8°. 
[Xni, 797 S.] Mit 210 Figuren. Wien 1901. JL 20 — 

Gaufs, C. F., Sechs Beweise des Fundamentaltheorems über quadratische Reste. 
Herausgegeben von Eugen Netto. [111 S.] Leipzig 1901. (Ostwald's Klassiker 
der exakten Wissenschaften). 1.80. 

Geyger, Erich, Die angewandte darstellende Geometrie, umfassend: Die Grund- 
begriffe der Geometrie, das geometrische Zeichnen, die Projectionslehre oder 
das projective Zeichnen, die Dachausmittelungen, Schraubenlinien, Schrauben- 
flächen und Krümmlinge sowie die Schiftungen, gr. 8°. [X, 266 S.] Mit 4.'$9 
Abbildungen. Leipzig 1902. JL 5.— 

Gies, W., Was mufs man von der Trigonometrie wissen? Allgemeinverständlich 
dargestellt, gr. 8°. [75 S.] Mit Figuren. Berlin 1901. JL 1.— 

Goering, W., Ueber die Natur und Methode des mathematischen Erkennens. 
Festrede, gr. 8°. [12 S.] Dresden 1901. M. —.50. 

Gottschalk, A., Die conforme Abbildung gewisser krummlinig begrenzter Viel- 
ecke. Teil L 8°. [23 S.J Mit 1 Tafel. Münster 1901. 

Graetx, L., Die Elektricität und ihre Anwendungen. 9. Aufl. gr. 8°. [XVI, 620 S.J 
Mit 62 Abbildungen. Stuttgart 1902. JL 7.— 

Gnthnick, Paul, Neue Untersuchungen über den veränderlichen Stern Mira Ceti. 4°. 
[249 S.] Mit 25 Tafeln. Leipzig 1901. (Abhandlungen der kaiserl. Leopoldini sch- 
Karolinischen deutschen Akademie der Naturforscher. 79. Bd. Nr. 2.) .jfc 25 . — 

Hadamard, J., Lecons de geome'trie. II. Geometrie dans Tespace. 8°. [XX T, 
582 S.J Paris 1901. Fr. 10.— 

Hancock, Harris, Memoire sur les systemes modulaires de Kronecker. 4". 
[119 S.J Paris 1901. 

Hedrick, Earle Raimond, Über den analytischen Charakter der Lösungen 
von Differentialgleichungen. Dissertation. Göttingen 1901. 

Hantington, E. A., Über die Grundoperationen an absoluten und complexen 
Gröfsen in geometrischer Behandlung. Braunschweig 1901. „H, 1.60. 
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Indra, Alois, Die wahre Gestalt der Spannungskurve. Experimentelle Unter- 
suchungen über die Spannungsverhältnisse der Pul vergase in Geschützrohren. 
(Aus: „Mitteilungen über Gegenstände des Artillerie- und Geniewesens", als 
2. Teil der „Neuen ballistischen Theorien".) gr. 8°. [X, 810 S.] Mit 5 
Figurentafeln. Wien 1901. JL 10.80. 

Jahrbuch über die Fortschritte der Mathematik. Band XXX, Berlin 1901. 
Heft 1: JL 13.60, Heft 2: JL 5.60. 

Jauniann, G., Leichtfafsliche Vorlesungen über Elektrizität und Licht, gr. 8°. 
[XII, 37ö S.] Mit 188 Abbüdungen. Leipzig 1902. JL 6.— 

Keck, W., Vorträge über Mechanik als Grundlage für das Bau- und Maschinen- 
wesen. B. Aufl. Teil H. Mechanik elastisch fester und flüssiger Körper. 8°. 
[X, 380 S.] Hannover 1901. JK 12. ~ 

Kewitsch, G., Die astronomische Era und das Jahrhundert 19 (Jahrhundertwende), 
gr. 8°. [15 8.] Freiburg i. B. 1901. JL —.80. 

Koll, 0., Die Theorie der Beobachtungsfehler und die Methode der kleinsten 
Quadrate mit ihrer Auwendung auf die Geodaesie und die Wassermessungen. 
2. Aufl. gr. 8°. Berlin 1901. JL 10.— 

Konen, H., Geschichte der Gleichung t* — Du* =1. Leipzig 1901. JL 4. — 

Korn, Arthur, Abhandlungen zur Potentialtheorie. 4. Heft. 8°. Berlin 1901. 
JL 1.— 

Korselt, A., Ueber die Möglichkeit der Lösung merkwürdiger Dreiecksaufgaben 

durch Winkelteilung. 4°. [67 S.] Plauen 1901. 
Kronecker, L., Vorlesungen über Zahlentheorie. I. Band: 1. bis 23. Vorlesung. 

Bearbeitet und herausgegeben von K. Hensel. gr. 8°. [XVI, 509 S.] Mit 

7 Figuren. Leipzig 1901. JL 18.— 
Lacaze, II., Sur la connexion line'aire de quelques surfaces alg^briques. 4°. 

[73 S.] Paris 1901. 

Landes - Triangulation, Die königl. Preufsische. Hauptdreiecke. 11. Teil. 
A. Das pfälzische Dreiecksnetz. B. Die elsafs-lothringische Dreieckskette und 
das Basisnetz bei Oberbergheim. C. Der französische Anschlufs. Gemessen 
und bearbeitet von der trigonometrischen Abteilung der Landesaufnahme. 
Mit einem Anhange, 12 Skizzen, einer Uebersichtstafel und einem Uebersichts- 
blatt. Lex. 8°. [X, 268 S.] Berlin 1901. JL 10.— 

Landrä, C. L., Mathematisch-technische Kapitel zur Lebensversicherung. 2. ver- 
mehrte und verbesserte Auflage, gr. 8°. [XXIII, 462 S.] Jena 1901. JL 10.— 

Langheineken, F., Das Potential einer materiellen Kugel, deren Dichtigkeit 
eine ganze rationale Function der rechtwinkligen Coordinaten ist. Akademische 
Preisschrift. Leipzig 1901. JL 1. — 

Lebon, E., Traite" de ge'ome'trie descriptive et ge'omötrie cotee. 3. e"d. vol. I. 
8°. [VI, 280 p.] avec figures. Paris 1901. JL 4.50. 

Lecher, Ernst, Ueber die Entdeckung der elektrischen Wellen durch H. Hertz 
und die weitere Entwicklung dieses Gebiets. Vortrag, gr. 8°. [32 S.] Leipzig 
1901. JL 1.— 

Lorenz, Hans, Neuere Kühlmaschinen, ihre Konstruktion, Wirkungsweise und in- 
dustrielle Verwendung. 3. Auflage, gr. 8°. [VIII, 374 S.J Mit Abbildungen. 
München 1901. ^10.— 

Mach, E., Die Mechanik in ihrer Entwicklung, historisch -kritisch dargestellt. 
4. Auflage. 8°. [XIV, 550 S.] Leipzig 1901. JL 9.— 

Marc, L., Sammlung von Aufgaben aus der höheren Mathematik, technischen 
Mechanik und darstellenden Geometrie, welche bei der Vorprüfung für das 
Bauingenieur-, Architektur- und Maschinen-Ingenieurfach an der k. technischen 
Hochschule zu München in den Jahren 1885—1901 gestellt worden sind. [HI, 
52 S.] München 1901. JL 1.60. 

Marlitta, G., Sülle Varieta del quarto ordine con un piano nello spazio a quat- 
tro dimensioni. 8°. [62 S.] Catania 1901. 
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Meyer, W., Franz, Differential- und Integralrechnung. I. Band: Differential- 
rechnung. Mit 13 Figuren. [XVIII, 395 S] Leipzig 1901. Geb. JC 9.— 

Michel, C, Sur les applications ge'ome'triques du the*oreme d'Abel. 4°. [65 S.j 
Paris 1901. 

Müller, G., Zeichnende Geometrie. Im Auftrage der königl. württembergischen 
Centralstelle für Gewerbe und Handel herausgegeben. 6. Auflage, gr. 8°. 
[XII, 172 S.] Mit Abbildungen und 11 Figuren-Tafeln. Stuttgart 1901. gel). 
JC 2.20. 

Muller, Heinrich, Die Mathematik an den Gymnasien und Realschulen für den 
Unterricht dargestellt. 1. Teil: Die Unterstufe (Lehraufgabe der Klassen Quarta 
bis Untersekunda). 2. Aufl. Ausgabe A: Für Gymnasien und Progymnasien, 
gr. 8°. [VII, 137 S.] mit Fig. B. G. Teubner, Leipzig 1902. geb. JC 1.60. 
— — Ausgabe B: Für reale Anstalten und Reformschulen, gr. 8°. [VIII, 
199 S.] mit Fig. B. G. Teubner, Leipzig 1902. geb. JC 2.20. 

Müller, Heinrich, und Kntnewsky, Sammlung von Aufgaben aus der Arithmetik, 
Trigonometrie und Stereometrie. Ausgabe B, für reale Anstalten und Reform- 
schulen. 2. Teil. gr. 8°. [VIII, 360 S.] B. G. Teubner, Leipzig 1902. Geb. JC 3.40. 

fernst, W., Über die Bedeutung elektrischer Methoden und Theorien für die 
Chemie. Vortrag, gr. 8°. [26 S.] Göttingen 1901. JC —.%Q. 

Netto, E., Lehrbuch der Kombinatorik, gr. 8°. [VIII, 260 S.] Leipzig 1901. 
Geb. JC 9.— 

Noble, Charles A., Eine neue Methode in der Variationsrechnung. Dissert 
Göttingen 1901. 

Papperitz, Erwin, Über die wissenschaftliche Bedeutung der darstellenden Geo- 
metrie und ihre Entwicklung bis zur systematischen Begründung durch Gaspard 
Monge. Rektoratsrede. Freiberg 1901. 

Pernter, I. M., Untersuchungen über die Polarisation des Lichtes in trüben Medien 
und des Himmelslichtes mit Rücksicht auf die Erklärung der blauen Farbe des 
Himmels. Wien 1901. JC 1.90. 

Pilgrim, L., Einige Aufgaben der Wellen- und Farbenlehre des Lichts. Canstatt. 
JC 3 . — 

ProelPs Rechentafel, nebst Gebrauchsanweisung. [2 Blatt 15 S.] Berlin, 1901. 

In Leinw.-Futteral JC 2. — 
Riedel, Ernst, Katechismus der praktischen Arithmetik. Handbuch des Rechnens 

für Lehrende und Lernende. 4. Auflage. [Vin, 317 S.j Mit Figuren. Leipzig. 

1901. ,«3.50. 

Roger, E., Untersuchung des Grissongetriebes Dies. gr. 8°. [40 S.] Mit Ab- 
bildungen und 8 Tafeln. Stuttgart 1901. JC 3.— 

Rost, G., Theorie der Riemann'schen Thetafunktionen. gr. 4°. [IV, 66 S.] Mit 
Figuren. Leipzig 1901. JC 4. — 

RUckle, G., Quadratische Reciprocitätsgesetze in algebraischen Zahlkörpern. 
Dissert. Göttingen 1901. 

Rüelii, J., Lehrbuch der ebenen Trigonometrie. Anhang, gr. 8°. [31 S.] Bern 

1902. JC —.80. 

Sachs, J., Lehrbuch der projektivischen (neueren) Geometrie (synthetische Geo- 
metrie, Geometrie der Lage). 2. Seil: Harmonische Gebilde. Entstehung der 
Kegelschnitte. Sätze von Pascal und Brianchon. Nebst einer Sammlung ge- 
löster und ungelöster Aufgaben. Mit 445 Erklärungen und 135 in den Text ge- 
druckten Figuren. (Kleyer's Eucyklopaedie). gr. 8°. [III, 220 S.] Stuttgart 
1901. JC 6.— 

Schettler, H., Die Auflösung jeder algebraischen Gleichung ohne Zuhülfenahme 
von Sinus, Cosinus und Logarithmen. Braunschweig 1901. JC 2.80. 

Schlick, Otto, Handbuch für den Eisenschiffbau. Darstellung der beim Bau 
eiserner und stählerner Handelsschiffe üblichen Konstruktionen. 2. Auflage, 
2. Lieferung, gr. 8°. Mit einem Atlas. Leipzig 1901. JC 1.— 
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Schlüter, W., Schwingungsart und Weg der Erdbebenwellen. I. Teil: Neigungen. 
Dissert. Göttingen 1901. 

Schubert, H., Theorie des Schliekschen Massen-Ausgleichs bei mehrkurbeligen 
Dampfmaschinen, gr. 8°. [132 S.] Leipzig 1901. 

Schuster, A., Mathematik für jedermann. Leichtfafsliche Einführung in die 
niedere und höhere Mathematik, gr. 3°. [XII, 228 S.] Mit 44 Abbildungen. 
Stuttgart 1901. JC 3.60. 

Schuster, M., Geometrische Aufgaben und Lehrbuch der Geometrie für Mittel- 
schulen. (Ausgabe C der „Geometrischen Aufgaben.") Unter Mitwirkung von 
Bieler bearbeitet, gr. 8°. [VIII, 88 8.] mit 1 lithogr. Tafel. B. G. Teubner, 
Leipzig 1901. Geb. Jt 1.40. 

Schweitzer, A., Reductions-Curven zur Gauss-Poggendorffschen Spiegel-Ablesung. 
3 Tafeln. Mit Text auf dem inneren Umschlag, gr. 8°. Zürich 1901. JC 1.— 

Stallo, I. B., Die Begriffe und Theorien der modernen Physik. Nach der 3. Auf- 
lage des englischen Originals übersetzt und herausgegeben von Hans Klein- 
peter. Mit einem Vorwort von Ernst Mach. [332 S ] Mit Bildnis. Leipzig, 
1901. JC 7.— 

Studnlcka« F. I., Bericht über die astrologischen Studien des Reformators der 
beobachtenden Astronomie Tycho Brahe. Weitere Beiträge zur bevorstehenden 
Säkularfeier der Erinnerung an sein vor 300 Jahren erfolgtes Ableben, gr. 8°. 
Prag 1901. JC 1.50. 

Steiner, Jac, Einige geometrische Betrachtungen. (1826). Herausgegeben von 
Rud. Sturm. Mit Figuren im Texte und in den Anmerkungen. [126 S.] 
Leipzig 1901 (Östwald'B Klassiker der exakten Wissenschaften). JC 2. — . 

Thompson, Sylvanug, P. Mehrphasige elektrische Ströme und Wechselstrom- 
motoren. 2. Auflage. Uebersetzt von K. Strecker und V. Vesper. Mit zahl- 
reichen in den Text gedruckten Abbildungen und 15 Tafeln. (In ca. 10 Heften). 
1. Heft gr. 8°. [S. 1—48.] Mit 2 Tafeln. Halle a. S. 1901. JC 2.— 

Tödter, H., Anfangsgründe der Arithmetik und Algebra. Für den Schul- und 
Selbsunterricht in entwickelnder Lehrfonn bearbeitet. 1. Teil. Ausgabe A. 
4. Auflage, gr. 8°. [V, 131 S.] Bielefeld 1001. JC 1.60. 

Verhandlungen der schweizerischen naturforschenden Gesellschaft. 83. Jahresver- 
sammlung. Chur 1901. JC 2.80. 

Vonderün, I., Statik für Hoch- und Tiefbautechniker. Ein Lehrbuch für den 
Unterricht an bautechnischen Lehranstalten, sowie zum Selbstunterricht und 
Nachschlagen. Mit 178 Ucbungsaufgaben und 462 Figuren, nebst einem Anhang 
von Tabellen. 2. Auflage. [283 S ] Stuttgart 1902 JC 4.—. 

Weber, H., Die partiellen Differentialgleichungen der mathematischen Physik. 
Nach Riemanns Vorlesungen in 4. Aufl. bearbeitet. Bd. 2. 8°. [XI, 527 S ] 
Braunschweig 1901. JC 10. — 

Westergaard, iL, Die Lehre von der Mortalität und Morbilität. Anthropologisch - 
statistische Untersuchungen. 2. vollst, umgearb. Auflage, gr. 8. [VII, 703 S.j 
Jena 1901. JC 20.—. 

Unter der Presse: 

v. Dalwigk, F., Einleitung in die darstellende Geometrie. 

Hensel, K. und G. Landsberg, Theorie der algebraischen Funktionen einer Variablen 

und der Abelschen Integrale. 
Loria, G., Spezielle, algebraische und transcendente Kurven der Ebene. Theorie 

und Geschichte. Deutsch von F. Schütte. 
Perry, II., Höhere Analysis für Ingenieure. Deutsch von R. Fr icke und H. Süchtin g. 
Serret, J. A., Lehrbuch der Differential- und Integralrechnung. Deutsch von 

G. Bohlmann. m. Band. 2. Aufl. 
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3. Zeitschriftenschau. 

(Von dem Inhalt der Zeitschriften werden nur die Aufsätze erwähnt, welche dem 
Gebiete der mathematischen Wissenschaften angehören.) 

Mathematische Annalen. Hrsg. von F. Klein, W. v. Dyck, D. Hilbert. 
55. Band. 3. Heft. 

M. Noether, Charles Hermite. — Eduard von Weber, Theorie der Systeme 
Pfaff scher Gleichungen. — Helge von Koch, Über die Riemannsche Primzahl- 
funktion. — M. Dehn, Über den Rauminhalt. (Mit 7 Figuren im Text.) — 
E. Wen dt, Über eine spezielle Klasse von Gruppen. — Niels Nielsen, Note 
sur la convergence d'une se*rie neumannienne de fonctions cylindriques. 

Matkesis. Recueil mathematique ä l'usage des e*coles speciales et des Etablissements 
d'instruction moyenne, publik par P. Maneion et J. Neuberg. Serie 3, tome 1. 
F. Gomes Teixeira, Sur la te*tracuspidale de Bellavitis. — G. de Rocquigny- 
Adanson, Theoremes sur les progressions arithme'tiques. — J. Neuberg, Sur les 
quadrilateres. 

Journal für die reine und angewandte Mathematik. Gegründet von A. L. Cr eile. 
Hrsg. von L. Fuchs. 124. Band. 1. Heft. 

J. Farkas, Theorie der einfachen Ungleichungen. — M. Hamburger, Über 
die Umformung von geschlossenen Integralen. — L. Schlesinger, Über das 
Gaufssche Pentagramma mirificum. — Derselbe, Über einen allgemeinen Satz 
aus der Theorie der linearen Differentialgleichungen. — S. Gundelfinger, Drei 
Briefe Aronholds an Hesse. — Derselbe, Briefentwurf von Hesse an Aronhold. 

Bibliotheca Mathematica. Zeitschrift für Geschichte der Mathe- 
matischen Wissenschaften. Hrsg. von G. Eneström. III. Folge. 2. Band. 
2./3. Heft. 

Friedrich Hultsch, Neue Beiträge zur ägyptischen Teilungsrechnung. — 
Franz Boll, Die Sternkataloge des Hipparch und des Ptolemaios. — A. A. Björnbo, 
Hat Menelaos aus Alexandria einen Fixsternkatalog verfafst? — G. Wertheim, 
Die Logistik des Johannes Buteo. — Antonio Favaro, Galileo Galilei e Simone 
Mayr. — Max Koppe, Über Huygens' Näherungsmethoden bei Kreis- und Loga- 
rithmen-Berechnung. — W. Kutta, Elliptische und andere Integrale bei Wallis. 

— E. Wölf fing, Bericht über den gegenwärtigen Stand der Lehre von den 
cyklischen Kurven. — Moritz Cantor, Nachruf an Oskar Schlömilch. (Mit Porträt.) 

— Felix Müller, Über die mathematische Terminologie. Eine historisch- 
linguistische Skizze. — G. Eneström, Bio-bibliographie der 1881 — 1900 ver- 
storbenen Mathematiker. — Kleine Bemerkungen zur zweiten Auflage von Cantors 
„Vorlesungen über Geschichte der Mathematik". — Anfragen und Antworten. — 
Rezensionen. — Neu erschienene Schriften. — Wissenschaftliche Chronik. 

. 

Archiv der Mathematik und Physik mit besonderer Rücksicht auf die 
Bedürfnisse der Lehrer an höheren Unterrichtsanstalten. Gegründet 
durch J. A. Grunert. Hrsg. von E.Lampe, W.Franz Meyer und E. Jahnke. 
III. Reihe. 2. Band. Heft 1/2. 

R. Schüssler, Über Kreise, welche Kegelschnitte doppelt berühren. — 
M. Hamburger, Neue Ableitung der Kugelfunktionen. — G. Mittag-Leffler , 
Über den Konvergenzbereich der Bernoullischen Reihe. — M. E. Phragme"n, Sur 
les termes complementaires de la se*rie de Taylor dus ä Cauchy et & Lagrange. — 
K. Heun, Die Bedeutung des D'Alembertgchen Prinzipes für starre Systeme und 
Gelenkmechanismen. — R. Funck, Die Konfiguration (15 0 , 20 3 ), ihre analytische 
Darstellung und ihre Beziehungen zu gewissen algebraischen Flächen. — L. Mat- 
thiessen, Goniometrische Auf lösung der algebraischen Gleichungen der ersten vier 
Grade mittels der Formel für die Tangente des vielfachen Winkels. — E. Czuber, 
Über Einhüllende von Kurven und Flächen. — M. P. Mansion, Demonstration 
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d'un theoreme de Legendre. — R. Lehmann-Filhe*s, Analytische Ableitung des 
Satzes vom Parallelogramm der Kräfte. — E. Müller, Über einen Steinerschen 
Satz und dessen Beziehungen zur Konfiguration zweier einander ein- und um- 
beschriebenen Tetraeder. — K. Zindler, Über die Torsion der geodätischen Linien 
durch einen Flächenpunkt. — W. Fr. Meyer, Ergänzungen zum Fermatschen und 
Wilsonschen Satze. — M. Cyparissos Stephanos, Remarques sur la theorio 
des forces centrales. — E. Janisch, Bemerkung zu einem Theorem des Herrn 
Cwojdzifiski. — 0. Lummer, Notiz zu meinem Aufsatze: „Über die Giltigkeit des 
Draperschen Gesetzes". — 0. Lummer, Die Gesetze der schwarzen Strahlung und 
ihre praktische Verwendung. — W. N ernst, Über die Bedeutung elektrischer Me- 
thoden und Theorien für die Chemie. — Rezensionen. — Vermischte Mitteilungen. — 
Aufgaben und Lehrsätze. — Lösungen. — Preisaufgaben. — Anfragen und Ant- 
worten. — Sprechsaal für die Encyklopädie der mathematischen Wissenschaften. 

Zeitschrift für Mathematik und Physik. Begründet durch 0. Schlömilch. 
Organ für angewandte Mathematik. Unter Mitwirkung von C. von Bach, 

G. Hauck, R. Helmert, F. Klein, C. von Linde, H. A. Lorentz, H. Müller, 

H. Seeliger, H.Weber hrsg. vonR. Mehmke und C.Runge. 46. Band. 4. Heft. 
A. Francke, Die Tragkraft der Säulen bei veränderlichem Querschnitt. — 

W. Kutta, Beitrag zur näherungsweisen Integration totaler Differentialgleichungen. 

— S. Jolles, Zur geometrischen Theorie des Parabelträgers. — A. P. Grusinzew, 
Theorie der Kapillarität und Hydrostatik. — A. Denizot, Über ein Pendelproblem von 
Euler. — R. Mehmke, Zur Berechnung der Wurzeln quadratischer und kubischer 
Gleichungen mittelst der gewöhnlichen Rechenmaschinen.'— Kleinere Mitteilungen. 

— Rezensionen. — Neue Bücher. — E. Wölffing, Abhandlungsverzeichnis 1900. 

Zeitschrift für mathematischen und naturwissenschaftlichen Unterricht. Ein 

Organ für Methodik, Bildungsgehalt und Organisation der exakten Unterrichts- 
fächer an Gymnasien, Realschulen, Lehrerseminarien und gehobenen Bürger- 
schulen. Hrsg. von J. C. V. Hoff mann. 32. Jahrg. Heft 6. 
W. Göring, Zur Behandlung der kubischen Gleichungen. — Kleinere Mit- 
teilungen. — Sprech- und Diskussions-Saal. — Aufgaben-Repertorium. — Programm- 
schau. — Besprechung von Lehrmitteln. 

Bulletin of thc American Matheniatical Society. A historical and critical 
review of mathematical science. Edited by F. N. Cole, Alexander Ziwet, 
F. Morley, E. 0. Lovett, C. L. Bouton. 2nd series, vol. VIH. 
Nr. 1 (Oktober 1901): F. N. Cole, The eigth summer meeting of the American 
mathematical society. — Edward Kasner, The Ithaca Colloquium. — Miss Ida 
M. Schottenfels, Upon the non-isomorpbism of two simple groups of order 8!/2. 

— Alexander Pell, Concerning surfaces whose first and second fundamental 
forma are the second and first fundamental forms respectiveley of another surface. 

Nr. 2 (November 1901): M. Böcher, On Wronskians of functions of a real 
variable. — L. E. Dickson, The configurations of the 27 lines on a cubic surface 
and the 28 bitangents to a quartic curve. — G. A. Miller, The fiftieth annual 
meeting of the American Association for the advancement of science. 

Transactions of the American Mathematical Society. Edited by Eliakim 
Hastings Moore, Ernest William Brown, Thomas Scott Fiske. 
Volume IL Number 1: E. J. Wilczynski, Invariant» of Systems of linear 
differential equations. — Florian Cajori, Divergent and conditionally convergent 
series whose product is absolutely convergent. — M. B. Porter, Sets of coincidence 
points on the non-singular cubics of a syzygetic sheaf. — W. M. Strong, Note 
on non - quaternion number Systems. — J. C. Fields, On the reduction of the 
general abelian integral. — D. Hilbert, Über Flächen von konstanter Gaufsscher 
Krümmung. — H. F. Blichfeldt', Note on the functions of the form f(x) = q>(x) 

-f- a l x n ~ 1 -f a t x n ~ 2 -f a n which in a given interval ditfer the least possible from zero. 
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Volume II. Number 2: E. B. Van Vleck: On the convergence of continued 
fractions with complex eiementa. — P. F. Smith, Geometry within a linear 
spherical complex. — H. F. Blichfeldt, A new determination of the primitive 
continuous groups in two variables. — G. A. Miller, Determination of all 
the groups of order which contain the abelian group of type (m — 2 , 1), 
p being any prime. — W. F. Osgood, On a fundamental property of a minimum 
in the calculus of variations and the proof of a theorem of Weierstrass's. — 

E. H. Moore, Concerning Harnack's theory of improper definite integrals. — 

F. Mertens, Zur linearen Transformation der ^-Reihen. 

Volume II. Number 3: L. E. Dickson, Canonical forma of quaternary Abe- 
lian substitutions in an arbitrary Galois field. — M. Böcher, Certain cases in 
which the vanishing of the Wronskian is a sufficient condition for linear depen- 
dence. — Derselbe, An elementar? proof of a theorem of Sturm. — H. F. Stecker, 
On the determination of surfaces capable of conformal representation upon the 
plane in such a manner that geodetic lines are represented by algebraic curves. 

— W. F. Osgood, On the existence of a minimum of the integral j*F (x,y,y) dx 

when x 0 and x x are conjugate points, and the geodesics on an ellipsoid of revo- 
lution; a revision of a theorem of Kneser s. — J. Stringham, On the geometry 
of planes in a parabolic space of four dimensions. 

Ans verschiedenen Zeitschriften und Sammelwerken. G. Bohle, Die 
Reform bestrebungen im mathematischen Unterricht und die neuesten Lehrpläne 
und Lehraufgaben für die höheren Schulen in Preufsen. [Zeitschr. f. lateinlose 
höh. Schulen. Jahrg. 13. Heft 3.] — E. Hammer, Fortschritte der Karten- 
projektionslehre, Kartenzeichnung und Kartenmessung. [Geogr. Jahrbuch. Hrsg. 
von H. Wagner. Band 24, 1. Hälfte.] — E. Hammer, Die geographischen Orts- 
bestimmungen und unsere grofBen Universitäten. [Hettners Geogr. Zeitschr. Jahrg. 7. 
Heft 7.] — A. Krazer, Die Reduzierbarkeit Abelscher Integrale. [Strafsburger 
Festschrift zur 46. Versammlung deutscher Philologen und Schulmänner; Strafs- 
burg 1901.] — J. B. Messerschmitt, Die Verteilung der Schwerkraft auf der 
Erda [Hettners Geogr. Zeitschrift. Jahrg. 7. Heft 6.] — K. Peucker, Zur karto- 
graphischen Darstellung der dritten Dimension. [Ebenda. Jahrg. 7. Heft 1.] — 
0. Richter, Mathematische Aufgaben. [Neue Jahrbücher f. d. klass. Altertum, etc. 
1901. H. Abt. S. 434.] — H. E. Timerding, Die Geometrie der linearen Funk- 
tionen. [Strafsburger Festschrift zur 46. Versammlung deutscher Philologen und 
Schulmänner; Strafsburg 1901.] — H.Vogt, Die Mathematik im Reformgymnasium. 
[Neue Jahrbücher f. d. klass. Altertum, etc. 1901. H. Abt. S. 190.] 



4. Kataloge. 

Buchhandlung Gustav Fock, G. m. b. H., Leipzig. Lager-Verzeichnis No. 189. 
Mathematik, Physik (Bibliotheken Schlömilch und Christoffel). 

Buchhandlung Gustav Fock, G. m. b. H., Leipzig. Lager -Verzeichnis Nr. 200. 
Dissertationen-Kollektionen aus allen Wissensgebieten nebst einer Auswahl von 
Zeitschriften und Sammelwerken in kompletten Serien sowie sechs wertvolle 
Bibliotheken deutscher u. a. Gelehrter. 

W. Junk, Verlag und Antiquariat, Berlin NW 6. Katalog No. 3, Geodaesia. 

Prenss & JUnger (Arthur Jünger), Buchhandlung und Antiquariat, Breslau. Anti- 
quarischer Katalog No. 26. 

Max Weg, Leipzig. Antiquariats-Katalog No. 77. Mathematik, Physik, Astronomie. 

Verzeichnis des Verlags von B. G. Teubner in Leipzig auf dem Gebiete der 
Mathematik, der technischen und Naturwissenschaften uebst Grenzgebieten. 
96. Ausgabe. 
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5. Bei der Redaktion eingegangene Schriften. 

[Titel, Preis u. s. w. der eingesandten Schriften werden hier regelmäfsig veröffentlicht. 
Besprechungen geeigneter Bücher bleiben vorbehalten. Eine Rücksendung der ein- 
gegangenen Schriften kann nicht erfolgen.] 

Kaule, A., Lehrbuch der Vermessungskunde. Zweite erweiterte u. umgearbeitete 
Auflage. Mit 280 Figuren im Text- 8°. [Vffl, 472 S.] Leipzig 1901, 
B. G. Teubner. Geb. JC 8.80. 

Beyel, Ch., Darstellende Geometrie. Mit einer Sammlung von 1800 Dispositionen 
zu Aufgaben aus der darstellenden Geometrie. Mit einer Tafel. Leipzig 1901, 
B. G. Teubner. Geb. JL 3.60. 

Cantor, M., Vorlesungen über Geschichte der Mathematik. Dritter Band. Von 
1668—1768. Mit 147 in den Text gedruckten Figuren. Zweite Auflage, gr. 8°. 
[X, 928 S.] Leipzig 1901, B. G. Teubner. Geb. J£ 27.— 

Cesäro, E., Vorlesungen über natürliche Geometrie. Autoris. deutsche Ausgabe 
von Dr. Gerhard Kowalewski. Mit 48 in den Text gedruckten Figuren, 
gr. 8°. [VIH, 841 S.] Leipzig 1901, B. G. Teubner. Geb. JC 12.— 

Dickson, L. E., Linear Groups with an exposition of the Galois Field Theory. 
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Ein neuer Zweig der Geometrie. 

Von E. Study in Greifswald. 
Vortrag (in abgekürzter Form) gehalten auf der Jahresversammlung zu Hamburg. 

Der ursprüngliche Begriff der geraden Linie im Euklidischen 
Räume ist die (nach moderner Ausdrucksweise) eigentlidie reelle Gerade, 
ein durch lineare Gleichungen darstellbarer, nach zwei Richtungen 
hin unbegrenzter Ort von Punkten mit endlicJien reellen Cartesischen 
Koordinaten. Dieser Begriff ist zunächst umgeprägt und sodann 
einer doppelten Erweiterung unterzogen worden. Durch Neuschöpfung 
des Begriffs unendlich ferner Punkte wurde die Gerade in ein ab- 
geschlossenes, ringförmig in sich zurücklaufendes Kontinuum verwandelt. 
Man hat sodann durch eine besondere Definition den Begriff einer gänz- 
lich neuen Art von sogenannten geraden Linien, der uneigentlichen 
oder unendlich fernen Geraden geschaffen. Dadurch wurde erreicht, 
dafs auch die Gesammtheit aller „Geraden'' im Räume als ein (nach 
G. Cantors Definition) abgeschlossenes Kontinuum aufgefafst werden 
kann. Diese Gesammtheit ist bekanntlich durch Wertsysteme von sechs 
„homogenen" GrÖfsen darstellbar, Plückers Linienkoordinaten X,-*, die 
durch eine quadratische Gleichung 

(1) ^01^23 "T" ^02^31 "T" ^08^12 = ^ 

verbunden sind. „Stetige" Lagenänderungen einer Geraden werden 
definiert (oder sollten definiert werden: man thut die Sache in der 
Regel stillschweigend ab) durch stetige Änderungen ihrer Koordinaten, 
wobei blofs proportionale Änderungen als belanglos gelten, und un- 
begrenzte Annäherung an das bedeutungslose Wertsystem H ik = 0 
ausgeschlossen bleibt und bleiben darf. Diese Erklärung der Stetigkeit 
stimmt innerhalb des Bereiches der eigentlichen (reellen) Geraden über- 
ein mit der elementaren Erklärung, die auf dem Gebrauch Cartesischer 
Punktkoordinaten beruht. Sie erstreckt sich aber über dieses Gebiet 
hinaus, und bewirkt, dafs jede beliebige unendliche Menge von „Geraden" 
wohldefinierte Häufungstellen erhält. 

jfthruberiebt d. DeuUcheu Mntbera.-Vareiiiipuup. XI. Heft 3. 7 
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Man hat schliefslich diese Definition eines abgeschlossenen, vier- 
fach ausgedehnten Linienkontinuums noch dadurch erweitert, dafs man 
auch komplexe Gröfsen als Linienkoordinaten zuliefs, und so zu den 
zuvor erklärten, nunmehr als reell bezeichneten geraden Linien eine 
neue Begriffsbildung lugte, die imaginäre Gerade. Diese ist, wie 
übrigens auch schon die uneigentliche reelle Gerade, der geometrischen 
Anschauung nicht mehr unmittelbar zugänglich. Der Inbegriff aller 
reellen und imaginären Geraden bildet ein abgeschlossenes Kontinuum 
von der doppelten Dimensionenzahl des ersten. 

Vergegenwärtigen wir uns die Motivierung dieser Begriffsbildungen: 
Mit ihrer Hülfe, aber auch nur auf diese Weise, gelingt es bekanntlich, 
ausgedehnte Klassen geometrischer Sätze durch Worte auf eine ein- 
fache Art zu beschreiben. Man hat sich, mit gutem Grunde, gewöhnt, 
ein besonderes Interesse solchen Eigenschaften geometrischer' Figuren 
zuzuwenden, die nicht zerstört werden können durch eine kontinuierliche 
Gruppe von oo lh Transformationen, durch die Gruppe der sogenannten 
Kollineationen. Es ergiebt sich daraus das unabweisbare Bedürfnis, 
manche ursprünglich verschiedene Begriffe, wie z. B. die Begriffe 
„Parallelenbündel" und „Bündel gerader Linien durch einen Punkt" 
unter einen gemeinsamen Begriff zusammenzufassen. 1 ) 

Der algebraisch -geometrische Satz, auf dem die Zweckmässigkeit 
der genannten Begriffs bildungen beruht, pflegt nicht besonders hin- 
gestellt zu werden. Uns scheint aber eine ausdrückliche Formulierung 
nützlich. Sie lautet, soweit das Linienkontinuum in Frage kommt: In 
dem vierfach [achtfach j ausgedehnten „Plücker sehen" Linienkontinuum 
können die reellen [reellen und imaginären] Kollineationen (und ebenso 
die sogenannten Korrelationen) als überall wohldefinierte, eindeutige und 
stetige Transformationen erklärt werden. 

Diese Aussage ist deshalb bemerkenswert, weil sie für die vor- 
genommene Art der Erweiterung der ursprünglichen nicht-abgeschlossenen 
Linienmamiigfaltigkeit charakteristisch ist, also das Plückersche Linien- 
kontinuum definiert. 

Aus den angeführten Thatsachen geht nun hervor, dafs der moderne 
Begriff der geraden Linie (ebenso wie der des Punktes, der Begriff der 
Ebene u. s. w.) zwar in einem bestimmten Interessenkreis jzweckmäfsig (and 
praktisch sogar unentbehrlich) ist, dafs er aber keineswegs schlechthin- 
zweckmäfsig oder gar notwendig sein kann. 

1) Die Gründe, die zur Einführung der „imaginären geraden Linien" geführt 
haben, sind der Liniengeometrie nicht eigentümlich und brauchen hier nicht re- 
kapituliert zu werden. 
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Dies sollte eigentlich wohl als selbstverständlich gelten dürfen. 
Indessen fordert der gegenwärtige Zustand der Litteratur, der schon 
äu&erlich an dem allgemein üblichen Gebrauch des Wortes Linien- 
geometrie (statt projektiver Liniengeometrie) erkennbar ist, dazu heraus/ 
einen solchen Gedanken ausdrücklich hinzustellen. Sehen wir von 
einigen auf den Nicht-Euklidischen Raum bezüglichen Anfängen aller- 
neu esten Ursprungs ab, so existiert in der That, wie es scheint, noch 
keine andere Art von algebraischer „Liniengeometrie* als die Plückers. 
Was von entwickelungsfähigen Ansätzen vorliegt, hat es zu klaren 
Begriffen nicht gebracht 1 ); ja es scheint noch niemand auch nur an 
die Möglichkeit gedacht zu haben, dafs man den Grundbegriff der 
geraden Linie anders fassen kann, als unsere Vorgänger es zu thun 
gut fanden. 

Die Systeme von mathematischen Begriffen sind unsere Geschöpfe. 
Innerhalb der Schranken, die uns durch die Denkgesetze gezogen sind, 
können wir sie entstehen und vergehen lassen, nach freiem Belieben. 
Weil wir aber — übrigens durchaus nicht in jeder Beziehung — ein 
kritisches Geschlecht sind, so entäufsern wir uns freiwillig eines grofsen 
Teils unserer Schöpferkraft; und wir müssen das thun, müssen eine 
nicht leicht zu nehmende Motivierung neuer Begriffe fordern, wenn 
wir den Thatsachen nicht Gewalt anthun, wenn wir einander verstehen 
und nicht der Laune jedes Beliebigen Thür und Thor öffnen wollen. - j - 
Indessen kann auch begründete Vorsicht zu weit gehen. Wir suchen 
mit Überliefertem auch wohl da noch auszukommen, wo Bedürfnisse 
neuer Art vorliegen und neue Gestalten in Erscheinung treten sollten; 
und wir lassen vielleicht gar das Geschöpf zum Herren werden. So 
haben in der algebraischen Geometrie die projektiv-geometrischen Vor- 
stellungen sich eine Art von Monopol zu sichern gewufst. Und selbst 
innerhalb der projektiven Geometrie begegnen Begriffe, die, wie die von 
S. Lie eingeführten, ihren Ursprung anderswo haben, einem starken 
passiven Widerstand. 

Bisherige Erfahrungen sind also nicht gerade ermutigend für den, 
der neben die traditionellen andere Begriffsbildungen zu stellen ver- 

1) Dies gilt auch von einer Untersuchung des Herrn Johannes Petersen 
(Xouveau principe pour etudes de geome'trie des droites, Sitzber. der Kopenhagener 
Akademie, 1898, Nr. 6), die dem Verfasser, durch gütige Zusendung des Autor», 
kürzlich bekannt geworden ist. Der Inhalt dieser Arbeit hat mehrere Berührungs- 
punkte mit den weiterhin im Texte entwickelten Gedanken. Der Grundbegriff 
„Strahl" findet sich indessen nicht darin angedeutet, und einem beträchtlichen 
Teil der Darlegungen des Herrn Petersen können wir nicht oder nur mit Ein- 
schränkungen zustimmen. Die von ihm verwendete Methode ist überhaupt nicht 
ausreichend zur sachgemüfsen Behandlung des Gegenstandes. 

7* 
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suchen wilL Aber dafs die projektive Geometrie, besonders die so- 
genannte synthetische, die Geometrie ä la Poncelet und Steiner, schliefs- 
lich nur eine Ansicht ist von einer Sache, die sehr viele Seiten hat, 
und dafs es also nicht erwünscht sein kann, wenn fast immer nur diese 
Ansicht vorgezeigt wird, dürfte wenigstens im Prinzip auch von denen 
zugestanden werden, die persönlich nur dieses Spezialgebiet pflegen. 
Die Hoffnung darf nicht aufgegeben werden, dals eine weniger dog- 
matische Auffassung geometrischer Begriffe und eine freiere und viel- 
seitigere Behandlung des Stoffes der Geometrie schliefslich Boden 
gewinnen werden. 1 ) Die folgende Betrachtung mag vielleicht etwas 
dazu beitragen, uns einem solchen Ziele näher zu bringen. — 

L 

Wir werden (der kürzeren Darstellung wegen) mit der Definition 
eines neuen Linienkontinuums beginnen, und dann erst eine Gruppe 
von Transformationen erklären, die zu diesem Kontinuum eine ähnliche 
Beziehung hat, wie die Gruppe der Kollineationen zum Plückerschen 
Linienkontinuum. — Da der Gebrauch eines und desselben Wortes für 

1) Dafs die Begriffsbildungen der Geometrie nicht Schritt gehalten haben mit 
der auf diesem Gebiete geradezu ungeheuren Produktion von Einzelheiten, ist eine 
Bemerkung, die wohl jedem unbefangenen Beobachter sich aufdrangen niufs. Zu 
den Ursachen dieser Erscheinung dürften gehören die vielfach übliche Nicht- 
berücksichtigung des (redankeninhaltes der nilchstverwandten algebraischen und 
funktionentheoretischen Disziplinen und die tief eingewurzelte Gewohnheit vieler 
Geometer, Sätze zu formulieren, die „im allgemeinen 1 ' gelten sollen, d. h. einen 
klaren Sinn überhaupt nicltt haben, zudem noch häufig als allgemein gültig 
hingestellt oder mangelhaft begründet werden. Bei diesem Verfahren , das 
trotz etwanigen Verweisungen auf Träger sehr berühmter Namen späteren Ge- 
schlechtern sicher als ganz unzulässig erscheinen wird, in unserem „kritischen" 
Zeitalter aber von vielen als eine berechtigte KigenUimUchheit der Geometrie be- 
trachtet zu werden scheint, merkt, man natürlich nicht, dafs ausgedehnte 
Gruppen von Thataachen sich mit Hülfe der herkömmlichen Begriffe nur auf eine 
verwickelte Art korrekt darstellen lassen. So wird zugleich mit der Gründlichkeit 
eine Haupttriebfeder wissenschaftlichen Fortschritts ausgeschaltet. Mit Vorliebe 
zitieren Geometer einen Ausspruch v. Staudts, der auf das Bedürfnis hinweist, 
durch Bildung neuer Begriffe Ausnahmen von Regeln zu beseitigen, und auf den 
Gewinn, der der Wissenschaft aus solchen Begriffen erwächst. Ist es nicht Voraus- 
setzung für die Nutzbarmachung dieses Gedankens, dafs man sich um jene Aus- 
nahmen und um die mit ihnen häufig verbundenen Schwierigkeiten zum mindesten 
soviel kümmert, als nötig ist, um sie deutlich zu bezeichnen? Mit riecht beklagt 
es z. B. Herr R. Sturm, dafs der Geometrie bei uns nicht die Stellung zukommt, 
die sie einzunehmen verdient. Sollten aber nicht die Geometer diesen Zustand 
zum Teil selbst verschuldet haben? Ist nicht ein durchgehender Mangel an Prä- 
zision ein viel schlimmerer Übelstand als die gewöhnlich allein so genannten 
Fehler, die meistens leicht erkannt und berichtigt werden? 
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verschiedenartige Dinge Unzuträglichkeiten im Gefolge hat, so werden 
wir weiterhin nicht von „geraden Linien", sondern von Strahlen sprechen, 
indem wir die bisher von den Geometern unterschiedslos gebrauchten 
Worte Gerade und Strahl in der Bedeutung trennen. Wir beginnen 
also mit dem Begriff eigentlicher reeller Strahl, der genau dasselbe be- 
deutet, wie der Begriff „eigentliche reelle Gerade", aber auf andere 
Weise erweitert werden soll. Bei dem Erweiterungsprozefs selbst 
knüpfen wir nach Möglichkeit an geläufige Vorstellungen an. 

Wir bemerken zuerst, dafs es im reellen Strahlenraume, wie oo* 
Strahlen, so auch oo 4 Parallelenbüschel giebt, und dafs diese letzten 
und alle von ihnen beschriebenen geometrischen Örter paarweise als 
reziproke Figuren zusammengehören. Die Strahlen „reziproker" Parallelen- 
büschel durchsetzen einander orthogonal. Wir lassen nun im ersten 
zweier solcher Büschel einen Strahl ins Unendliche rücken, und bilden 
uns die auf den ersten Blick wahrscheinlich sehr befremdliche Vor- 
stellung, dafs beim Übergang zur Grenze der bewegliche Strahl zu 
einem „Punkt" zusammenschrumpft, dafs er nämlich in den unendlich 
fernen Scheitel 1 ) des reziproken Büschels übergeht. Wir fügen auf 
diese Weise zu den oo 4 reellen eigentlichen Strahlen oc 2 uneigentliche, 
oder, wie wir sagen wollen, Punktstrahlen, die als vollkommen identisch 
mit den gewöhnlich so genannten Punkten der „unendlich fernen 
Ebene" betrachtet werden können. Dafs eine derartige Zusammen- 
fassung nach der herkömmlichen Vorstellungsart heterogener Begriffe 
einen Sinn hat, beruht auf dem für alles weitere grundlegenden Satz: 

Der Inbegriff' der oo 4 eigentlichen und cx> 2 Punktstrahlen läfst sich 
als ein abgeschlossenes Kontinmm auffassen, und in diesem Kontinuum 
iä m. a, der beschriebene Grenzübergang eine stetige Operation. 

Es lassen sich nämlich die zweierlei genannten geometrischen Ge- 
bilde zusammen durch verschiedenartige Wertsysteme eines und des- 
selben Systems von sechs Veränderlichen X*, £kk darstellen, die durch 
die Gleichung 

(2) X 1 3e u + 3e,3E JS +X s 3E M = 0 

verbunden sind. Diese Gröfsen sind homogen, wie die Plückerschen 
Linienkoordinaten, aber in einem anderen Sinne des Wortes: eine 
Substitution der Form 

(3) ftt-vx« <*+■» 

ändert den durch diese Koordinaten dargestellten Strahl nicht. 

1) Dafs wir hier den Begriff „unendlich ferner Punkt'- fertig übernehmen, 
dient zur Erleichterung der Darstellung, da dieser Begriff einmal geläufig ist. 
Nötig ist es natürlich nicht. 
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Der bezeichnete Strahl ist eigentlich, wenn nicht zugleich $ 2 , £ s 

verschwinden. Verstehen wir dann unter " ' , * , 8 und * 1 , * * * n 

x * *o .Vo */o ?/o 

rechtwinklige Cartesische Punktkoordinaten, so lassen sich die Strahlen- 
koordinaten mit Hilfe der zugehörigen Plückerschen Linienkoordinaten 

wie folgt ausdrücken: 

(4) *, - X M , X» - : * M * 31 , u. s. f. 

Umgekehrt ist 

(6) x 01 = x„ *«--(.*• + $ + 



^2 
•^3 



u. s. w. 



Der dargestellte Strahl ist ein Punktstrahl, wenn ,\\ «= £ f = £ 3 = 0 
ist. Koordinaten des zugehörigen Punktes der unendlich 

fernen Ebene sind dann die Verhältnisgröfsen 

(6) 0 

Das Wertsystem .\'*=0, X kk — 0 bleibt ausgeschlossen. 

£fe%6 Lagenänderungen eines Strahles sind definiert durch stetige 
Änderungen der Koordinaten £i, £ki (nicht aber der Plückerschen 
Koordinaten X;*). Dabei bleibt unbegrenzte Annäherung an das Wert- 
System X k = 0, = 0 ausgeschlossen, und im Sinne der Gleichungen (3) 
proportionale Koordinatenänderungen gelten als bedeutungslos. 

Durch diese Bestimmungen wird ein abgeschlossenes Kontinuum 
von Strahlen erklärt. Der neue Kontinuitätshegriff ist innerhalb des 
Gebietes der eigentlichen reellen Strahlen identisch mit dem elementaren, 
und also auch mit dem Plückerschen. Als Ganzes betrachtet aber ist das 
definierte Strahlenkontinuum völlig verschieden von dem zuerst besprochenen 
Plückerschen Linienkontinuum. 

Während z. B. das Normalennetz einer eigentlichen Geraden, der 
Inbegriff aller eigentlichen Geraden, die sie senkrecht schneiden, durch 
oo 1 uneigentliche Gerade zu einem abgeschlossenen Kontinuum ergänzt 
wird, enthält das von Strahlen gebildete Normalennetz eines eigenÜichcn 
StrafdeSf entsprechend ergänzt, nur einen Punktstrahl. 

Viel tiefer greifende Unterschiede treten noch hervor, wenn man 
auch komplexe Werte von Strahlenkoordinaten zuläfst, und so einen 
weiteren Begriff des imaginären Strahles und ein zugehöriges Kontinuum 
erklärt. Dann zeigt sich, dafs schon die eigentlichen imaginären Strahlen 
mit den eigentlichen imaginären Geraden nicht durchweg identisch sind. 
Man betrachte die spezielle Hegelfläche, die unter dem Namen Cylindroid 
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bekannt ist. Fafst man sie als Ort von Geraden auf, und erweitert 
man sie, durch analytische Fortsetzung, ins imaginäre Gebiet hinein, so 
erhält man u. a. zwei der unendlich fernen Ebene angehörige imaginäre 
Erzeugende. Fafst man dieselbe Fläche dagegen als Ort von Strahlen, 
so fuhrt auch die Fortsetzung ins imaginäre Gebiet nur zu eufentlichen 
Strahlen. Während ferner in der Plückerschen Liniengeometrie das 
Cylindroid, wenn man seine reellen Geraden in ein ebenes Büschel 
übergehen läfst, in drei getrennte (zum Teil imaginäre) Flächen zerfällt, 
findet ein solches Zerfallen bei dem als Ort von reellen und imaginären 
Strahlen betrachteten Cylindroid nicht statt. Es besteht daher die 
Möglichkeit, in der Strahlengeometrie, keineswegs ebenso aber in der 
Plückerschen Liniengeometrie, die Begriffe „Cylindroid" und „ebenes 
Strahlenbüschel" (mit eigentlichem Scheitel) in einen einzigen Begriff 
zu verschmelzen. Wir nennen diesen neuen Begriff, der weiterhin zu 
verwenden sein wird, Strahlenhette. 

Als ein weiteres für das Folgende wichtiges Beispiel erwähnen wir 
die Figur aller oc 3 eigentlichen reellen Strahlen, die zu einer Ebene 
parallel sind. Wir nennen dieses Gebilde, nachdem wir ea zu einem 
im Kontinuum der reellen oder reellen und imaginären Strahlen ver- 
laufenden abgeschlossenen Kontinuum ergänzt haben, einen planaren 
StrahlcnJcomplejc. Ein solcher wird allgemein dargestellt durch eine 
Gleichung der Form 

Ergänzen wir dieselbe Figur, als Ort eigentlicher Geraden be- 
trachtet, zu einem im Plückerschen Linienkontinuum verlaufenden ab- 
geschlossenen Kontinuum, so entsteht ein sogenannter spezieller linearer 
Linienkomplex oder ein Liniengebüsch. 

Diese beiden analytischen Gebilde erweisen sich als mit sehr ver- 
schiedenen Eigenschaften ausgestattet. Man würde vergeblich versuchen, 
das eine auf das andere birational und überall -stetig abzubilden. 

Ebenso erhalten überhaupt alle Strahlenörter neue Eigenschaften. 
Zwei verschiedene reelle Strahlenbündel mit eigentlichen Scheiteln z. B. 
haben, gehörig ergänzt, nicht nur die Verbindungslinie ihrer beiden 
Mittelpunkte mit einander gemein, sondern aufserdem noch zwei imagi- 
näre Strahlen; und ähnliche Erscheinungen zeigen sich bei jedem 
Schritt 

Wie nun der Begriff' des Plückerschen Linienkontinuums dazu dient, 
gewissen grundlegenden geometrischen Sätzen, die nach der elementaren 
Auffassung Ausnahmen miterliegen, eine unbedingte (rültigkeit zu ver- 
leihen und dadurch weitere Entwickelungcn von bestimmter Art zu er- 
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leichtem, ebenso dient der Begriff des Strahlenkotdinuums demselben 
Zweck in Bezug auf andere und nicht minder ausgedelinte Klassen geo- 
metrischer Wahrheiten. 

Wir erläutern dies sogleich durch zwei sehr elementare, aher eben 
deshalb prinzipiell wichtige Beispiele. 

Denkt man sich Begriffe wie „Parallelismus" und „rechtwinkliges 
Schneiden" eigentlicher reeller Strahlen durch algebraische Beziehungen 
zwischen Strahlenkoordinaten dargestellt, so kann man umgekehrt die 
gewonnenen Formeln (die wir hier nicht anfuhren) zur Definition 
ebenso zu benennender Begriffe in dem Falle verwenden, wo es sich 
um imaginäre Strahlen handelt. Die Durchführung dieses Gedankens 
führt zu der Erkenntnis, dafs in der Strahlengeometrie die folgenden 
beiden Sätze bestehen, deren Korrelat in der Plückerschen Linien- 
geometrie nicht richtig ist: 

Irgend zwei reelle oder imaginäre nicht parallele eigenÜicfie Strahlen 
haben eine völlig bestimmte gemeinsame Normale. 

Zu jedem reellen oder imaginären Parallelenbüschel ist ein völlig 
bestimmtes zweites Parallelenbüschel reziprok. — 

Nach diesen Vorbereitungen gehen wir nun dazu über, eine Gruppe 
von Transformationen zu erklären, die mit unserem Strahlenkontinuum 
verbunden ist. Wir mögen etwa die drei Gröfsen X k k und die sechs 
Produkte zusammen als homogene Punktkoordinaten in einem 

„Räume" (d. h. einem projektiven Punktkontinuum) von acht Dimen- 
sionen deuten. Dann entstehen alle Punkte einer algebraischen Punkt- 
mannigfaltigkeit von der sechsten Ordnung, die eindeutig umkehrbar 
und durchaus -stetig auf das Strahlenkontinuum abgebildet ist. Diese 
Mannigfaltigkeit M 4 gestattet eine projektive kontinuierliche Gruppe 
mit 17 Parametern. Ihren Transformationen entsprechen die Trans- 
formationen einer gewissen Gruppe 6r 17 , deren Raumelement der Strahl 
des erklärten Kontinuums ist, oder doch sein kann. 

Wir nennen diese letzten Transformationen radial -koUinear oder 
radiale KoUineationen. 

Die radialen Kollineatiomm sind in dem erklärUm Strahlenliontimtum 
überall wohldefiniert, eindeutig und stetig. 

Sie fuxljen (als reelle stetige oder auch ah analytische Trans- 
formationen selbst nur eigentlicher Strahlen betrachtet) die für sie charakte- 
ristische Eigenscfiaft , aus dem Normalennetz eines eigentlichen Strahls, 
also aus den <x>* Stralüen, die einen solchen rechtwinklig schneiden, immer 
wieder eine Figur dersettten Art hervorgehen zu lassen. 
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Alle diese Transformationen werden analytisch dargestellt durch 
Gleichungen der folgenden Form: 

£x — «xl#l + «x2#2 + «xS^S, . (x = I,*,8) 



1=3 k 



V V X 
•Ml ,X M Ä 



33 



"21 a 2i «SS 
«31 «S2 «33 



s s 



«2i «3. 



1 1 «V "*J 



u. s. w. Dabei ist A* =4= 0, a n a s$\ ^ ® anzunehmen, und die 
Matrix a ije ist nur bis auf ein beliebiges Vielfaches der Matrix a, x 
bestimmt. Proportionale Änderungen der Gröfsen a,*, a,-* ändern die 
dargestellte Transformation nicht. Es bleiben also 9 + 9 + 1 — 1 — 1 = 17 
wesentliche Parameter in den Formeln (7). 

Hiermit haben wir die Definition einer besonderen geometrischen 
Disziplin vor uns, die der Verfasser als radial-projektive Geometrie be- 
zeichnet: Dieser Zweig der Geometrie handelt von solchen Eigenschaften 
von Figuren des erklärten Strahlenlontinmims, die durch beliebige radiale 
Kollineationen niclit zerstört werden können. 

Die angefahrte Definition ist noch einer Abänderung fähig, die 
wir ihrer prinzipiellen Bedeutung wegen nicht ganz übergehen können. 
Statt von dem bezeichneten Strahlenkontinuum kann man nämlich auch 
von einem anderen ausgehen, in dem die cc* eigentlichen Strahlen 
nicht durch oo J , sondern durch <x> 3 besonders zu definierende „un- 
eigentliche" Strahlen ergänzt sind. Man kann dann ähnlich wie zuvor 
eine Gruppe von oo 17 eindeutigen Transformationen erklären, und diese 
haben den gleichen Anspruch auf die Bezeichnung „radiale Kollineationen", 
wie die vorher definierten: Soweit eigentliche Strahlen in Frage kommen, 
sind beide Gruppen vollkommen identisch. Es giebt also noch eine 
andere Art „radial - projektiver Geometrie". Wir drücken das Wesen t- 
liche dieses Gedankens so aus: 

Es giebt zwei in Bezug auf die radialen KoUineaüonen natürliche 
StraMenkontinu a. 

Jedes von beiden ist ein Seitenstück zu dem einzigen Plückerschen 
Linienkontinuum. 

Im folgenden ist immer nur von dem ersten jener Kontinua 
die Rede. 

Dafs weitere in ähnlichem Sinne „natürliche" Strahlenkontinua 
nicht existieren, dafs also die beiden genannten zusammen durch die 
Gruppe 6r 17 von Vertauschungen der eigentlichen Strahlen vollständig 
farcricterisiert sind, läfst sich auf Grund strenger Definitionen und 
Schlüsse nachweisen, 
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Es ist ferner folgendes zu bemerken. Im Strahl enranme giebt es 
aufser den Strahlen selbst noch eine zweite Art von vier (reellen oder 
komplexen) Konstanten abhängiger Figuren, die von den radialen 
Kollineationen durch eine zu diesen holoedrisch-isomorphe Gruppe ver- 
tauscht werden, nämlicji die ParalMenbiischel. Di ese können eben- 
sowohl wie die Strahlen als Grandgebilde der Geometrie betrachtet und 
zweckmäfsigerweise als Raumelemente gewählt werden. Auch sie lassen 
sich auf einfache Art durch Koordinaten darstellen. Es dienen dazu 
sieben Gröfsen Sl, <P X , die durch die Gleichung 

verbunden, und in dem Sinne homot/en sind, dafs Substitutionen der Form 

(9) Sl'=~0 r-Q, Si^d-Sif O; = r-0> x («,f + oj 

als bedeutungslos gelten. Die Gröfsen Si und die Gröfsen & x dürfen 
nicht gleichzeitig verschwinden. Das zum Büschel & f 4>) reziproke 
Büschel hat die Koordinaten 

(10) = 

Auch die Mannigfaltigkeit der <x>* („eigentlichen") Parallelenbüschel läfst 
sich sodann durch eine Neuschöpfung von „uneigentlichen Parallelen- 
büscheln" zu abgeschlossenen Kontinuis erweitern, in denen die gleich- 
falls (durch analytische Festsetzung) erweiterten radialen Kollineationen 
wohldefiniert, eindeutig und stetig sind: 

Es giebt vier gegenüber den radialen Kollineationen natürliche Kon- 
tinua von Parallelenbüscheln. 

Wie die Gruppe der so 17 radial-kollinearen Vertauschungen eigent- 
licher Strahlen in gewisser Weise definiert, ist durch jedes der beiden 
natürlichen Kontinua von Strahlen, ebenso ist sie auch definiert durch 
jedes der vier natürlichen Kontinua von Parallel enbu schein. — 

II. 

Soll es sich nun darum handeln, das Vorgetragene durch An- 
wendungen zu erläutern, so stehen wir vor der Schwierigkeit, die immer 
da vorliegt, wo in wenigen Worten ein Begriff von einem ausgedehnten 
und fremdartigen Stoff gegeben werden soll. Und dazu kommt hier 
noch eine weitere Schwierigkeit der Darstellung. Die reellen geome- 
trischen Orter, Regelflächen, Kongruenzen und Komplexe, die in der 
Plückerschen Liniengeometrie betrachtet werden, sind überall auf andere 
Weise als üblich zu abgeschlossenen Kontinuis zu ergänzen, und es 
treten anders geartete imaginäre Figuren hinzu. Darin, dafs analytische 
Gebilde, die teilweise identisch sind und für die Anschauung sogar 
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völlig zusammenfallen können, dennoch ganz verschiedene Eigenschaften 
haben, liegt unzweifelhaft eine Schwierigkeit für Darstellung sowohl 
als Verständnis der neuen Disziplin. 1 ) Der ganze Stoff der Strahlen- 
geometrie wird sodann nach anderen Gesichtspunkten zu ordnen sein, 
als der der Liniengeometrie: Als äquivalent haben solche Figuren zu 
gelten, die durch radiale Kollineationen in einander übergeführt werden 
können. Äquivalente Figuren werden unter denselben Begriff zu fassen 
sein: Also wird die Ausbildung einer besonderen Terminologie notwendig, 
wenn man sich nicht mit schleppenden Umschreibungen behelfen will. 
Geeignete Kunstausdrücke zu finden, ist aber heute auch keine ganz 
leichte Sache mehr, zumal die Mehrzahl der Mathematiker nicht ohne 
Grund einer Erweiterung des terminologischen Apparats überhaupt ab- 
geneigt ist. Sehr mifslich ist es endlich meistens, geläufige Worte in 
einer abgeänderten Bedeutung zu verwenden, wie wir es z. B. mit dem 
Worte Strahl und den davon abgeleiteten thun. Eine Form der Dar- 
stellung zu finden, die den sachlichen und zugleich auch historischeu 
Rücksichten vollständig Rechnung trägt, dürfte unter diesen Umständen 
nahezu unmöglich sein. Wir bitten eine wohlwollende Kritik, sich 
diese Schwierigkeiten gegenwärtig zu halten. 

Wir beginnen damit, einen bereits angeführten Satz in eine zweck- 
mäfsigere Form zu bringen. 

Daraus, dafs eine radiale Kollineati on aus dem Normalennetz eines 
eigentlichen Strahls stets wieder ein solches hervorgehen läfst (nicht 
aber aus der Axe des ersten Netzes notwendig auch die Axe des zweiten), 
folgt, dafs diese Transformationen paarweise zusammen gehören, dafs 
je zwei von ihnen, wie wir sagen wollen, diskordant sind. Wir setzen 
daher die ganze Mannigfaltigkeit von Strahlen, Parallelenbüscheln u. s. w. 
doppelt, wir überdecken sie mit zwei Blättern und reden z. B. von 
Strahlen X eines ersten Blattes des Strahlenraumes, und von Strahlen U 
eines zweiten. Dann können wir sagen: 

Schneiden zwei eigentliche Strahlen X, II einander unter reclüem 
Winkel, so ivird diese Eigenschaft nicht zerstört durcli diskordante radiale 
Kollineationen; und die radialen Kollineationen sind durch diese Eigen- 
schaft charakterisiert. 

Durch Vertauschung beider Blätter (X ' = U, II ' = X) entsteht eine neue 
Schar von ^"Transformationen, die man radiale Korrelationen nennen kann. 

1) Es mag nützlich sein , auf eine verwandte und wegen ihrer gröfseren 
Einfachheit leichter zu verstehende Erscheinung hinzuweisen, die bereits in älteren 
Untersuchungen aufgetreten ist: Wir erinnern an die verschiedenartigen Ergän- 
zungen des elementaren Puuktkontinumns in der projektiven Geometrie und in 
der Geometrie der Inversionen. 
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K. Stihy: 



Die Konstruktion der gemeinsamen Normale zwischen zwei nicht 
parallelen Strahlen desselben Blattes ist eine gegenüber radialen Kollinea- 
ti onen (und Korrelationen) invariante Konstruktion, wenn man die 
Normale zu dem anderen Blatt rechnet. Übereinanderliegen zweier 
Strahlen beider Blätter ist dagegen eine nicht invariante Eigenschaft 

Die Ahnlichkeitstransformationen des Euklidischen Raumes sind, 
wenn man als ihre Objekte zunächst reelle Strahlen betrachtet, und 
sie dem entsprechend in das Kontinuum der reellen und imaginären 
Strahlen hinein fortsetzt, trivialer Weise radiale Kollineationen: Es sind 
die, die mit den zu ihnen diskordanten zusammenfallen, die mit der 
,,ab8oluten Korrelation" X' = U, U' = .\' vertauschbar sind, oder endlich 
das Übereinanderliegen zweier Strahlen X, U nicht zerstören. 

Um zu einer klaren Einsicht in das Verhältnis der Euklidischen 
Geometrie zu der ihr hiernach übergeordneten radial-projektiven Geo- 
metrie zu kommen, betrachten wir kurz die invarianten kontinuierlichen 
Untergruppen, einmal der Gruppe G l7 der radialen Kollineationen, 
dann der Gruppe g 7 der Ähnlichkeitstransformationen. Beide Systeme 
von Gruppen können vollständig bereits durch ihre Parameterzahlen 
bezeichnet werden, nach folgendem Schema: 

Hier bedeutet g 6 die Gruppe der Euklidischen Bewegungen. Die 
entsprechende Untergruppe (Är>= 1) 6r lfi von G 17 bezeichnen wir aus 
einem Grunde, der hier nicht auseinandergesetzt werden kann, als 
Gruppe der dualen Kollineationen. 

g A ist die Gruppe der Perspektiven Ahnlichkeitstransformationen, 
derer, die alle Punkte der unendlich fernen Ebene einzeln in Ruhe 
lassen. Analog ist G 9 die Gruppe aller radialen Kollineationen, die 
alle Punktstrahlen einzeln in Ruhe lassen. 

g s ist die dreigliedrige Gruppe der Schiebungen, Durchschnitt der 
Gruppen g 6 , # 4? von vertauschbaren Transformationen gebildet. Ana- 
log ist G B der Durchschnitt der Gruppen G l(i , G 9 , wiederum eine 
Gruppe vertauschbarer Transformationen. Wir nennen ihre oo 8 Trans- 
formationen duale Schiebungen. 

Es wird nun folgender Satz verständlich sein: 

Die Gruppen g 7 , g 6 , </ 4 , g s mit Strahlen als Objekten ihrer 
Transformationen sind der 'Reihe nach enthalten in den Gruppen G llf 
G l6 , G 9 , G 8 . Sie werden gebildet von allen Transformationen dieser 
letzten Gruppen, die eine bestimmte imaginäre Strahlenkongruenz , die 
„absolute Kongruenz" in Hüfte lassen. 
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Diese besteht aus cv l Paraüelenbüsrheln, nämlich aus allen (eigent- 
liclien) Parallelenbüscheln, die zu sich selbst reciprok sind. Die oo 1 Punkt- 
strahlen dieser Büschel bilden den imaginären sogenannten absoluten 
Kegelschnitt der Euklidischen Geometrie. 

In Parallelbüschelkoordinaten wird die absolute Kongruenz dar- 
gestellt durch die Gleichungen: 

(12) Ä-0, ÄJ + ÄJ + ÄJ-0, 0J + $i-fOj = O, 
in Strahlenkoordinaten durch die Gleichungen: 

(13) XJ+XJ + SJ-O, X u :3E M :X 38 = 3t 1 :^:3£ 3 . 
Nützlich ist ferner folgender Satz: 

AUe Transformationen der Gruppen G 9 und G l7 werden dadurcfi 
gefunden, dafs man Transformationen der Gruppen G 8 und 6r 16 mit 
solchen einer eingliedrigen Gruppe von Perspektiven Ähnlichkeitstrans forma- 
tionen (irgend einer nicht zu g s gelwrigen eingliedrigen Untergruppe von 
zusammensetzt 

Die Aufgabe, mit elementaren Hülfsmitteln alle (reellen) radialen 
Kollineationen herzustellen, läfst sich aus diesem Grunde zurückführen 
auf die Konstruktion der dualen Kollineationen. Diese aber läfst sich 
sehr einfach bewerkstelligen: 

Irgend vier Strahlen, deren keine drei demselben planaren 
Komplex (S. 103) angehören, können durch eine ('i)iziue duale Ji.olltneat'ion 
übergeführt werden in irgend vier andere gleiclter Eigenschaft. 

Um zu einem beliebigen (eigentlichen) Strahl den zugeordneten zu 
finden, hat man nur zu wiederholten Malen eine einzige Konstruktion 
aufzuwenden, nämlich das Zielten der gemeinsamen Normale zwisefien 
zwei nicht parallelen Strahlen dessell)en Blattes. 

Man achte wohl auf die prinzipielle Bedeutung des Uinstandes, 
dafs die benutzte Hülfskonstruktion auch im imaginären Gebiete niemals 
unbestimmt werden kann. 

Wir wenden uns zur Betrachtung von Strahleuörtern. 

Einen analytischen Ort von r%j* Strahlen nennen wir einen StraJilm- 
komplex, einen analytischen Ort von oq 2 Strahlen eine Kongruenz, einen 
analytischen Ort von oq 1 Strahlen ein Band. 1 ) Wir betrachten hier nur 
solche Kongruenzen und Strahlenbänder, die nicht ganz aus Punkt- 
strahlen bestehen. Ein Band paralleler Strahlen heilst Cylinder. Die 
einfachsten nicht cylindrischen Bänder sind die Ketten (S. 103). 

1) Ein Strahleuband , das dem Komplex X\ -j- £8 H~ £§ = 0 angehört, kann 
nicht als Fläche, nicht als Ort von oc* Punkten oder Ebenen betrachtet werden. 
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E. Study: 



Jede Kette ist zu jeder anderen radial- und insbesondere auch dual- 
projektiv. 

Die Ketten sind Trägerinnen binärer Gebiete, und diese sind durch 
die radial-projektive Beziehung projektiv auf einander bezogen. Alle 
Strahlen einer Kette stehen senkrecht auf einem bestimmten Strahl, 
der Hauptachse der Kette, in deren Normalennetz die Kette also liegt. 

Im Normalennetz eines eigentlichen Straf Us geht durch drei Strahlen, 
deren keine zwei parallel sind f eine völlig hestimtnte Kette. 

Von den Ketten handelt u. a. folgender merkwürdiger Satz: 

Wenn zwei Ketten so liegen, da/'s kein StraJd der einen senkrecht 
steht auf der Hauptachse der anderen , so geJiören sie einem bestimmten 
Tripel von einander verschiedener Ketten an. 

Die Kongruenz aller Stralden, die auf Strahlen von zweien der zu 
etnent Tripel vereinigten Ketten senkrecht stellen, ist dieselbe, welche zu ei 
Ketten man auch aus dem Tripel Iwrausgegriffen haben mag. 

Die prinzipielle Bedeutung des Begriffs Kette tritt hervor in einem 
Satze, dessen Grundgedanke von Hamilton herrührt: 

Wenn die eigentlichen Strahlen einer analytischen Kongruenz nicht 
auf Cylinder verteilt werden können, so bilden die gemeinsamen Normalen 
zwischen einem Kongruenzstrahl allgemeiner Lage und seinen Nachbar 
strahlen eine Kette. 

Natürlich mufs genau erklärt werden, was unter einem Kongruenz- 
strahl „allgemeiner Lage" zu verstehen ist. Hier, wo es sich nur um 
eine Orientierung handelt, sehen wir davon ab. 

Der letzte Satz führt, wenn man auch die ausgeschlossenen Kon- 
gruenzen mit in den Kreis der Betrachtung zieht, zu einigen besonders 
merkwürdigen Familien von Strahlenkongruenzeu. 

Wenn zwei analytische Kongruenzen von StraJtlen in solcher Be- 
ziehung zu einander stehen, da/s innerhalb eines regulären Bereielis jeder 
Strahl der einen Kongruenz senkrecht geschnitten wird von oo l Strahlen l / 
der anderen und umgekehrt, so sind folgende Fülle möglicJt: 

Entweder liegt die eine Kongruenz in einem plana ren Komplex und 
ist ülrrigens beliebig, und die andere ist ein Paralleletibündel. 

Oder beide Kongruenzen können von Parallelenf)üseheln Itcscliriehcn 
werden, und diese Büschel und damit zugleich die Kongruenzen selbst 
sind zu einander reziprok. 

Oder drittens, jede von beiden Kongruenzen besteht aus allen ge- 
meinsamen Normalen von Strahlen der anderen. 

1) ü. h. von einem analytischen Kontinuuin mit einem (komplexen) Para- 
meter. 
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Besonders merkwürdig sind die Kongruenzen der letzten Familie: 
Diese hängen nur von einer endlichen Zahl von Parametern ab. Wir 
nennen sie aplanare Kettenkongruenzen. 

Von ihnen handeln die folgenden Sätze: 

Es flieht oo H aplanare Kettenkongruenzen, die, icie angegeben, paar- 
weise zu einander reziprok sind. Durch irgend vier Strahlen, deren keine 
drei in einem planaren Komplex liegen } geld eine einzige aplanare Ketten- 
kongruenz. Jede aplanare Kettenkongruenz kann in jede andere durch 
eine einzige duale Schiebung übergeführt werden. 

Ein spezielles Paar solcher reziproker Kongruenzen ist ein doppelt 
überdecktes Strahlenbündel mit eigentlichem Scheitel; aus dieser ein- 
fachen Figur also entstehen alle anderen Paare durch diskordante duale 
Schiebungen. Die Strahlen irgend eines Paares können eindeutig-um- 
kehrbar zugeordnet werden den Punkten und Geraden einer Ebene, 
derart, dafs Punkt und Gerader in vereinigter Lage einander orthogonal 
schneidende Strahlen entsprechen. Die Strahlen der einen Kon- 
gruenz, die einen Strahl der reziproken Kongruenz senkrecht schneiden, 
bilden immer eine Kette. Jede aplanare Kettenkongruenz besteht ganz 
aus eigentlichen Strahlen; jede hat in jedem Parallelenbündel einen 
einzigen Strahl. 1 ) 

Jede analgtiscJte Transfornuition der Strahlen, die die aplanaren 
Kettenkongruenzen unter einander vertauscht, ist radial-projektiv. 

In den nächsten Sätzen betrachten wir des kürzeren Ausdrucks 
wegen nur reelle Figuren, bemerken aber, dals diese Beschränkung nicht 
wesentlich ist. 

Die Strahlen irgend einer aplanaren Kettenkongruenz bleilmi einzeln 
in Buhe bei sämtlichen Transformationen einer eingliedrigen kontinuier- 
lichen Gruppe von G$. Umgekehrt definiert jede solche Gruppe, die nicht 
der Untergruppe G s angehört, eine aplanare Keüenkongruenz. 

Jede der genannten Transformationen reduziert sich für die Strahlen 
eines Ijeliebigen Parallelcnhündels auf eine Perspektive Ahnlichkeitstrans- 
fonmtion von konstantem VergrÖfserungsverfuiltnis, die den in der Kon- 
gruenz entftaltenen Strahl des Bündels in Buhe läfst. 

Hat das genannte Verhältnis deu Wert - 1, so ist die Trans 
formation involutorisch ; der Abstand irgend zweier einander zugeordneter 
Strahlen wird dann durch den zu ihnen parallelen Kongruenzstrahl 
halbiert Wir nennen diese besondere Transformation Spiegelung an der 
aplanaren Kettenkongruenz. 

1) Alle diese Sätze gelten auch im imaginären Gebiet ausnahmslos. Sie sind 
in dieser einfachen Form der radial-projektiven Geometrie eigentümlich. 
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E. Stddt: 



Jede mvolutorische Transformation der Gruppe G 9f also jede involu- 
torische radiale Kollineation, die alle Punktstrahlen in Rahe läfst, ist 
eine Spiegelung an einer aplanaren Kettenkongruenz. 

Jede duale Schiebung, also jede Transformation von G 8t kann (auf 
cx> 8 Arten) durch Zusammensetzung zweier Spiegelungen an aplanaren 
Kettenkongruenzen erzeugt werden. 

Ferner lieben wir hervor: 

Teilt man die Abstände paralleler Strahlen zweier beliebiger aplanarer 
Kettenkongruenzen in einem konstanten voti der positiven Einheit ver- 
schiedenen Verhältnis, so ist der Ort der so konstruierten Strahlen eine 
neue aplanare Kettenkongruenz. 

Auf diesen Sätzen beruht ein geometrisches Rechnen mit aplanaren 
Kettenkongruenzen, verwandt der Möbiusschen Punktrechnung. 

Die aplanaren Kettenkongruenzen haben auch sehr ausgezeichnete 
metrische Eigenschaften. Konstruiert man die gemeinsamen Normalen 
zwischen je zwei reellen gleichartigen Erzeugenden eines Hyperboloids, 
so entsteht ein Teil der reellen Strahlen einer aplanaren Kettenkongruenz: 
Diese sind, wenn man von den Strahlenbündeln absieht, im reellen Ge- 
biete identisch mit den Linienkongruenzen, die besonders eingehend Herr 
Waeisch unter dem Namen von Transversalenkongruenzen betrachtet 
hat. 1 ) Die angeführten Sätze, die sich noch sehr vermehren liefsen, 
stellen bisher wahrscheinlich ganz unbekannte Eigenschaften dieser 
Figuren dar. 

Einen Grenzfall der aplanaren Kettenkongruenz nennen wir planare 
KeUenkongruenz. Das Strahlenfeld, das zu einer beliebigen reellen eigent- 
lichen Ebene gehört, ist eine solche Kongruenz; und jede andere „pla- 
nare" Kettenkongruenz ist zu dieser speziellen Figur dual -projektiv. 
Es giebt <x> 7 planare Kettenkongruenzen. Jede von ihnen ist Ort von 
oo 1 Parallelenbüscheln; die zu diesen reziproken Büschel erfüllen eine 
zweite, zur ersten reziproke planare Kettenkongruenz, die im Falle des 
Strahlenfeldes mit der ersten sich deckt. 

Die reellen Strahlen einer beliebigen reellen planaren Kongruenz 
entstehen entweder aus denen einer Kette durch die Schiebungen senk- 
recht zu deren Hauptaxe, oder, im allgemeinsten Falle, aus den 

1) Die Brennflächen dieser Kongruenzen stehen an Reichtum und Schönheit 
ihrer Eigenschaften (unter denen sich Beziehungen zur Theorie der elliptischen 
Funktionen finden; wohl hinter keiner bekannten Gattung von speziellen Flächen 
höherer Ordnuug zurück. 

In der Versammlung wurden Zeichnungen einer solchen Brennfläche vor- 
gewiesen, die von Herrn stud. W. Vogt in Greifswald hergestellt worden sind. 
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Tangenten einer Parabel durch Perspektive Ähnlichkeitstransformationen, 
deren Centrum senkrecht über dem Brennpunkt der Parabel liegt. 

Eine Fülle von merkwürdigen Eigenschaften hat eine Gattung von 
Strahlenkongruenzen, die teils zu der zweiten, teilweise aber zur ersten 
der drei definierten Familien gehören. Wir erklären: 

Eine analytische Strahlenkongruenz heifst synektisch, wenn die ge- 
meinsamen Normalen zwisclum einem Kongruenzstrahl allgemeiner Lage 
und seinen Nachbarstrahlen in einem einzigen Parallelenbüschel liegen. 

Von diesen Kongruenzen gelten u. a. folgende Sätze: 

Jedes von eigentlichen Strahlen gebildete analytiscJw Band, das kein 
Cylinder ist, liegt in einer einzigen synektisclwn Kongruenz. 

Jede synektische Kongruenz wird von oo 1 Parallelenbüscheln gebildet. 
Die zu diesen reziproken Büschel erfüllen eine neue Kongruenz. Liegt 
die gegebene Kongruenz nicht in einem planaren Komplex f so ist auch 
die zweite Kongruenz synektisch, und zu der ersten „reziprok". 

Im anderen Falle ist die zweite Kongruenz ein Parallelenbündel, 
also nicht synektisch, und nicht zur Definition der ersten brauchbar. 

Unter den verschiedenen Arten, synektische Kongruenzen analytisch 
auf einander abzubilden, giebt es eine besonders interessante, für die 
wir ebenfalls das Wort synektisch brauchen. Die „synektischen" Ab- 
bildungen synektischer Kongruenzen umfassen erstens die ^««^projektiven, 
zweitens Beziehungen, die dadurch entstehen, dafs man (innerhalb zweier 
geeigneter regulärer Gebiete) Strahlen beider Kongruenzen einander 
zuordnet, die einen und denselben Strahl einer dritten synektischen 
Kongruenz orthogonal schneiden. Durch Zusammensetzung beider 
Arten von Zuordnungen, wobei jede höchstens einmal verwendet wird, 
entsteht die allgemeinste Abbildung zweier synektischer Kongruenzen, 
die wir synektisch nennen. 1 ) 
Es gilt nun der Satz: 

Sind zwei synektische Kongruenzen synektisch auf eine dritte bezogen, 
so sind sie dadurch auch auf einander synektisch bezogen. 

Wenn also die gemeinsamen Normalen zwischen irgendwie analy- 
tisch-zugeordneten Strahlen der ersten und zweiten Kongruenz eine 
neue synektische Kongruenz definieren (durch die dann die Zuordnung 
selbst erklärt ist) und wenn dasselbe der Fall ist in Bezug auf die 
zweite und dritte Kongruenz, so ist es auch der Fall in Bezug auf die 
erste und dritte Kongruenz, oder man kann eine solche Lagenbeziehung 

-._ ' . * • 

1) Einfacher lälst «ich die synektische Beziehung analytisch erklären. 
J»hreib«richt d. üeuUchen M»thein.-Verelniguug. XI. lieft 3. 8 
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dadurch herbeiführen, dafs man die dritte Kongruenz einer dualen Col- 
lineation unterwirft. 

Zu den synektischen Kongruenzen gehöreu das Norraalennetz 
eines eigentlichen Strahls, und die absolute Kongruenz. 

Die absolute Kongruenz gehört zu einer Gattung von rationalen 
Strahlenkongruenzen, die alle zu einander radial- und überdies dual- 
projektiv sind, und saniuit ihren reduzibolen Ausartungen (deren Bestand- 
teile nicht durchweg synektisch sind) konische Kongruenzen genannt 
werden sollen. Diese haben dual-projektive [metrische j Eigenschaften, 
die nahe verwandt sind denen der Kegelschnitte in der ebenen pro- 
jektiven [Nicht-Euklidisch enj Geometrie. 

Es gilt z. B. der folgende Satz: 

Sind zwei Normalenmtze eigentlicher Strahlen derart dua l -projektiv 
auf einander bezogen, dafs kein Sirahl des einen i)arallel ist zu dem ihm 
entsprechenden Stralü des amleren, so ist der Ort der gemeinsamen Nor- 
malen zwischen zugeordneten eigentlichen Strahlen eine irreduzibele konische 
Kongruenz, und alle eigentlichen Strahlen dieser Kongruenz werden so 
gefunden. 

Die oo 1 Punktstrahlen der Kongruenz ergeben sich nachträglich 
durch analytische Festsetzung. 

Die Hauptachsen der erzeugenden Normaletinetze gehören zu der 
konischen Kongruenz, und sind zwei beliebige nicld parallele unter ihren 
eigentlichen Strahlen: Au* je zwei solchen wird die Kongruenz durch 
dual -projektive Normalennetze projiziert, die zur Erzeugung der Kon- 
gruenz geeignet sind. 

Es kann daher u. a. ein Satz formuliert werden, der ganz ähnlich 
ist dem Pascalschen oder Briancho n sehen Satz der ebenen projek- 
tiven Geometrie, und auch eine ganz ähnliche Tragweite hat. Man 
kann einen Begriff konfokaler oder konzyklischer konischer Kongru- 
enzen bilden, ein Analogon zum Ivory sehen Satz und zu den ellip- 
tischen und Laineschen Koordinaten aufstellen u. a. m. 

Die synektischen Kongruenzen überhaupt erhalten noch ein be- 
sonderes Interesse durch ihre Beziehungen zur Euklidischen Geometrie. 

Die Strahlen einer syneliischen Kongruenz sind, soweit sie nicht zu 
Strahlen der absoluten Kongruenz parallel sind, identisch mit dm Normalen 
einer ScJiaar paralleler abwickelbarei' Flächen. Umgekehrt liegen die Nor- 
malen irgend einer unebenen analytischen abwickelbaren Fläche in einer 
synektischen Kongruenz. l ) 

1) Die Tangentenfläche einer Kurve mit Minimalgeraden als Erzengenden 
oder ein Kegel der Art gilt nicht als „abwickelbar 41 . 
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Es ist wohl zu beachten, dafs der Begriff der synektischen Kon- 
gruenz Kongruenzstrahlen und ganze Kongruenzen einschliefst, die dem 
Komplex -f- + 3t*i = 0 angehören, und dafs daher auf den letzten 
Satz allein eine hinreichend umfassende Definition dieser Kongruenzen 
nicht gegründet werden kann. — Als eine weitere Probe solcher 
metrischer Beziehungen teilen wir folgenden Satz mit: 

Man ordne innerludb regulärer Gebiete zweier analytischer nicht 
ebener abwickelbarer Flächen zwei analytische Kurven, die nicht Erzeu- 
gende sind, einander zu, nach einem beliebigen analytischen Gesetz. Von 
entsprechenden Punkten aus trage man auf den zugehörigen Erzeugenden 
veränderliche Abstände r, r' ab, und setze fest, dafs 

r:r = ± de : dö', 

wo da und de' die entsprechenden Winkel zivischen konsehdiven Nor- 
malen der Fläche (längs der auf einander bezogenen Kurven) bedeuten. 

Dadurch werden die beiden Flächen und mit ihnen ihre Normalen- 
kongruenzen auf zwei Arten auf einander abgebildet. ' 

Von den so konstruierten Zuordnungen zwischen Strahlm ziveier syti- 
cktischer Kongruenzen ist immer die eine (niemals aber die andere) syn- 
ektisch, und sie ist überdies eine völlig beliebige synektische Beziehung 
zwischen diesen Kongruenzen. 

D. h., konstruiert man die gemeinsamen Normalen zwischen zu- 
geordneten Kongruenzstrahlen, so erhält man wieder die Normalenkon- 
gruenz einer Schaar abwickelbarer Flächen (oder einen Teil von deren 
Strahlen); oder es genügt, wenn dies nicht der Fall sein sollte, eine 
dual-kollineare Transformation (z. B. schon eine geeignete Bewegung) 
der einen Kongruenz, um den Ausnahmefall zu beseitigen. 

Betrachten wir schliefslich noch einige Komplexe von Strahlen. 

Jeder algebraische Strahlenkomplex kann durch eine einzige homogene 
Gleicliung 3i kk ) = 0 rein dargestellt werden (deren linke Seite 

überdies mit Hülfe der Identität (2) in eine bestimmte Form gesetzt 
werden kann). 1 ) g bedeutet eine ganze rationale Funktion. 

Die einfachsten Strahlenkomplexe nächst den planaren (deren 
Eigenschaften wir ganz übergehen müssen) sind die quadratischen, die, 
deren Gleichungen die Form 

haben. Ist 

so nennen wir einen solchen Komplex regulär. 

1) Ein ahnlich lautender Satz besteht bekanntlich in der Plücke rächen 
i»inieiigeometrie. 

8* 
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Die reellen eigentlichen Strahlen eines reellen Komplexes der Art 
sind identisch mit den reellen eigentlichen Geraden eines speziellen 
(P lücker sehen) quadratischen Linienkomplexes. Ist £%?i k % k = 0, 
aber nicht Ä t = % = Sl a = 0, so nennen wir den Komplex einen 
Kettenkomplex. 

Auf quadratische Komplexe überhaupt bezieht sich die folgende 
Aussage: 

Wenn von fünf eigentlichen Strahlen Tieine zwei parallel sind, und 
keine vier demselben planarm Strahlenkomplex angehören, wenn ferner 
alle fünf Strahlen durch keine aplanare Kettenkongruenz verbunden werden 
können, so bestimmen sie eindeutig einen sechsten Strahl. 

Jeder quadratische Komplex durch irgend fünf von den sechs Stralilen 
enthält auch den letzten. 

Es ist durch die Voraussetzungen dieses Satzes ausgeschlossen, 
dafs der letzte Strahl in einen Punktstrahl übergeht oder unbestimmt 
wird. Es ist aber nicht ausgeschlossen, dafs er mit einem der ge- 
gebenen zusammenfallt, der dann Doppelstrahl der Figur wird. 

Der reguläre quadratische Strahlenkomplex und sein G renzfall f der 
Kettenkomplex, haben die für den Inbegriff beider Figuren cliarakteris- 
tische Eigenschaft, ein Normalennetz allgemeiner Lage in einer Kette zu 
durchdringen. Jeder reguläre quadratische Komplex ist zu jedem anderen, 
wul jeder Kettenkomplex zu jedem anderen dual -kollinear. 

Der Kettenkomplex besteht aus den sämtlichen Normalen der 
Strahlen einer Kette. 

Er kann auf ein projektives Punlctkontinuum R 9 derart abgebildet 
werden, dafs den Punkten jeder Ebene von i2 s , die nicht durch einen l>e- 
stimmten Punkt geht, die Strahlen einer im Komplex enthaltenen aplanaren 
Kettetikotigruenz eindeutig-umkehrbar entsprechen. 

Der KettenkompUx gestattet eine Gruppe von oo 10 radialen Kolli- 
neationen, und diese geht durch die getmnnte Abbildung über in die zehn- 
gliedrige projektive Gruppe des P s , die ein Linienelement in Pulte lüfst. 

Normalennetze spezieller Lage haben mit einem regulären quadra- 
tischen oder Kettenkomplex Paare von Parallelenbüscheln gemein. Die 
Achsen dieser Normalennetze bilden einen planuren Strahlenkomplex. 
Fallen die beiden Parallelenbüschel zusammen, so ist der Ort der zu- 
gehörigen Achsen eine Kongruenz, die Singular •itätenkongruenz des Kom- 
plexes. 

Der reguläre quadratische StralUenkomplex ist durch seine Singula- 
ritätenkongruetiz eindeutig bestimmt. 

Die Kongruenz der Tangenten an sämtliche auf einem Rotations- 
paraboloid gelegene Kreise, durch einen Punktstrahl ergänzt, ist eine 
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solche reelle Singularitätenkongruenz. Verbindet man konsekutive pa- 
rallele Strahlen dieser -Kongruenz durch Parallelenbüschel, so erfüllen 
die reziproken Büschel den zugehörigen Komplex. 

Jeder reguläre quadratische Strahlenkomplex ist zu diesem beson- 
deren dual -projektiv. 

Die Singularitätenkongruenzen der regulären quadratischen Kom- 
plexe, auf deren Eigenschaften wir ebenfalls nicht mehr näher eingehen 
können, nehmen ebenso wie die aplanaren Kettenkongruenzen unter 
allen möglichen Strahlenkongruenzen eine ausgezeichnete Stellung ein: 

Jede analytische Strahlenhmgruenz, die oo 2 Strahl enkctten enthält, ist 
entweder identisch mit einer der oc 8 aplanaren Kettenkongruenzen, oder 
mit einer der oo 8 Singularitätenkongruenzen von regulären quadratischen 
Komplexen, oder mit einer der <x> 7 planaren Kettenkongruenzen, oder 
endlich mit einem der oo 4 Normalennetze eigentlicher Strahlen. 

Die beiden letzten Familien von Kongruenzen können als partieller 
Durchschnitt der beiden ersten betrachtet werden; die Nornialennetze 
enthalten oo 8 , also auf unendlich viele Arten oo 2 Ketten. 

Durch ähnliche Sätze lassen sich die planaren Komplexe, die Ketten- 
komplexe und die regulären quadratischen Komplexe kennzeichnen. 

Neue Gesichtspunkte für die Untersuchung bereits betrachteter 
Gebilde, und zum Teil auch Gebilde von ganz neuer Art ergeben sich, 
wenn wir als Rauraelement prinzipiell das Parallelenhüschel betrachten. 
Jeder algebraische Komplex solcher Büschel, d. i. jede analytische Mannig- 
faltigkeit von oo s Parallelenbüscheln, kann, bei geeigneter Definition 
des Parallelbüschelkontinuums, durch eine einzige homogene Gleichung 
F(&;I5, <P) = 0 rein dargestellt werden, die überdies mit Hülfe der 
Identität (8) in eine bestimmte Form gesetzt werden kann. Wir be- 
trachten nur solche analytische Komplexe, die nicht bei allen Schie- 
bungen in Ruhe bleiben. Wir nennen diese regulär, die anderen 
singulär. 

Jeder reguläre analytische Komplex von ParaMelenbimMn ist in- 
variant verbunden entweder mit einem Strahlenkomplex, dessen eigentliche 
Strahlen nicht auf Parallelenhüschel verteilt werden körnten, oder mit 
einer Strahlenkongruenz, deren Strahlen nicJit auf Cylinder verteilt werden 
können. 

Umgekehrt bestimmt jeder solche analytische Straldenkomplex und 
jede solche analytische Kongruenz einen regulären Komplex von Parallelen- 
büschein. 

Wir erläutern die Natur dieser nahe liegenden Beziehung, die auf 
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dem Begriff der Enveloppe beruht, nur durch ein Beispiel Nennen 
wir bilinear die Komplexe, deren Gleichungen in der Form 

geschrieben werden können, so gilt der Satz: 

Jeder reguläre (q =f= 0) bilineare Komplex von Parallelenbüschcln fV- 
sleht aus allen solclien Büscheln, die irgend einen Strahl einer bestimmten 
aplanaren Kettenkongruenz enthalten. 

Der reziproke Komplex ( Chi der oo 3 reziproken Parallelenbüschel) ge- 
hört ebenso zur reziproken Kettenkongruenz. 

Umgekehrt definiert jedes Paar reziproker aplauarer Kettenkon- 
gruenzen ein Paar reziproker regulärer bilinearer Komplexe von Pa- 
rallelenbüscheln. 

Schliefslich soll noch folgende prinzipiell wichtige Frage beant- 
wortet werden: 

Unter welchen Umständen bilden die oo 2 Strahlen einer analytischen 
Jteüie von oo 1 Parallelenbüscheln eine si/nektische Kongruenz? 

Um die sehr einfach lautende Antwort in eine geometrische Form 
kleiden zu können, bemerken wir, dafs mit jedem (eigentlichen) Paral- 
lelenbüschel ein Linienelement in der unendlich fernen Ebene verbunden 
ist: Der Punktstrahl des Parallelenbüschels ist der Punkt des Elementes, 
und die Gerade des Elementes hat zum absoluten Pol den Punktstrahl 
des reziproken Büschels. Die gesuchte Bedingung besteht nun darin, 
dafs die konstruierten Linienelemente einen Verein bilden müssen, und 
zwar einen solchen, der nicht gerade ist, also aus den oo 1 Linien- 
elementen eines Punktes oder einer beliebigen krummen analytischen 
Kurve besteht. 

in. 

Der Nutzen der erklärten Begriffe darf wohl durch die an- 
geführten verschiedenartigen Beispiele als hinreichend erläutert gelten; 
wir könnten unsere Aufgabe demnach vielleicht als gelöst ansehen. 
Zur Würdigung der Bedeutung, die der radial -projektiven Geometrie 
im System der Geometrie überhaupt zukommt, sind aber doch noch 
einige Thatsachen in Betracht zu ziehen, die ausserhalb des Gedanken- 
kreises liegen, in dem wir uns bis hierher bewegt haben. Wir machen 
zunächst aufmerksam auf das Vorhandensein gewisser unendlicher 
Gruppen t die die radialen oder dualen Kollineationen umfassen. Es 
gilt der folgende Satz: 

Es giebt eine unendliche Gruppe analytiscfier Strahlentransformationen, 
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die (im Gebiete ihres regulären Verhaltens) synektisehe Kongruenzen in 
ebensolche überführen. 

Biese Gruppe enthält eine Untergruppe, die überdies synektisclie Be- 
ziehung zwischen synektischen Kongruenzen nicht zerstört, und diese Gruppe 
wiederum enthält invariant eine Untergruppe, deren Transformationen aus 
synektischen Kongnienzen andere liervorgehen lassen, die auf jene selbst 
synektisch bezogen sind. 

Die zweite der genannten unendlichen Gruppen umfafst die radialen, 
die dritte die dualen KoUineationen. 

Die endlichen Transformationen aller drei Gruppen lassen sich 
durch explizite Formeln darstellen. Die interessanteste von ihnen ist 
die letzte, die wir Gruppe der synektisdmi Straldentransformationen 
nennen. Von ihr gilt u. a. der folgende Satz: 

Wenn die Strahlen zweier analytischer Kongruenzen nicht auf Cy- 
linder verteilt werden können, so bestimmt jede beliebige mwüytisclie Ab- 
hildung der einen auf die andere eine einzige synektisehe Transformation, 
die eben diese Abbildung hervorruft 

Man kann nicht nur die Existenz dieser Transformation erweisen, 
sondern man kann sie auch, sogar sehr leicht, analytisch darstellen, 
wenn die gegebenen Kongruenzen selbst in geeigneter Weise dar- 
gestellt siud. 

Indem wir weitere sich hier ansehliefsende Elitwickelungen, u. a. 
auch eine Ausdehnung der Ttteorie der konformen Abbildung auf die 
Strahlengcometrie übergehen, wenden wir uns zur Betrachtung gewisser 
Beziehungen der radial -projeUiven Geometrie zu anderen geometrischen 
Disziplinen. Das Studium der mannigfachen Zusammenhänge zwischen 
verschiedenen Zweigen der mathematischen Wissenschaft bildet einen 
der reizvollsten Gegenstände mathematischer Forschung, und sollte nicht 
so vernachlässigt werden, wie es seitens der meisten Geometer leider 
geschieht. Hier können natürlich nur wenige summarische Angaben 
Platz finden. 

Die (sehr verwickelten) Beziehungen zwischen unserer Strahlen- 
geometrie und der Liniengeometrie Plückers haben wir bereits be- 
sprochen. Es besteht aber noch ein zweiter Zusammenhang der 
radial-projektiven Geometrie mit dem Gedankenkreise Plückers. Dieser 
Zusammenhang ergiebt sich, wenn man als Raumelement nicht die 
gerade Linie, sondern ein von fünf Konstanten abhängiges Gebilde, den 
linearen Linienkomplex oder das Gewinde betrachtet. 

Unterwirft man die (auf das projektive Punktkontinuum eines R & 
abbildbare) Mannigfaltigkeit der Gewinde (nicht im gewöhnlichen Sinne 
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kollinearen, sondern) solchen linearen Transformationen der sechs homo- 
genen Gewindekoordinaten, die koaxiale Gewinde in el/ensolchc überführen, 
so- werden die Axen dieser Gewinde radial -hollinear untereinander ver- 
tanseht, und zwar in allgemeinster Weise. 

Auch diese Beziehung ist von verwickelter Beschaffenheit. Um 
sie klar darzustellen, niufs man im imaginären Gebiete» den Begriff 
„Axe eines Gewindes" anders fassen, als üblich. 

Es ist ferner in unserer Betrachtung eine gewisse Analogie her- 
vorgetreten zwischen der Zusammensetzung der Gruppe G i7 und der 
Zusammensetzung der Gruppe g 7 der Ahnlichkeitstransformationen in 
J? s (S. Nr. 11). Hier liegt nun viel mehr als eine äufserliehe Über- 
einstimmung vor. Das Wesen der Sache freilich können wir ohne Ent- 
wicklung eines zugehörigen Formelapparates nicht genügend ausein- 
andersetzen; aber auch eine blofse Andeutung kann Interesse haben: 

Zwischen der Euklidischen Geometrie im Baume und der radial- 
projektiven Geometrie besteht ein ähnliches Verhältnis, wie zivisehen der 
projektiven Geometrie auf der Geraden und der projektiven Geometrie in 
der Ebene. 

(Es handelt sich übrigens hier nicht nur beidemal um den Fort- 
schritt vom ersten zum zweiten Glied in einer unendlichen Reihe 
geometrischer Disziplinen, sondern es haben überdies auch die in 
Parallele gesetzten Reihen einen tiefer liegenden Zusammenhang.) 

Es können u. a. folgende Gebilde verglichen werden: 

Die Gruppen G 1V G ls , G 9 , G % Die Gruppen g v g 6 , g^ g 3 . 

Die aplanare Kettenkongruenz, und Der eigentliche Punkt im Euklidi- 

der reguläre bilineare Komplex sehen Räume. 

von Parallelenbüscheln. 
Der eigentliche Strahl und das Die (imaginäre eigentliche) Ebene, 

Parallelenbüschel. die den absoluten Kegelschnitt 

berührt. 

Es sind ferner in unserer Darlegung Analogieen zwischen der 
radial-projektiven Geometrie und der ebenen projektiven Geometrie er- 
wähnt worden. Diese formalen Übereinstimmungen haben ihren Grund 
darin, dafs man die ebene projektive Geometrie zu einer Geometrie in 
einer vierfach ausgedehnten Mannigfaltigkeit erweitern kann. Dies kann 
sogar auf mehrere Arten geschehen. Betrachten wir als äquivalent 
solche Gruppen von Transformationen einer vierfach-ausgedehnten ana- 
lytischen Mannigfaltigkeit, die nach Lies Ausdrucksweise zu einander 
ähnlich sind, so läfst sich zunächst folgender Satz formulieren: 
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Die Gruppe der reellen dualen KoUineationen, mit den Strahlen 
ästen und zweiten Blattes als Baumelementen, ist ein Grenzfdll der 
reellen und imaginären KoUineationen einer Ebene, mit dem {reellen oder) 
imaginären Tunkt und der imaginären Geraden als Baumelementen. 

Danach kann man u. a. folgende Gebilde zu einander in Analogie 
setzen: 



v. Standtsclie Kette. 
Kegelschnitt. 

Nullstellen einer sogenannten Her- 

miteschen Form. 
Analytische Kurve als Ort von 

Punkten. 

Dieselbe Kurve als Ort ihrer Tan- 
genten. 

Unendliche Gruppe aller analyti- 
schen Punkttransformationen. 



Reelle Strahlenkette. 

Reelle konische Kongruenz. 

Reelle Strahlen eines reellen qua- 
dratischen Komplexes. 

Reelle synektische Kongruenz im 
ersten Blatt. 

Die reziproke Kongruenz (im zweiten 
Blatt). 

Unendliche Gruppe aller reellen 



synektischen Transformationen . 

Man kann ferner die Ebene verdoppeln, und dann läfst sich ein 
ähnlich lautender, aber nicht auf das reelle Strahlenkontinuum be- 
schrankter Satz aussprechen: 

Die Gruppe der dualen KoUineationen mit dem StraJd (oder dem 
Parallelenbiisehel) als Baumelement ist ein Grenzfall der Kontinuierlichen 
Gruppe der oo 16 KoUineationen zweier verscJiiedener Ebenen, mit dem 
Punktepaar (oder der Figur eines Punktes und einer Geraden) als Baum- 
eletnetit. 

Wir geben wieder einige der hiernach in Parallele zu setzenden 
Figuren an: 



Paar von Punkten (Geraden ) beider 
Ebenen. 

Paar projektiver Punktreihen (oder 



Kollineation zwischen beiden 
Ebenen. 

Korrelation zwischen beiden Ebenen. 
Punkt der einen Ebene und Gerade 

der anderen. 
Paar analytischer Kurven. 



Strahl ersten (zweiten) Blattes. 
Strahlenkette. 

Paar reziproker aplan arer Ketten- 
kongruenzen. 
Quadratischer Strahlenkomplex. 
Parallelenbüschel. 



Paar reziproker synektischer Kon- 
gruenzen. 

Das Studium solcher Grenzübergänge kann offenbar einen sehr 
hohen heuristischen Wert haben. 
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Wir wagen es auszustechen, dafs die hiermit bezeichnete Forschungs- 
methode zu den fruchtbarsten gehört, die die Geometrie kennt 

So sind denn dem Verfasser u. a. Untersuchungen von C. Segre, 
dem die biternär- projektive Geometrie eine bedeutende Förderung ver- 
dankt, von grofsem Nutzen gewesen. Die Einzelheiten solcher Be- 
ziehungen sind aber nicht immer leicht zu verstehen; sie sind noch 
nicht entfernt ausgenutzt. 1 ) Bei ihrer Anwendung ist die gröfste Vor- 
sicht geboten. Auch mufs man sich davor hüten, die Eigentümlich- 
keiten der den Grenzfall bildenden Art von Geometrie zu verwischen, 
durch den von vornherein aussichtslosen Versuch, alle ihre Satze als 
Grenzfälle von sogenannten allgemeineren verstehen zu wollen. 

Beim Studium mancher, aber durchaus nicht aller, der erörterten 
Beziehungen lassen sich Systeme Komplexer Größen verwenden, und 
zwar nicht nur die gemeinen komplexen Gröfsen, sondern auch andere, 
namentlich die aus zwei Einheiten gebildeten vom Verfasser sogenannten 
dualen (hyperkomplexen) Gröfsni, deren Multiplikationsregeln durch 
die Formeln bezeichnet sind: 

Aber diese dualen Gröfsen haben andere Eigenschaften, als die ge- 
meinen komplexen Gröfsen, und dies darf nie aufser Augen 'gelassen 
werden. Wenn sich z. B. findet, dafs die irreduzibelen konischen Kon- 
gruenzen, soweit ibre eigentlichen Strahlen in Frage kommen, mit Hülfe 
jener komplexen Grössen bei Gebrauch besonderer hierzu passender 
Koordinaten durch Gleichungen von derselben Form darstellbar sind, 
wie die irreduzibelen Kegelschnitte in der Ebene, so mufs man sich 
hüten, einen solchen Satz und seine Folgerungen über deren wahren 
Geltungsbereich hinaus auszudehnen. Es ist völlig unrichtig, dafs jeder 
Satz der ebenen projektiven Geometrie in der Weise auf die radial- 
projektive Geometrie übertragen werden kann, wie wir es an einigen 
Beispielen ausgeführt haben. Z. B. giebt es eine grölsere Mannigfaltigkeit 
von radial-projektiv-verschiedenen konischen Kongruenzen als von pro- 
jektiv- verschiedenen Kegelschnitten; eine konische Kongruenz kann in 
drei oder noch mehr irreduzibele Bestandteile zerfallen; u. a. in. 2 ) 

1) Weitere hierher gehörige Darlegungen findet man in des Verfassers Auf- 
satz: Über Nicht - Euklidische und Lhüewjeometrie , Festschrift der Greifswal der 
philosophischen Fakultät, 1900 Diese Arbeit soll in einem der nächsten Hefte 
des Jahresberichtes abgedruckt werden. Vgl. dazu auch Joh. Petersen, Geometrie 
des droites dam Vespace non euclidien. Kopenhagener Akademieberichte, 1900, 
S. 306 u ff. 

2) Wir sehen uns zu diesen Bemerkungen veranlafst durch unstatthafte An- 
wendungen, die man schon von komplexen Gröfsen gemacht hat. 
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Zum Sehlufs weisen wir noch auf weitere Anwendungen einiger 
der vorgetragenen Gedanken hin. 

Der in unserer Skizze nur an einem Beispiel, und auch da, wie 
wir sehr wohl wissen, nur in mangelhafter Weise heschriehene Begriff 
lies natürlichen Kontinuums 1 ) ist von Bedeutung auch für andere und 
zwar wichtige Abschnitte der Geometrie, zu denen die elementare und 
die Nicht -Euklidische Geometrie gehören. Von nicht geringerer Trag- 
weite ist die Verwendung allgemeinerer Arten von homogenen Koordinaten f 
von denen man bis jetzt nur einen sehr beschränkten Gebrauch gemacht hat. 

Andere durch endliche Gruppen birationaler Transformationen 
definierte geometrische Disziplinen, die ebenfalls Interesse haben, lassen 
sich auf eine ähnliche Art behandeln, wie die radial -projektive Geo- 
metrie. Einige darunter haben zu der radial- projektiven Geometrie selbst 
ein ähnliches Verhältnis, wie die Plückersche Liniengeometrie. Wir 
erwähnen unter diesen Disziplinen, deren Begründung, ebenso wie der 
Ausbau der radial-projektiven Geometrie selbst, eine dankbare Aufgabe 
künftiger Forschung sein wird, Erweiterungen der Möbiusschen und 
Lieschen Kreisgeometrie. 

Die Mehrzahl der hier ohne Beweise mitgeteilten Sätze wird dem- 
nächst in der zweiten Lieferung von des Verfassers „Geometrie der 
Dynamen" begründet werden. 

Hamburg, 23. September 1901. 



Uber das Analogon 
zur Lieschen Kugelgeometrie im Gebiete der geraden Linie. 

Von E. Müller in Königsberg i/Pr. 

Dafs die geometrischen Betrachtungen, die man unter dem Namen 
Kugelgeometrie znsammenfafst, sich für lineare Mannigfaltigkeiten be- 
liebig hoher Dimensionenzahl anstellen lassen, ist eine längst bekannte 
Thatsache. 2 ) Für das Gebiet von geringster Dimensionenzahl, die 

1) Vergl. dazu die Arbeit des Verfassers: Die Elemente zweiter Ordnung in 
der ebenen projektiven Geometrie. Leipz. Ber. 1901, S. 338 u. ff. 

2) Vgl. S. Lie, „t V l>. diejenige Theorie eines Raumes mit beliebig vielen 
Dimensionen, die der Kriimmungstheorie des gewöhnlichen Raumes entspricht." 
Gött. Nachr. 1871. S. 191— 209. 

„Zur Theorie eines Räume« von n Dimensionen" a. a. 0. S. 535 — 657. 
F. Klein, „Üb. Liniengeometrie u. metrische Geometrie" Math. Ann. Bd. 5 
(1872) S. 267—277. 
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gerade Linie, findet man in der Litteratur zwar die der gewöhnlichen 
Kugelgeometrie entsprechenden Betrachtungen; ich vermisse aber An- 
gaben darüber, welche geometrische Bedeutung man dem Analogon zu 
den hexasphärischen Koordinaten unterlegen kann, was also der Lieschen 
Kugelgeometrie im Gebiete der geraden Linie entspricht. 

Das einer Kugel in der geraden Linie entsprechende Gebilde ist 
ein Punktepaar pq; der Halbierungspunkt m der Strecke pq soll des- 
halb sein Mittelpunkt und dessen Abstand r von den Punkten des 
Paares sein Radius heifsen. Die den pentasphärischen Kugelkoordinaten 
analogen Koordinaten lassen sich auf genau dieselbe Weise wie jene 
einführen. Bezeichnet x den Abstand eines Punktes der Geraden von 
einem festen Anfangspunkte, so bestimmen die Wurzeln der gleich Null 
gesetzten quadratischen Form 

P, ap* + 2b t x -f c, 

ein Punktepaar />//,. Für zwei Punktepaare P, = 0, P k «= 0 mit den 
Radien r, und r k und der Zentraldistanz d lk ni i tn k werden wir die 
Gröfse 

dfk-rj-4 

wie für zwei Kugeln die gemeinsame Potenz der beiden Punktepaare 
nennen. Mit a,a k multipliziert ist sie identisch mit der bilinearen In- 
variante der beiden quadratischen Formen, die mit P, | P k bezeichnet 
werden soll, sodafs 

(1) P, | P k = aMdil - r? - r?) = a ( c k + a k c< - 2b { b k 

ist. Es sei hierzu bemerkt, dafs das Symbol P, | P k für eine 
bilineare Form den Produkt -Charakter besitzt, indem für dasselbe das 
kommutative und insbesondere das distributive Gesetz gilt. Aus dieser 
Festsetzung folgt, dafs 

P,\P i --2aM, 

mithin 

(2) 



- ?< I p. 



2 



und der später zur Verwendung kommende Ausdruck 

(3) - - ^ (« - * - 4) - y _ -^ PiTPk 

ist. Verschwindet die gemeinsame Potenz, so trennen die beiden 
Punktepaare einander harmonisch. 

Wählt man jetzt drei Punktepaare P x = 0, P, = 0, P 3 = 0 derart. 
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dafs je zwei einander harmonisch trennen und P, | P, = 1 (i = 1, 2, 3) 
ist, so läfst sich die Gleichung jedes anderen Punktepaares in der Form 

darstellen. Die Zahlen x : sollen als homogene Koordinaten des Punkte- 
paares P betrachtet werden. Wegen P | P, = x< sind diese Zahlen 
proportional den mit festen Konstanten multiplizierten Potenzen des 
Punktepaares P in Bezug auf die drei Fundamentalpaare P,, sie 
bilden also das Analogon zu den Darbouxschen pentasphärischen 
Koordinaten. 

Aus dem Produktcharakter von P f | P k folgt sogleich 

P| P-aJ + aj + s» 
und, wenn man noch ein zweites Punkte paar 

hinzunimmt, 
mithin nach Gl. (3) 

V- v i * y_ <? JQ y- + 4 + x*) y= "(rf +" y | + y $ 

Die unter Zugrundelegung dieser Koordinaten sich ergebende 
Geometrie von Punktepaaren ist identisch mit der schon von Hesse 1 ) 
betrachteten aber seitdem noch wenig weiter gebildeten. 

Von der gewöhnlichen Kugelgeometrie gelangt man zur höheren 
oder Lieschen, wenn man als Raumelement nicht die Kugel, sondern 
den linearen Kugelkomplex betrachtet, d. h. dasjenige Gebilde, das 
aus allen eine Kugel unter konstantem Winkel schneidenden Kugeln 
besteht. Der Schnittwinkel (p zweier Kugeln mit den Radien r und r 
und der Zentraldistanz d hängt bekanntlich mit dein Ausdruck für 
ihre gemeinsame Potenz durch die Gleichung 

(5) cos <p = n = - -* r , (d* - r* - r '*) 

zusammen. In diesem Ausdruck sind die Vorzeichen der Radien zu 
beachten; eine Kugel mit positivem Radius ist also als verschieden 
von einer Kugel mit gleich grofsem negativen Radius anzusehen, wenn 
sie auch beide denselben Mittelpunkt besitzen. Man denkt sich zu 
diesem Zwecke jede Kugel orientiert etwa dadurch, dals man als ihre 

1) „Ein Übertraguiigapriiizip" J. 1'. Math. 66 (1866) S. 15—21 — Ges. Werke 
3. 531—538. 
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positiven Normalenrichtungen die Richtungen vom Mittelpunkte weg 
oder gegen den Mittelpunkt hin betrachtet, jenachdem ihr Radius 
positiv oder negativ ist. Zwei im gewöhnlichen Sinne sich berührende 
Kugeln berühren sich als orientierte Kugeln nur dann, wenn ihre 
Uudieu gleiches Vorzeichen haben. 

Der in Gl. (5) auftretende Ausdruck 7t läfst sich in gleicher Weise 
für zwei Punktepaare einer Geraden bilden. Will man aber für ihn 
eine geometrische Bedeutung ermitteln, so mufs man vorerst fragen: 
Was ist unter einem orientierten Punktepaar zu verstehen, d. h. unter 
einem Punktepaar, dessen Radius ein bestimmtes Vorzeichen hat? Es 
liegt nahe, das Vorzeichen des Radius mit der Reihenfolge der beiden 
Punkte des Paares in Zusammenhang zu bringen. Ein l'uriktepaar 
heifse orientiert, wenn für seine Punkte eine Reihenfolge festgelegt ist 
Stimmt die Richtung vom ersten Punkte p des Paares (über den 
Mittelpunkt m) nach dem zweiten Punkte q mit der positiven Richtung 
auf der Geraden überein, so soll der Radius des Paares positiv, im 
entgegengesetzten Falle negativ gewählt werden, und umgekehrt. Es 
ist dann, wenn p, q, m zugleich die Abstände der betreffenden Punkte 
von einem Anfangspunkt bezeichnen, auch dem Vorzeichen nach immer 
r = m — p — q — m. 

Sind nun zwei orientierte Punktepaare p x q x , p^q* auf der Ge- 
raden gegeben, so zeigt eine einfache Rechnung, dafs das Doppel- 
verhältnis 

(«) «-OH,*,*, *>-;;■:** 

oder 

% ~ l - ö 

ist. Setzt man auch hier n = cos qp und nennt (p den „Winkel der 
beiden orientierten Punktepaare ')", so besteht das dem linearen Kugel- 
komplex analog definierte Gebilde aus den Paaren von Punkten, die, 
in bestimmter Reihenfolge genommen, mit zwei festen Punkten ein 
konstantes Doppelverhältnis bilden, also aus den Punktepaaren einer 
Projcktivität*) Eine besondere Rolle spielen die speziellen Projektivi- 

1) tp ist der Schnittwinkel der beiden über j), . p t q t als Durchmesser be- 
schriebenen orientierten Kugeln. Für ö erhält man den Wert — tg s ^ und die 
Werte der fünf übrigen aus den vier Punkten der beiden Paare bildbaren Doppel- 
verhältnisse sind — cot* ^ , sec*^, cos s j, cosec*^, sin* • 

2 2 2 2 2 

2) Nebenbei folgt daraus der Satz, dafs alle Kugeln, die je ein Punktepaar 
einer Projektivit&t zu Gegenpunkten haben, die durch die Doppelpunkte der Pro- 
jektivität gehende Kugel unter demselben Winkel schneiden. 
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taten, für die <p = 0 ist. Die Punktepaare einer solchen Projektivität 
haben Anfangs- beziehungsweise Endpunkt eines festen Paares zum 
gemeinschaftlichen Anfangs- beziehungsweise Endpunkt. Jedes orien 
tierte Punktepaar bestimmt eine solche spezielle Projektivität. 

Jetzt ist unmittelbar ersichtlich, dafs die den hexasphärischen 
Koordinaten entsprechenden Vier '- Punktepaar - Koordinaten die Koordi- 
uaten von Projektivitäten sein werden. Setzt man (wie bei der Ein- 
führung der hexasphärischen Koordinaten) 

und betrachtet diese Zahl als vierte Koordinate des Punktepaares P, 
so bestimmt sie nach Gl. {2) das Vorzeichen von r, also die Orien- 
tierung des Punktepaares. Zwischen diesen vier homogenen Koordinaten 
eines Punktepaares besteht die Identität 

(7) 

1 

Sind x lt ... # 4 irgend vier dieser Identität nicht genügende Zahlen, 
so schliefsen alle Punktepaare Q, deren vier Koordinaten y t der linearen 



genügen, mit dem Punktepaar x l} x if x &} 
gleichen Winkel tp ein; denn nach Gl. (4) ist 

cos© = S^ytJ- 5*f* + * 8 y s ) Ä _ **y* _ _ = _ _ 

V- (4T 4 + 4)y* V- c*f + 4 + 4) sf« V- (4 + 4 + 4) 

unabhängig von den Koordinaten y ; . Eine lineare homogene Gleichung 
zwischen den vier Koordinaten eines Punktepaares bestimmt also eine 
Projektivität, und es können die Koeffizienten x, als homogene Koor- 
dinaten dieser Projektivität angesehen werden. Genügen die Koordinaten 
der Gl. (7), so bestimmen sie eine speziolle Projektivität und damit 
ein orientiertes Punktepaar. 

Die Geometrie der Projektivitäten ist also im Gebiete der Geraden 
da* Analogon zur Lieschen Kugelgeometric. 

Nach der von C. Stephanos 1 ) gelehrten Abbildung der Pro- 
jektivitäten auf die Punkte des Raumes, bei der den speziellen Pro- 
jektivitäten die Punkte einer Regelfläche 2. 0. entsprechen, war dieses 
Resultat wohl voraus zu sehen. Ich glaube jedoch, dafs die hier ver- 
mittels des Begriffs der orientierten Piuiktepaare direkt nachgewiesene 

1) „Memoire sur la repre'sentation des homographies binaires par des points 
de l'espace etc. kt Math. Ann. 22 ^1883) S. 299—367. 
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Einordnung dieses Forschungsgebietes in das umfassendere der Kugel- 
geometrie nicht ohne Interesse sein dürfte. 

Die Stephanossche Abbildung der Projektivitäten ergiebt sich 
jetzt unmittelbar, indem man deren Koordinaten x, als homogene 
Koordinaten eines Punktes deutet. Näher liegt es hier aber, die Pro- 
jektivitäten auf die Kreise der Ebene abzubilden, indem man die als 
tetracyklische Koordinaten von Kreisen betrachtet. Dabei entsprechen 
freilich nicht immer reellen Elementen des einen Gebietes auch reelle 
des anderen; aber man gewinnt hierdurch ein Mittel, die zahlreichen 
von H. Wiener 1 ), C. Segre 2 ) und C. F. Aschieri 3 ) auf anderen 
Wegen gewonnenen Sätze und Begriffe mit den vertrauteren Sätzen und 
Begriffen der Kreisgeometrie in Beziehung zu setzen und daraus wieder 
neue Sätze über Projektivitäten zu folgern. 



Über den mathematischen Unterricht an den höheren 

Schulen. 

Von F. Klein in Göttingen. 

Wenn ich es nachstehend unternehme, den Lesern dieser Jahres- 
berichte einige Betrachtungen über den mathematischen Unterricht an 
den höheren Schulen vorzuführen, so geschieht es nicht nur, weil ich 
im allgemeinen der Ansicht bin, dals die einschlägigen Fragen, soweit 
sie sich nicht in schultechnische Einzelheiten verlieren, in den Bereich 
der mathematischen Vereinigung hineingehören, sondern weil ich hin- 
sichtlich bestimmter Bestrebungen, die ich verfolge, mir den Rat und 
womöglich die Unterstützung der Mitglieder der Vereinigung sichern 
möchte. Um gleich zur Sache selbst zu kommen, drucke ich hier aus 
den Verhandlungen der Schulkonferenz, die vom 6. — 8. Juni 1900 im 
preufsischen Kultusministerium stattfand 4 ), diejenigen Aufserungen noch 
einmal ab, welche ich damals bei der Beratung über etwaige Malsregeln 

1) „Rein geometrische Theorie der Darstellung binärer Formen durch Punkt- 
gruppen auf der Geraden." Habilitationsschr. Halle a. S. 1885. 

2) „Note Sur les homographies binaires et leurs faisceaux." J. f. Math. 100 
(1887). S. »17—330. 

3) „Delle omografie sopra una conica e dei loro aistemi lineari." Ii, Ist. lomb. 
Serie II. Vol. 22 (1*89). S. 414-428, 484 -49G, 558-560, 624-G46. 

4) „Verhandlungen über Kragen des höheren Unterrichts, Berlin, G.— 8. Juni 
1900". Halle a. S. Verlag der Buchhandlung des Waisenhauses, 1901. 
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zur Hebung des mathematischen Unterrichts an den höheren Schulen 
gemacht habe. In der That enthalten diese Äufserungen ein um- 
fassendes Programm, so dafs ich mich weiterhin darauf beschränken 
kann, meine Erläuterungen an die einzelnen dort bezeichneten Punkte 
anzuknüpfen. Dafs ich mich dabei überall ausschliefslich auf preufsi- 
sche Schulverhältnisse beziehe, wird kaum der Rechtfertigung bedürfen; 
die Argumentation würde anderenfalls eine zu verschwommene werden, 
während die allgemeinen Gesichtspunkte, von denen ich ausgehe, auch 
so mit hinreichender Deutlichkeit hervortreten dürften. Es liegt mir daran, 
hier vorab gleich zuzufügen, dafs ich die sämtlichen Einzelfragen, die ich 
weiterhin berühre, wiederholt mit zahlreichen Kollegen von der Uni- 
versität und der technischen Hochschule wie auch mit Vertretern des 
höheren Schulwesens durchgesprochen habe; ich hoffe also nur solche 
Vorschläge zu machen, welche der Vielseitigkeit des Gegenstandes ge- 
recht werden und damit die Möglichkeit praktischen Erfolges in sich 
tragen dürften. Letztere Möglichkeit bitte ich alle diejenigen, die an 
diesen Diskussionen teilnehmen wollen, auch ihrerseits ständig vor 
Augen zu halten. Denn bei der frischen Entwicklung, in die nun 
seit zwei Jahren unser höheres Schulwesen eingetreten ist, kommt es 
jetzt darauf an, zu handeln und nicht sich in blofse theoretische Spe- 
kulationen zu verlieren. 

I. Abdruck ans den Verhandlungen der Schulkonferenz. 

(cf. S. 153—155 daselbst.) 

„Die Entwickelung, welche der mathematische Unterricht im Laufe 
der verflossenen zehn Jahre an unseren- Schulen gewonnen hat, ist 
durchaus die, dafs ein lebhafterer Bezug hergestellt worden ist zwischen 
den abstrakten Theorien und ihren Anwendungen. So hat man in 
verschiedener Weise versucht, den geometrischen Unterricht mit dem 
Zeichnen und dem wirklichen Messen in Verbindung zu setzen: man 
empfiehlt geradezu, den Unterricht im gebundenen Zeichnen in die 
Hände des Mathematikers zu legen. Man geht ferner darauf aus, ein 
gewisses Verständnis für die Grundsätze der technischen Mechanik und 
anderer Aufgaben des praktischen Lebens an den mathematischen Unter- 
richt anzuschliefsen etc. 

Die hiermit bezeichnete Bewegung hat ohne Zweifel ihre sehr gute 
Bedeutung. Zunächst was den Erfolg des mathematischen Unterrichts 
angeht. Kein Unterricht an dem Gymnasium und der Realschule ist 
so schwierig wie der mathematische, insofern die grofse Mehrzahl der 
Schüler zunächst durchaus abgeneigt ist, sich in das starre Gerüst des 

Jutarnberielu d. DeuUcliuu MaUieiu..Ver«..inigu»ig. XI. II. II X [) 
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logischen Schlusses einspannen zu lassen. Das Interesse der jungen 
Leute wird aber viel leichter gewonnen, wenn man von sinnfälligen 
Dingen ausgeht und erst allmählich zu abstrakten Formulierungen über- 
leitet. Daher ist es psychologisch durchaus richtig, den solcherweise 
bezeichneten Weg zu gehen. Nicht minder empfiehlt sich derselbe, 
wenn wir nach dem eigentlichen Zielpunkte des mathematischen Unter- 
richts fragen. Man hat als solchen früher zu ausschliefslich diesen 
hingestellt: den Verstand zu schärfen. Eine Hauptsache ist doch auch, 
die Uberzeugung entstehen zu lassen, dafs richtiges Nachdenken auf 
Grund richtiger Prämissen die Aufsenicclt behor selten läfst. Dann aber 
mufs von Beginn an der Blick auf die Aufsenwelt mit gerichtet 
werden. — 

Alles das ist gewifs äufserst wahr; aber es liegt eine Gefahr darin, 
und auf diese Gefahr will ich heute auch aufmerksam machen. Es ist 
etwas Ahnliches wie beim Sprachunterricht, bei dem die moderne Ten- 
denz dahin geht, neben der Grammatik das Verständnis der Schriftsteller 
zur Geltung zu bringen, und wo nun die Gefahr ist, dals man die 
Grammatik vollends zurückschiebt und damit dem Unterrichte die un- 
erläfsliche feste Basis entzieht. Genau so kann beim mathematischen 
Unterrichte vor lauter Vorführung interessanter Anwendungen die eigent- 
liche logische Durchbildung verkümmern, und das darf auf keinen Fall 
eintreten, weil sonst der Kern der Sache verloren geht. Also: wir 
wollen durchaus eine Belebung des mathematischen Unterrichts durch 
Heranziehung der Anwendungen, wir wollen aber nicht, dals das Pendel, 
welches in früheren Jahrzehnten vielleicht zu sehr nach der abstrakten 
Seite wies, nun in das andere Extrem überschlägt, sondern wir wollen 
in der richtigen Mitte bleiben. 

Diese richtige Mitte zu halten, ist die Aufgabe und die Kirnst des 
Lehrers, die durch eine verbesserte Ijehrerlnldnwj nach Möglichkeit, 
gefordert werden sollte. Wir haben in Göttingen durch die natur 
wissenschaftlichen Ferienkurse, bei denen die Mathematik mitbeteiligt 
ist, die sehr erwünschte Gelegenheit, mit den Lehrern immer wieder 
persönliche Fühlung zu nehmen. Da haben wir letzthin die Frage der 
Lehrerbildung gerade in der hier in Betracht kommenden Richtung in 
einer Reihe zusammengehöriger Vorträge behandelt, und es sollen diese 
Vorträge in Form einer kleinen Schrift, von welcher ich die ersten 
Bogen vorlege, demnächst veröffentlicht werden. 1 ) Indem ich diejenigen 

1) Es handelt sich um die Schrift: Über angewandte Mathematik und Physik 
in ihrer Bedeutung für den Unterricht an den höheren Schulen. Vortrage etc. ge- 
sammelt von F. Klein und E. Riecke. Leipzig. Teubner 11)00. 



Digitized by Google 



über den mathematischem Ünterrirht an den höheren Schulen. 131 



Herren, welche sich für die Frage interessieren, bitte, bei Gelegenheit 
von dieser Schrift Kenntnis zu nehmen, will ich hier nicht weiter auf 
Einzelheiten eingehen. Ich will nur noch befürworten, was Herr Ge- 
heimrat Gruhl soeben zu meiner Freude bereits in Aussicht stellte, 
dafs nämlich auch bei den anderen naturwissenschaftlichen Ferienkursen, 
die in Preufsen eingerichtet sind, — nicht blofs bei dem Göttinger — , 
die Mathematik mit Berücksichtigung finden möchte. 

Nun komme ich über diese allgemeinen Bemerkungen hinaus noch 
zu einem speziellen Punkte, der mir sehr am Herzen liegt. Jeder 
Sachverständige wird bestätigen, dafs man selbst die Grundlinien der 
wissenschaftlichen Naturerklärung nur verstehen kann, wenn man wenig- 
stens die Anfangsgründe der Differential- und Integralrechnung, sowie 
der analytischen Geometrie, — also den sogenannten niederen Teil der 
höheren Mathematik — , kennt. Es hat denn auch immer Lehrer, selbst 
an humanistischen Gymnasieu, gegeben, welche ihre Schüler in einem 
gewissen Mafse in diese Anfangsgründe einführten. Die Frage raüfste 
sein, ob man hierfür nicht allgemein im Lehrplan wenigstens der Real- 
anstalten ausreichenden Raum vorbehalten könnte. Ich habe mit be- 
sonderer Genugthuung gesehen, dafs auch Geheim rat Hauck in seinein 
Gutachten über den mathematischen Unterrieht an unseren höheren 
Schulen zu einer dahingehenden Forderung kommt. Die Sache hat 
nicht nur ihre philosophische, sondern auch ihre praktisch-bedeutsame 
Seite. Es giebt eine grofse Zahl Studierender an unseren Hochschulen, 
denen mit einem solchen mathematischen Vorkurse an der Schule 
wichtiger Vorschub geleistet werden könnte. 

Es würde sich zunächst darum handeln, gewisse Kategorien Stu- 
dierender, die nicht gerade weitgehende mathematische Kenntnisse brau- 
chen, an der Hochschule von den mathematischen Studien überhaupt 
zu entlasten, oder auch ihnen die erforderlichen mathematischen Kennt- 
nisse in einer Weise zugänglich zu machen, wie es an der Hochschule 
aus allerlei Gründen doch nicht erreicht wird. Ich rechne dahin die 
Architekten, dann aber auch die Chemiker und überhaupt die Studie- 
renden der sog. beschreibenden Naturwissenschaften. Ich meine aber 
auch, — und das ist eine alte Lieblingsidee von mir — , dafs es den 
Studierenden der Medizin sehr nützlich wäre, mathematische Kenntnisse 
in dem bezeichneten bescheidenen Unifange zu erwerben; scheint es 
doch unmöglich, weitergehende physiologische Forschungen zu verstehen, 
wenn man zurückschreckt, sobald man ein Differential oder Integral- 
zeichen sieht! — Hierüber hinaus aber liei'se sich z. B. der Lehrplan 
für die Maschinen- und Bauingenieure an der technichen Hochschule, 
sofern man eben die Kenntnisse der genannten Anfangsgründe zu Be- 
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ginn voraussetzen dürfte, vermutlich zweckmäfsiger gestalten. Ich greife 
damit auf ein Gebiet, welches nicht mehr direkt hierher gehört, und 
mufs mich also auf diese Andeutung beschränken. Natürlich ist es 
eine schultechmselir Frage, ob man die Sache machen kann oder nicht. 
Ich bringe also die Angelegenheit nicht in Form eines bestimmten 
Antrages an die Konferenz. Es würde auch kaum möglich sein, dafs 
diejenigen Herren, welche den Einzelheiten fernstehen, sich ohne wei- 
teres ein Urteil bilden. Ich möchte also meine Auseinandersetzung nur 
als eine Anregung ansehen und lütten, dafs die Untcrriehtsverwaltung, 
wenn sie, wie doch zu erwarten steht, in Erwägung weiterer Verbesse- 
rungen bei den Unterrichtsmethoden und Unterrichtszielen unserer 
höheren Schulen eintritt, diese Anregung mit aufnimmt. 

Übrigens kann man die ganze Fragestellung unter ein allgemeines 
Problem begreifen, welches, wenn ich nicht irre, Herr Dir. Schwalbe 
in seiner gestrigen Rede andeuten wollte. Wenn jetzt das humanistische 
Gymnasium sich auf seinem Wege neue Ziele steckt, bei denen das 
philologisch -historische Element zu einer grofsen, den modernen Auf- 
fassungen entsprechenden Stellung kommen soll, so wird es richtig 
sein, dafs auf den Realanstalten unbeschadet der sprachlichen Studien 
die mathematisdi-wtiunvismischafttiche Büduwf zu einer entsprechenden 
Ausgestaltung gelangt, so dafs diese Schulen ihr Ideal in sich selbst 
tragen, mit welchem sie sich nicht nur gleichberechtigt, sondern inner- 
lich gleichwertig, den regenerierten humanistischen Anstalten zur Seite 
stellen." 

II. Bemerkungen zu den vorstehend abgedruckten Äufserungen. 

a) Berücksichtigung der Anwendungen beim Schulunterricht. 

Dafs die preufsische Unterrichtsverwaltung die „Angewandte 
Mathematik" in die neue Prüfungsordnung von 1HDH als besonderes 
Prüfungsfach einsetzte und dafs seitdem an den preufsischen Universitäten 
der Unterricht in der Angewandten Mathematik einen sehr erfreulichen 
Aufschwung genommen hat, ist den Mitgliedern der Vereinigung aus 
dem Vortrage, den Herr St ä ekel gelegentlich der Hamburger Natur- 
forsch erversammlung hielt und der im vorigen Hefte dieses Jahres- 
berichtes abgedruckt ist, bekannt genug. Die Frage wird sein, wie 
weit dieser Entwicklung, oder vielmehr der Auffassung, die zu ihr 
geführt hat, bei der Neuordnung des Unterrichts au unseren höheren 
Schulen, die in den Lehrplänen von 1901 vorliegt 1 ), Rechnung getragen 

1) Lehrpliine und Lehraufgaben für die höheren Schulen in Preußen. Halle a. S. 
Verlag der Buchhandlung des Waisenhauses. 1901. 
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ist. Dafs ich selbst keine Übertreibung beabsichtige, brauche ich nach 
den vorstehend abgedruckten Äufserungen kaum noch einmal ausdrück 
lieh zu versichern. Ich will auch anerkennen, dafs die neuen Lehr- 
pläne verschiedene Hinweise auf die Mitberticksichtigung der An- 
wendungen beim Unterrichte enthalten; immer aber glaube ich aus- 
sprechen zu sollen, dafs diese Hinweise nicht ganz so lebendig, namentlich 
aber nicht so folgerichtig und vollständig sind, wie es wünschenswert 
scheint. So wird — um nur eine Einzelheit zu nennen — gar nicht 
hervorgehoben, was doch eine sehr wesentliche Sache ist, dafs der 
trigonometrische Unterricht mit wirklichen Messungen beginnen und 
den Kontakt mit dem Vermessungswesen bis obenhin behalten soll. 
Statt dessen linden sich verschiedentlich abstrakte Gegenstände wieder, 
die zwar zum alten Bestände der Schul mathematik gehören, deren 
allgemeiner Bildungswert für die Schule aber angezweifelt werden kann 
(z. B. die formale Auflösung der kubischen Gleichungen), und zwar 
erscheinen dieselben gerade da, wo man sie am wenigstens vermuten 
sollte, nämlich bei dem Plus an Mathematik, welches den Realanstalten 
vor den humanistischen Gymnasien zugebilligt wird. Sollte dies dadurch 
hervorgekommen sein, dafs man sich zu der entscheidenden Wendung, 
die ich unter c) befürworte und von der in den Verhandlungen der Schul- 
konferenz verschiedentlich die Kede war, aus irgendwelchen Gründen 
nicht hat entschliefsen wollen? Glücklicherweise lassen die Lehrpläno 
dem Lehrer zur individuellen Ausgestaltung seines Unterrichts viel- 
fache Freiheit; es wird sich also auch ohne Änderung derselben im 
einzelnen manches bessern lassen. 

b) Verbesserter Unterricht der Lehramtskandidaten. 

Ferienkurse. 

In dieser Hinsicht wird selbstverständlich die Forderung zu erheben 
sein, dafs die modernen Unterrichtsmittel: Seminare, Lesezimmer, 
Modellsaramlungen etc. etc., insbesondere aber diejenigen für angewandte 
Mathematik: Zeichensäle, Sammlungen und Versuchseinrichtungen für 
Geodäsie und technische Mechanik, etc. an allen Universitäten eine fort- 
schreitende Entwickelung finden möchten; — andererseits aber, dafs 
die Lehrbefähigung für Angewandte Mathematik, welche nun bald auf- 
hören wird eine Seltenheit zu sein, bei der Anstellung der Lehramts- 
kandidaten ins Gewicht fallen soll, damit sie den Kandidaten vermöge 
der spezifischen Aussichten, die sie für das spätere Vorwärtskommen 
bietet, besonders erstrebenswert sei. 

Allen diesen Forderungen tritt nun aber ein gewisser Gegensatz 
zwischen dem traditionellen Betrieb der Schule und den heutigen Be- 
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dingungen des Universitätsunterrichts hemmend entgegen, der so wichtig 
ist, dafs er hier ausführlich besprochen werden mufs. Die Schule verlangt 
insbesondere von den jüngeren Lehrern eine möglichst allseitige Ver- 
wendbarkeit, sodafs der Wunsch nach einer mehr seminaristischen Vor- 
bildung des Lehramtskandidaten (Vorbildung im Sinne der Seminare 
für Volksschullehrer) nahe liegt; der Universitätsunterricht tendiert 
vielfach nach dem entgegengesetzten Extrem, nämlich einer durchaus 
spezialistischen Ausbildung. Ich habe verschiedentlich meinen Kollegen 
geraten, in letzterer Hinsicht den Bogen nicht zu straff zu spannen. 
Andererseits aber scheint mir unerläfslich, dafs wir beim Lehramts- 
kandidaten an der Forderung voller akademischer Durchbildung hinsichtlich 
aller Fächer festhalten sollen, die er in den oberen Klassen vertreten 
will, überhaupt aber auf eine Beschränkung der sogenannten Neben- 
fächer hinarbeiten sollen, welche das Studium nur verbreitem statt es 
zu vertiefen. Der Lehrer sollte alle Gebiete, in denen er unterrichtet, 
in solchem Mafse beherrschen, dafs er hoch über den Anfangsschwierig- 
keiten steht und eben daher es vermeidet, den Unterricht nach dem 
Mafse seiner eigenen Kenntnis zu bemessen. Ich füge gern noch den 
Wunsch hinzu, dafs der Kandidat auf der Universität Zeit behalten 
möge, sich nach Lust und Neigung gelegentlich auch in solchen 
Fächern umzusehen, welche über seinen engeren Beruf hinausliefen. 
Und nun berücksichtige man die Ausdehnung , welche die einzelnen 
Gebiete im Laufe der Zeit gewonnen haben! Es ergiebt sich dann für 
die Lehramtskandidaten der Mathematik und Naturwissenschaft die 
unabweisbare Forderung, dafs die mathematisch- physikalischen Studien 
nicJit länger mehr, wie es früher wohl anging, mit den biologischen 
verbunden werden können, sondern dafs diese zwei Gruppen von Studien 
durchgängig getrennt gehalten werden müssen; die chemischen Fachstudien 
wird man dabei zweckmäfsigerweise der biologischen Gruppe zuweisen 
(unbeschadet der Forderung, dafs auch die Mathematiker und Physiker 
eine allgemeine Kenntnis der Chemie erwerben sollen). An der Uni- 
versität hat sich die so befürwortete Trennung je länger je mehr bereits 
von selbst durchgesetzt und die grofsc Mehrheit der beteiligten Uni- 
versitätslehrer dürfte eine Weiterentwicklung in dieser Richtung lebhaft 
herbeiwünschen. In der That kommen wir nur so aus dem unerträg- 
lichen Zustande heraus, dafs die Mathematiker und Phvsiker auf der 
einen Seite, die Chemiker und Biologen auf der anderen Seite sich ihre 
Hauptzuhörer streitig machen und infolge dessen beide nicht diejenige 
Durchbildung ihrer Studenten erreichen, die sie für nötig halten. 
Auch die in der Praxis stehenden Lehrer dürften sich durchweg für die 
in Rede stehende Trennung aussprechen. Daher das Verlangen, die Schul- 
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verualtung n ulle auch ihrerseits die Trennung prinzipiell gut heißen und 
je länger je mehr zur Durchführung bringen. Die daraas für den Schul- 
betrieb entstehenden Schwierigkeiten werden sich bei den Realanstalten 
stark herabmindern, sobald wirklich, wie dies jetzt von vielen Seiten 
angestrebt wird, und wovon weiter unten noch die Rede sein soll, bei 
ihnen der biologische Unterricht bis zur Oberprima durchgeführt wird. 
An den humanistischen Gymnasien aber könnte der Biologe (sobald 
nach der Andeutung der Lehrpläne die mathematischen Teile der Geo- 
graphie auf den oberen Klassen in den mathematischen Unterricht mit 
einbezogen werden) den allgemeinen Unterricht in der Geographie mit 
übernehmen, wo er dann reiche Gelegenheit finden wird, seine natur- 
wissenschaftlichen Kenntnisse zu verwerten. 

Die vorstehenden Auseinandersetzungen sind an gegenwärtiger 
Stelle namentlich durch den Umstand veranlal'st, dafs für die Angewandte 
Mathematik beim Studium der Lehramtskandidaten der Mathematik und 
Physik keine rechte Zeit bleibt, wenn es nicht gelingt, die An- 
forderungen der biologischen und chemischen Fächer zurückzudrängen. 
In dieser Hinsicht scheinen verschiedentlich Mifsverständnisse zu herrschen. 
Man denkt sich die Angewandte Mathematik offenbar vielfach als einen 
Inbegriff blofser Fertigkeiten und meint geradezu, ihr Unterrichts- 
bedürfnis au den Universitäten sozusagen durch Lektoren befriedigen 
zu können. Ich halte das, wenn wir einen wirklichen Erfolg erzielen 
wollen, für grundfalsch. Die Fächer der Augewandten Mathematik 
müssen an der Universität genau so wissenschaftlich betrieben werden 
wie alle anderen auch. Nach der einen Seite sollen sie den vollen 
Besitz gewisser Teile der reinen Mathematik -,„r Voranssetznng haben. 
Ihr Wesen aber ist, dafs sie das rein mathematische Denken mit der 
Erfassung der gegenständlichen Verhältnisse der Aufsenwelt in Ver- 
bindung bringen; sie haben also überdies einen selbständigen, über den 
logischen Apparat der reinen Mathematik hinausgehenden Gedankeninhalt. 

Für die älteren Lehrer bedeutet das empfohlene Hervorkehren der 
Angewandten Mathematik natürlich vielfach eine grofse Schwierigkeit. 
Eine Abhilfe ist wohl nur von geeigneten mathematischen Ferienkursen 
zu erwarten, und es sollten also derartige Kurse sehr viel zahlreicher 
eingerichtet werden, als seither geschehen ist. Es genügt doch nicht, 
dai's, innerhalb Preulsens, die Mathematik nur bei dem Göttinger 
Ferienkurs beteiligt ist, und auch da nur alle zwei Jahre. Bei dieser 
Vermehrung der mathematischen Ferienkurse sollten insbesondere auch 
die technischen Hochschulen mit angreifen und die reichen Mittel ihrer 
Sammlungen und Institute den Lehrern in zweckentsprechender Form 
zugänglich machen. 
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Die analoge Bemerkung gilt natürlich für alle Fächer, hei denen 
sich der Schulunterricht neue Ziele steckt. Verbesserte Unterrichts- 
einrichtungen für die Studierenden der einzelneu Gebiete können immer 
erst im Laufe der Jahre für die Schulpraxis von Bedeutung werden. 
Es kommt also darauf an, auch die bereits in der Praxis stehenden 
Lehrer mit den neuen Auffassungen und Fortschritten bekannt zu 
machen. Eine spezifische Ausbildung der Ferienkurse nach den ver- 
schiedensten Seiten hin unter gleich zeitiger starker Vermehrimg derselben 
scheint hiernach ein notwendiges Korrelat aller Reformbestrebungen 
auf dem Gebiete der höheren Schulen zu sein. 

c) Ein spezifisches Lehrziel beim mathematischen 
Unterrichte an den höheren Realanstalten. 

Während an den humanistischen Gymnasien die Zahl der wöchent- 
lichen Unterrichtsstunden in Mathematik bei den oberen Klassen 4 
beträgt, beläuft sich diese Zahl bei den Realgymnasien und Oberreal- 
schulen auf 5; gleichzeitig ist die Zahl der naturwissenschaftlichen 
Stunden (immer für die oberen Klassen) von 2 auf 5, bez. 6 gesteigert. 
Hiernach liegt es aufserordentlich nahe, entsprechend der Grund- 
auffassung der neuen Schulreform bei den genannten höheren Real- 
anstalten dem mathematischen Pensum der humanistischen Anstalten 
nicht allerlei einzelne Kapitel hinzuzufügen, sondern ein spezifisches 
Lehrziel ins Auge zu fassen, welches eine innere Verbindung des 
mathematischen und naturwissenschaftlichen Denkens ermöglicht. Ich 
komme damit auf den Vorschlag zurück, den ich vor der Schul- 
konferenz vertrat (s. o.) und der übrigens auch in den mit den 
Verhandlungen publizierten Gutachten der Herren Hauck, Lexis 
und Slaby enthalten ist, den Vorschlag nämlich: auf den ge- 
nannten Realanstalten die Anfänge der höheren Mathematik, i. e. 
nicht nur der analytischen Geometrie sondern auch der Dift'ercntial- 
und Integralrcehnung , in den Lehrplan mit aufzunehmen. Dafs die 
gleiche Anregung von so verschiedenen Seiten kam, ist jedenfalls 
sehr bemerkenswert; ich glaube auch, dafs sich, wenn erst die Frage 
in Flufs kommt, sehr viele Professoren der Universität und der tech- 
nischen Hochschule lebhaft dafür erklären werden; sind doch die Vor- 
teile, die ich in meinen Aufserungen vor der Schulkonferenz an- 
deutete, für jeden, der den dort berührten Interessen näher steht, 
ohne weiteres einleuchtend. Wenn trotzdem die neuen Lehrpläne auf 
diese Anregung in keiner Weise eingegangen sind, so ist daran vielleicht 
die vorsichtige Form mit schuld, in welcher ich dieselbe vorgebracht 
habe. Indem ich mich dahin äui'serte: es sei eine sehnltechniscJie 
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Frage, ob man die Sache machen kann oder nicht, wollte ich die Be- 
fürchtungen zerstreuen, als ob ich den akademischen Standpunkt als 
einseitig mafsgebend ansähe und die Schwierigkeiten der Schule für 
nichts achtete; ich wollte die berufenen Vertreter der Schule auffordern, 
mit mir und anderen Angehörigen des Hochschulunterrichtes in Über- 
legung zu treten, wie das Ding anzufassen sei. Ich freue mich, zufügen 
zu können, dafs ich mich in der That sehr rasch mit den Mathematikern 
des hiesigen Gymnasiums über die grundlegenden Fragen zusammen- 
gefunden habe; ich hoffe sogar, dafs von einem der Herren demnächst 
ein genauerer Plan für den einzuhaltenden Lehrgang veröffentlicht 
werden wird. 1 ) Inzwischen möchte ich mich hier vorab mit einigen 
Einwänden, die mir gelegentlich gemacht wurden, auseinandersetzen. 

1) Zunächst wird gesagt: Differential- und Integralrechnung seien für 
die Schule zu schwierig, Versuche, die man früher damit gemacht 
habe, seien fehlgeschlagen oder nur einer Minderzahl von Schülern zu 
gute gekommen. Wenn wirklich ein solcher Mifserfolg eintrat, so 
dürfte dies an der abstrakten Art des Unterrichts gelegen haben. Ich 
wünsche (für die Oberklassen der Realanstalten) eine praktische Diffe- 
rential- und Integralrechnung, welche sich auf die einfachsten Be- 
ziehungen beschränkt und diese an der Hand der dem Schüler bereits 
geläufigen Naturvorgänge fortgesetzt veranschaulicht. Nach den Er- 
fahrungen, welche man mit einer solchen Unterrichtsmethode ander- 
weitig, insbesondere bei der Ausbildung von Technikern macht, ist an 
dem Erfolg nicht zu zweifeln. Es fehlt neuerdings auch nicht an 
Lehrbüchern, welche einen derartigen Gang einhalten (der natürlich in 
jedem Falle den Fähigkeiten und Interessen der Schüler angepafst 
werden mufs); ich nenne hier nur die Werke von Nernst-Schön flies 
und Perry. 

2) Aber woher für einen solchen Unterricht an der Schule die 
Zeit nehmen? Einfach dadurch, dafs man eine grofse Reihe von künst- 
lichem Lehrstoff', der mit den allgemeinen Zwecken der Schule in 
keinem notwendigen Zusammenhange steht, entfernt. Hierauf wurde 

1) Man vergl. auch die wissenschaftliche Beilage zu den Jahresberichten 
1896/1901 des Realgymnasiums zu Coblenz: ..Der mathematische Unterrichtsstoif 
und das mathematische Bildungfigobiet in den oberen Klassen des Realgymnasiums 
und der Oberrealschule." Von Dr. R. Most, Realgymnasialdirektor. Coblenz 1901. 
Herr Most bringt dort einen aufserordentlich umfangreichen Stoff (der viel weiter 
ausgreift, als ich im allgemeinen für zweckmässig halte) und bemerkt dann auch 
ausdrücklich, dafs er diesen Stoff immer nur mit einer Auswahl besonders begabter 
Schüler, die er abgetrennt unterrichtete, bewältigt habe Mit der hierin liegenden 
Beschränkung ist die Most sehe Schrift für die im Text aufgeworfene Fragestellung 
um so interessanter, als sie das Resultat langjähriger Lehrexf abrang vorstellt. 
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schon oben (unter u) hingewiesen; man wird viel Zeit gewinnen, wenn 
man in dieser Hinsicht nicht bei halben Mafsregeln stehen bleibt. Es 
kommt hinzu, dafs andere Kapitel auf Grund einer elementaren Kennt- 
nis der Infinitesimalrechnung eine kürzere und zugleich zweckmäfsigere 
Behandlung finden können, als bisher; ich erinnere nur an die Theorie 
der Maxima und Minima. Indem man naturwissenschaftliche Beispiele 
zahlreich in den mathematischen Unterricht hineinnimmt, wird man, 
wie ich glaube, sogar dahin kommen können, den naturwissenschaft- 
lichen, speziell den physikalischen Unterricht noch etwas zu entlasten, 
wohlverstanden ohne Vermehrung der mathematischen Lehrstunden, so 
dafs für andere Unterrichtsziele Raum gewonnen wird, von denen so- 
gleich (unter d) noch die Rede sein soll. 

3) Ein spezieller Einwand gegen die empfohlene Mafsregel wird von 
manchen Universitätsmathematikern aus den Aufgaben ihrer eigenen 
Lehrthätigkeit abgeleitet. Es sei ihnen nicht erwünscht, bei den Lehr- 
amtskandidaten der Mathematik die Elemente der Differential- und 
Integralrechnung voraussetzen zu können, weil dann deren Kenntnis 
doch nur eine mehr oberflächliche sei und das Eindringen in die 
eigentlichen Schwierigkeiten des Gegenstandes mehr hindere als fordere. 
Ich glaube, dafs es sich hier mehr um die Unbequemlichkeit der An- 
passung an neue Verhältnisse als um eine wirkliche Schwierigkeit 
handelt; jedenfalls habe ich nie gehört, dafs sich die Professoren der 
klassischen Philologie darüber beschweren, dafs ihre Zuhörer seither 
einige Kenntnisse des Lateinischen und Griechischen mit auf die Uni- 
versität brachten. Es ist natürlich eine spezielle Schwierigkeit, neben- 
einander Anfänger unterrichten zu sollen, welche gewisse Vorkenntnisse 
haben, und andere, welche sie nicht haben. Diese Schwierigkeit wird 
infolge der neuen Schulreform bei anderen Fächern noch in ganz 
anderem Mafse hervortreten; sie mufs eben in Kauf genommen werden. 
Sie hat gerade beim Studium der Mathematik auch seither nicht ge- 
fehlt 1 ) (wo wir doch seit Jahren Humanisten. Realgymnasiasten und 
Oberrealschüler neben einander zu unterrichten haben) und bringt auch 
einiges Gute mit sich. Im übrigen dürfen wir Mathematiker bei der Krage, 
wie die Mathematik auf der Schule unterrichtet werden soll, die Ver- 
hältnisse unseres eigenen Universitätsstudiums ersichtlich am wenigsten 
als Richtschnur nehmen; wenn die grofse Mehrzahl der Schüler von 
einer vorgeschlagenen Mafsregel Vorteil hat, so haben dahinter unsere 
Spezialinteressen zurückzutreten. 

1 ! Ich habe mich darüber atifilührlicher vor der Svhulkonfewnz geiiul'Hert • 
siehe die Verhandlungen deraelben pg. 29- 31. 
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4) Ein letzter Einwand ist der, dafs die Realanstalten durch die 
geplante Ausgestaltung des mathematischen Unterrichts den Charakter 
von Fachschulen erhielten. Dies ist durchaus mifsverständlieh. Ganz 
gewifs werden, wie ich in meinen Aufserungen vor der Schulkonferenz 
hervorhob (siehe oben unter I), bestimmte Kategorieen Studierender: 
die Naturwissenschaftler, die Architekten und Ingenieure, schliefslich 
die Mediziner, für ihre weitergehenden Studien von der geplanten Neu- 
ordnung unmittelbaren Vorteil haben. Aber doch nicht deshalb, weil 
ihnen ein Teil der späteren Fachstudien mit auf den Weg gegeben 
würde, sondern weil sie eine bessere allgemeine Grundlage für diese 
Fachstudien gewonnen haben. Auch hier wolle man den Vergleich mit 
dem Lateinischen und Griechischen der humanistischen Gymnasien her- 
anziehen. Und in der That ist es die allgemeine Bedeutung der vor- 
geschlagenen Mafsregel, ihre philosophische Bedeutung als Abschlufs der 
llcalstudien nacli der exakten Seite hin, die ich vor allen Dingen betonen 
möchte. • Eine gewisse Kenntnis der Differential- und Integralrechnung 
ist unerläfslich, wenn man auch nur die einfachsten Gesetzmäfsigkeiteu 
der uns umgebenden Natur verstehen will. Ich komme damit zu dem 
letzten Punkte, den ich hier zu erörtern habe, und den ich im An- 
schluis an meinen Vortrag vor der Schulkonferenz überschreiben will: 

d) Das mathematisch-naturwissenschaftliche Ideal 

der Realanstalten. 

Die Schulkonferenz und der an dieselbe anschliefsende Allerhöchste 
Erlafs vom 26. November 1900 haben als obersten Satz bekanntlich 
diesen angenommen, dafs die drei in Preufsen neben einander bestehenden 
Gattungen neunklassiger höherer Schulen: das humanistische Gymnasium, 
das Realgymnasium und die Oberrealschule für die Zwecke der allge- 
meinen Bildung als gleichwertig anzusehen sind. Man hat damit die 
Idee der „Einheitsschule"' (die ja auf den ersten Blick sehr viel Ver- 
lockendes hat, aber beim Versuche der Durchführung sofort auf grofse 
Schwierigkeiten stöfst) zurückgeschoben und sich der Überzeugung an- 
geschlossen, dafs die Grundlage allgemeiner Bildung sehr wohl an ver- 
schiedenem Unterrichtsstoff erworben werden kann, sofern nur dieser 
Stoff nicht in enzyklopädischer Verflachung, sondern in geschlossener 
systematischer Form vorgeführt wird. Die oft genug wiederholten Dis- 
kussionen über den relativen Wert der drei Schularten sind damit bis 
auf weiteres in die zweite Linie gerückt und an ihre Stelle für jeden, 
der zur positiven Mitarbeit entschlossen ist, die Erörterung der Frage 
gesetzt, wie die Eigenart der einzelnen Schulgattung mit Rücksieht auf 
die Zwecke der Allgemeinheit am besten ausgeprägt werden kann. Ich 
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jedenfalls bin entschlossen, in dieser Hinsicht den ehrlichen Versuch 
mitzumachen, wünsche dann aber freilich, dals man vor den Konsequenzen 
nicht zurückschreckt. r ) 

Unter diesem Gesichtspunkte wolle man die Forderung eines „mathe- 
matisch-naturwissenschaftlichen Ideals" sehen, das ich den Realanstalten 
vindizieren möchte. Selbstverständlich mufs sein Inhalt der Fassungs- 
kraft der Schüler, bez. der Leistungsfähigkeit der Lehrer entsprechend 
bemessen sein. Auch hier gilt es, wie anderwärts, multum, nicht multa 
zu bringen. Aber auch innerhalb der so bezeichneten Schranken bleibt 
genug des Erstrebenswerten übrig, was den Absolventen der Realan 
stalten das Bewufstsein eines wertvollen, von anderen nicht geteilten 
Besitzes auf den Weg zu geben vermag. 

Wie ich mir dabei den mathematischen Unterricht im steten Hin- 
blick auf den naturwissenschaftlichen Lehrstoff ausgestaltet denke, wurde 
bereits genügend dargelegt. Im mathematischen Unterrichte kommt 
wesentlich das deduktive Denken zu seinem Recht; der naturwissen- 
schaftliche Unterricht hat ergänzend das inrfuliivc Denken und die 
Gewöhnung an vorurteilsfreie Beobachtung zu üben. Beide zusammen 
sollen zu einem Verständnis der uns umgebenden Natur anleiten, von 
der wir selbst ein Teil sind. Man hat den naturwissenschaftlichen 
Unterricht an den Oberklassen der Realanstalten bisher auf Physik und 
Chemie beschränkt (bei letzterer sogar des Guten vielleicht gelegentlich 
zu viel gethan). Ich trete meinerseits durchaus den Bestrebungen bei, 
welche auch für die biologischen Disziplinen Raum gewinnen wollen. 2 ) 
Beschränkt man sich dabei, ebenso wie bei der Chemie, auf das Not- 
wendigste, die blofse Darlegung der wichtigsten und einfachsten Ver- 
hältnisse, nimmt man andererseits (wie schon oben angedeutet) die 



1) Wenn also den Absolventen der Realanstalten bei der Wahl gewisser 
Studienfächer an der Universität besondere Vorkurse auferlegt werden, in denen 
sie nachzuholen haben, was ihnen an Kenntnis der alten Sprachen abgeht, so 
werden die Absolventen der humanistischen Anstalten an der Hochschule gegebenen 
Falls ihre Vorkenntnisse in mathematisch - naturwissenschaftlicher Richtung voral) 
zu ergänzen haben, etc. Für den Fall aber, dafs der Hochschulunterricht in mathe- 
matisch-naturwissenschaftlicher Hinsicht im Heginn auf die Vorkenntnisse der 
Humanisten zugeschnitten sein sollte, so wäre den Absolventen der Realgymnasien 
und Überrealschulen eine entsprechende Erleichterung zu gewähren. Dies ge- 
schieht beispielsweise an der technischen Hochschule in Stuttgart. 

2) Vergl. die bez. Verhandlungen der vereinigten Abteilungen für Zoologie, 
Botanik, Geologie, Anatomie und Physiologie der letztjährigen «Hamburger) Natur- 
forscherversammlung, welche kürzlich unter dem Titel : Über die gegenwärtige Lage 
des biologischen Unterrichts an den höheren Schulen als besondere Broschüre bei 
G. Fischer in Jena (1901; erschienen sind. 
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mathematische Behandhing der physikalischen Probleme wesentlich in 
den mathematischen Unterricht hinüber, so ist nicht abzusehen, warum 
die Naturwissenschaften insgesamt nicht mit der Stunden zahl reichen 
sollten, die ihnen gegenwärtig bereits an den Realanstalten eingeräumt 
ist. Es tritt dann also (wie ich es gegenüber der Schulkonferenz schon 
betont) keinerlei Verkümmerung der sprachlichen und sonstigen grund- 
legenden Fächer ein, was allerdings sehr wesentlich scheint. Denn 
Niemand wird einer ausschließlich mathematisch-naturwissenschaftlichen 
Vorbildung das Wort reden wollen. — 

Dies etwa sind die Gedanken, welche ich in die Schlufsworte 
meiner Aufserungen vor der Schulkonferenz hineinlegen wollte. Sie 
greifen ja als solche über den Rahmen hinaus, der den vorliegenden 
Jahresberichten gesteckt ist. Aber ich zweifele nicht, dafs viele Mathe- 
matiker nach dem Mafse ihrer persönlichen Neigungen gerade den hier 
berührten Fragen ein lebhaftes Interesse zuwenden werden. Aufserdem 
aber war eine kurze Darlegung des allgemeinen Zieles notwendig, wenn 
anders mein Hauptvorschlag: die Hereinnahme der elementaren 
Differential- und Integralrechnung in die Oberklassen der Realanstalten, 
in seiner eigentlichen Bedeutung hervortreten sollte. 



Franz Schmidt t. 

Mitglied der Deutschen Mathematiker -Vereinigung. 
Von P. Stäckel in Kiel. 

Ein jeder, der sich mit der Geschichte der nichteuklidischen Geo- 
metrie beschäftigt hat — und welcher Mathematiker hätte nicht 
Veranlassung dazu? — kennt den Namen des Baumeisters Franz 
Schmidt in Budapest, der mehr als dreifsig .fahre hindurch mit un- 
ermüdlicher Ausdauer und Hingebung bestrebt gewesen ist, aufzuklären 
und festzustellen, welchen Anteil Wolfgang und Johann Bolyai an 
der Entwicklung dieser Disciplin gehabt haben. Was der selbstlose und 
bescheidene Mann bei seinen Lebzeiten nicht gestattet hätte: seine 
verdienstvolle Thätigkeit ausführlich darzustellen, ist jetzt, wo er \uis 
entrissen ist, eine Pflicht der Dankbarkeit und Pietät. 

Franz Schmidt wurde als Sohn eines Baumeisters am 14. Feb- 
ruar 1827 zu Temesvar geboren; seine Familie, die ursprünglich Koväcs 
hiefs, stammte aus dem Szeklerlaude, der Heimat der Bolyai. Nachdem 
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er die technische Hochschule und die Akademie der bildenden Künste 
in Wien (1843—1848) und die technische Hochschule in München (1849) 
besucht hatte, liefs er sich in seiner Vaterstadt als Baumeister nieder. 
Seit 1860 bis zu seinem am 7. März 1901 erfolgten Tode ist er in 
Budapest thätig gewesen. Im Jahre 1851 vermählte er sich mit 
Aloisia Suehau; der Ehe entstammten zwei Söhne und drei Töchter. 

Die Mufse, die ihm die Berufspflichten liefsen, widmete Schmidt 
der Mathematik, für die er schon als Knabe ein lebhaftes Interesse 
gehabt hatte, das durch die 
Vorlesungen von Joseph Petz- 
val in Wien, von dem er stets 
mit grolser Verehrung sprach, 
noch gesteigert war. Noch bis 
ins späte Alter hinein suchte er 
sich über alle neuen Erschei- 
nungen auf dem mathematischen 
Büchermarkte zu orientieren, 
um seine nicht umfangreiche, 
aber gewählte Büchersammluug 
zu vervollständigen, und hier- 
durch ist er mit einer Reihe 
namhafter Mathematiker in 
Korrespondenz gekommen. 

Mit der Bitte um Auskunft 
über in Frankreich erschienene 
mathematische Werke hatte er 
sich im Jahre 18(54 an Jules 
llouel in Bordeaux gewandt. 
Als dieser im Jahre 1807 durch 
Baltzer auf die Schriften von 
L o b a t s c h e f s k i j und den 
Bolyai aufmerksam gemacht 

worden war, wandte er sich behufs weiterer Aufklärungen über die 
Bolyai an seinen ungarischen Korrespondenten. 

„Auriez Vous quelques moyens," schrieb er ihm am 17. Februar 1807, 
„d'obtenir de renseignements sur la vie et les ouvrages de deux mathe- 
maticiens du nom de Bolyai, habitant Tun et lautre un pays voisin 
du Votre, a 
ete 






Maros VasärhelyV L'un d'eux, YVolfgang Bolyai, a 



1 



e compagnou 



d'etude et l'ami de Gauls. 11 aurait. s'il vivait 
encore, au moins 92 ans. 11 a eompose en 1829 un ouvrage latin 
intitule: Tentanien juventutem studiosam in elementa matheseos purae, 
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elementaris etc. introducendi, 2 voll. Maros Väsarhelyini. L'ouvrage 
est termine par un Appendice, compose (d'apres les renseignements 
que je doi8 a M. le Dr. Baltzer, ä Dresde) par im geonietre du meme 
nom, J. Bolyai, son parent sans doute (si ce n'est pas le meme). 
L'ouvrage a ete aussi traduit vers le meme temps en langue hongroise." 

„Cet Appendice est un travail de la plus grande valeur. 11 ren- 
ferme les idees decouvertes en meme teinps par Tauteur et par le geo- 
metre russe Lobatschewsky, sur la theorie des paralleles, idees que 
Gaufs avait trouvees depuis longtemps, mais qu'il n'avait pas publiees." 

„L'auteur de l'Appendice a fait paraitre depuis, en 1851, un 
opuscule tres-curieuse dont le titre, qui tient une page tout entiere, 
coromence par: Kurzer Grundrifs eines Versuchs u. s. w. - in 12°, 
*8 S. Maros Vasarhely, sans nom d'auteur. Je possede ce petit vohune.'* 

„Vous serait-il possible, monsieur, d'ajouter quelque chose au peu 
de renseignements que je possede sur l'auteur de ces remarquables 
travaux? Ne connaissant personne qui habität plus pres que Vous de 
la Transsylvanie, j'ai pense que les rapports de la Hongrie avec ce 
pays pourraient bien etre faciles, et j'ai compte sur Votre obligeance 
pour me procurer des informations qui me seront tres-utiles pour la 
redaction dun voluine que je vais faire impritner sur les prineipes 
de la geometrie elementaire, et dont une partie dejä a ete publiee en 
18(33 (Grunerts Archiv d. Math. u. Physik, Bd. XL). J'espere avoir 
Vhonneur de Vous offrir un exemplaire de ce travail 1 ), des qu'il sera 
termine/* 

„Veuillez pardonner, Monsieur, la liberte que je prends de m'adresser 
u Vous; mais j'ai pense que Vous m'aideriez volontiers dans les efforts 
que je fais pour faire connaitre les merites de Votre eminent com 
patriote." 

Der 21. Februar 181*7, an dem Schmidt diesen Brief empfing, ist 
von entscheidender Bedeutung für sein ganzes weiteres Leben gewesen, 
das von nun an durch die Aufgabe bestimmt, ja man möchte sagen 
verklärt wurde, den Verdiensten seiner beiden Landsleute Wolfgang 
und Johann Bolyai nicht nur in Ungarn, sondern in der ganzen 
mathematischen Welt die gebührende Anerkennung zu verschaffen. 

Es verdient bemerkt zu werden, dafs durch einen sonderbaren 
Zufall der Name Bolyai Schmidt nicht unbekannt war. Sein Vater, 
dem auch Militärbauten übertragen wurden, hatte öfters von einem 
Genieoffizier, einem Siebenbürger, erzählt, mit dem er sich stets 



1) Gemeint ist der im Juli 1867 erschienene: Essai oritiqnr sur hs priiicijtrs 
fondamentaux de la gfometrie elätwatairc, 90 S. n°. 
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fürchtete in Berührung zu kommen. Dieser produzierte, um die Starke 
seines Armes und die Güte seiner Damaseener-Klinge zu demonstrieren, 
jedem seiner Besucher, wie er mit einem Schlage starke Nägel abhieh, 
die im Thürpfosten eingeschlagen waren. Das war Johann Bolyai, 
der 182S bis 1826 als Genielieutenant zu Tcmesvar in Garnison ge- 
standen hat. 

Mit grofsem Eifer machte sich Schmidt ans Werk, sammelte die 
zerstreuten litterarischen Notizen über die beiden Bolyai und wufste 
sich weiteres Material durch Erkundigungen in Maros Vasarhely zu 
verschaffen, wobei ihm besonders der dortige Professor am ev. ref. 
Kollegium Samuel Szabo behilflich war. So entstand eine an- 
sprechend geschriebene biographische Skizze, die er Ende Dezember 1807 
nach Bordeaux sandte. Houel, der die durch Lobatschefskij und 
J. Bolyai gewonnene neue Einsicht in die Grundlagen der Geometrie 
mit Begeisterung in sich aufgenommen hatte und für ihre Ver- 
breitung seine ganze Kraft einsetzte, sorgte nicht nur dafür, dafs 
Schmidts Abhandlung in Grunerts Archiv aufgenommen wurde 
(Ans dem Lebeti zweier ungarischer Mathematiker Johann und Wolf- 
gang Bolyai von Bolya. Grunerts Archiv, 28. Teil. Greifswald 1808. 
S. 217—228), sondern übersetzte sie auch ins Französische nnd liefs 
sie, zusammen mit einer musterhaften Übersetzung des Appendix, in 
den Memoires de la socic'te des sciettces physiques et naturelles de Bordeaux 
(t. V. S. 189—248) abdrucken; das betreffende Heft ist gleichzeitig 
als selbständige Broschüre bei Gauthier- V illars (Paris 1868) er- 
schienen. Auf Houels Anregung ist auch die italienische Be- 
arbeitung von Schmidts Skizze zurückzuführen, die Angelo Forti 
in dem ersten Bande des von dem Fürsten Boncampagni heraus- 
gegebenen Bulletino di bibliografm e di storia deth seicnze mntemalUhc 
e ftsiehe (Rom 1868) veröffentlicht hat. 

Eine wohlverdiente Anerkennung war es, dafs Schmidt bald 
darauf zum auswärtigen Mitgliedc der Bordelaiser Gesellschaft er 
uannt wurde. 

Es hatte sich herausgestellt, dafs Johann Bolyais mathematischer 
Nachlaßt noch vorhanden war und sich im Besitze des ev. ref. Kolle- 
giums zu Maros Vasarhely befand. Um die Benutzung zu ermöglichen, 
rief Houel die Vermittlung des Fürsten Boncamp agni an, der den 
damaligen ungarischen Kultusminister Baron Eötvös für die Sache zu 
interessieren wufste. So wurde es erreicht, dafs die Ungarische Akademie 
der Wissenschaften in Budapest im November 1869 die umfangreichen 
Manuskripte Johanns zur Durchsicht zugesandt erhielt, für die im 
Dezember 1872 eine besondere Konimission eingesetzt wurde. Als 
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Mitglied der Kommission hat Schmidt während der Jahre 1879 bis 
1894 die Papiere in seinen Händen gehabt. Über ihren Inhalt hat er 
auf der Naturforscher- Versammlung in Wien (1894) einige Mitteilungen 
gemacht (Mitteilungen über Johann Bolyai. Diese Jahresberichte, 
Bd. 4. S. 107—109;; besonders wichtig war ein von einem seiner 
Söhne unter den Papieren entdeckter Brief, den Johann am 3. No- 
vember 1823 aus Temesvär an seinen Vater gerichtet hat, denn darin 
spricht er bereits von seiner neuen Raumlehre; dieser Brief wurde 
zuerst abgedruckt: Mathematikai es tertneszettudomdnyi ertesUÖ. o. Teil. 
Budapest 1887. S. 187 — 189. Dieselben und einige weitere Ergebnisse 
von Schmidts Beschäftigung mit Johanns Nachlafs findet man in 
dem Werke: Theorie der Parallcllinien von Euklid bis auf Gau/'s, 
in Gemeinschaft mit Friedrich Engel herausgegeben von Paul 
Stäckel, Leipzig 1895. S. 241—242. 

Die in Grunerts Archiv veröffentlichte Abhandlung betrachtete 
Schmidt nur als den Anfang zu einer definitiven Biographie der 
beiden Bolyai, mit deren Vorbereitung er sich lange beschäftigt hat. 
Angestrengte Thätigkeit in seinem Beruf und mancherlei Krankheit, 
die er durchzumachen hatte, haben sich der Ausführung des schwierigen 
Unternehmens entgegengestellt. Er mufste sich darauf beschränken, 
1898 eine kürzere Lebensbeschreibung Johann Bolyais in der Zeit- 
schrift für Mathematik- und Physik zu geben (Supplement zum 42. Jahr- 
gang, zugleich 8. Heft der Abhandlungen zur Geschichte der Mathematik. 
Leipzig 1898. S. 133—146). Was er über Wolfgang Bolyai zu 
berichten hatte, ist in die Notizen über Gaufs' und Bolyais Lehm 
und Werke aufgenommen worden, die dem 1899 von Schmidt und 
Paul Stäckel herausgegebenen Briefwechsel zivischm Gaufs und 
Wolf gang Bolyai beigegeben sind (S. 175 — 185). 

Einen Auszug aus der Biographie Johanns hatte Schmidt bereits 
1897 veröffentlicht. Nachdem der Appendix ins Französische (1868), 
Italienische (1868), Englische (1891), Japanische (1895) übersetzt 
worden und auch eine deutsche Bearbeitung (1872) erschienen war, 
schien es ihm eine patriotische Pflicht zu sein, dafür zu sorgen, dals 
auch seine Landsleute von dieser „Perle mathematischen Scharfsinns" 
durch eine Übersetzung Kenntnis erhielten. Er gewann dafür einen 
jüngeren ungarischen Mathematiker, Herrn J. Sutak. Zu dieser Über- 
setzung, deren Herausgabe nur seiner opferwilligen Unterstützung zu 
verdanken ist, hatte er jenen Auszug beigesteuert (Johann Bolyai, 
Scientia spatii absolute vera, Budapest 1897. S. XX— XXVIII). Ein 
Teil der Exemplare ist auf seine Veranlassung an die ungarischen 
Gvmnasien verteilt worden. 

JuhrctUriclit d. Deuticheu ÄHUiein.-Vöraiuiguug. XI. Heft 3. 11) 
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Schon vorher war Schmidt in anderer Weise für Johann Bolyais 
Andenken thätig gewesen, dessen Grabstätte auf dem schönen Fried- 
hofe in Maros Väsärhely im Laufe der Zeit ganz unkenntlich geworden 
war. Als er im Jahre 1893, die neugebaute Eisenbahn benutzend, 
dorthin kam, liefs er sich die Stelle von der damals noch lebenden 
Pflegerin Johanns, Juliana Szocs, zeigen und bewirkte nach Buda- 
pest zurückgekehrt, dafs die dortige mathematische-physikalische Gesell- 
schaft auf dem Wege einer Sammlung Mittel aufbrachte, aus denen 
als Gedenkstein eine Pyramide aus Trachyt mit der einfachen Inschrift 

Bolyai Jänos 
1802-1860 

errichtet wurde. 

Während der letzten Lebensjahre hatte Schmidt die Freude einen 
Wunsch in Erfüllung gehen zu sehen, den er schon 1868 ausgesprochen 
hatte, dafs nämlich der Briefwechsel zwischen Gaufs und Wolfgang 
Bolyai der Allgemeinheit zugänglich gemacht werden möchte. 

Da Wolf gang die Briefe von Gaufs nach dessen Tode (1855) an 
Sartorius von Waltershause'n in Göttingen gesandt hatte, hatte er 
sich zuerst an diesen gewandt und das Versprechen erhalten, dafs die Briefe 
in einer neuen Ausgabe seiner Biographie von Gauls {Gaufs zum Ge- 
dächtnis. Leipzig 185(1), soweit sie sich für die Öffentlichkeit eigneten, ab- 
gedruckt werden sollten. Leider ist es nicht dazu gekommen. Dagegen 
wurden einige Bruchstücke aus Briefen von Gaufs an Bolyai gelegent- 
lich der hundertjährigen Wiederkehr von Gaufs' Geburtstag 1877 von 
Schering veröffentlicht. Versuche von Schmidt, Einsicht in die Briefe 
zu erhalten, sind lange vergeblich geblieben, bis ihm endlich im De- 
zember 1890 die Königliche Gesellschaft der Wissenschaften zu 
Göttingen eine Abschrift sämtlicher Briefe zur Verfügung stellte. Sie 
erteilte später auch die Erlaubnis zu ihrer Veröffentlichung, und durch 
die Unterstützung der Ungarischen Akademie der Wissenschaften wurde 
es möglich, im Sommer 1890 den Briefwechsel in der geschmackvollen 
Ausstattung der neuen, von der Akademie veranstalteten Ausgabe des 
Tentamen erscheinen zu lassen. 

So ist es Schmidt vergönnt gewesen, noch im hohen Alter für 
die ihm heilige Sache der Bolyai zu wirken, ein schöner Abschlufs 
seines uneigennützigen und arbeitsamen Lebens. 
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Mitteilungen und Nachrichten. 

Geeignete Mitteilungen wird der Herausgeber stets mit größtem Danke entgegen- 
nehmen. 

1. Akademien. Gesellschaften. Vereinieningen, Versammlungen. 

Königl. Preufe. Akademie der Wissenschaften. Zur Vorbereitung 
der von der Association des Academies geplanten Ausgabe der Werke von 
Gotfried Wilhelm Leibniz (vgl. S. 70 dieses Bandes) hat die Berliner 
Akademie die Herren Dr. Willy Rabitz und Dr. Paul Ritter mit der 
Inventarisierung sämtlicher Leibnizschen Schriften beauftragt. 

Die Leopoldino-Caroliniflche Akademie deutscher Naturforscher 

beging am 1. Januar d. J. die Feier ihres 250-jährigen Bestehens. Die 
Universität Halle liefs aus diesem Anlafs durch den Rektor und die Dekane 
eine tabula gratulatoria überreichen. — Die Akademie hat in Halle ein 
Grundstück erworben, auf welchem das neue Bibliotheksgebäude zu stehen 
kommen soll; die Pläne für das letztere sind bereits fertig. 

Berliner Mathematische Gesellschaft 

IU. Sitzung am 18. Dezember 1901. 

F. Kötter, Elementarer Beweis des Jacobischen Kreiseltheorems. - 
K. Heun, Über die Hertzsche Mechanik. — 0. Hermes, Zur Herstellung 
der Vielflache. 

IV. Sitzung am 29. Januar 1902. 

Felix Müller, Die Bedeutung der Zeitschriften für die mathematische 
Litteratur. — J. Knoblauch, Anregung einer Verständigung über den 
Gebrauch fester Bezeichnungen für gewisse mathematische Gröfsen. — 
M. Hamburger, Über die Darstellung der doppelperiodischen Funktionen 
als Quotienten von Thetafunktionen. — Budde, Eine kleine Bemerkung 
zur Helmholtzschen Wirbeltheorie. — Koppe, Über die Bewegung des Kreisels. 

Mathematische Gesellschaft zu Göttingen. 

VI. Sitzung am 3. Dezember 1901. 

F. Schilling führt den neuen Projektionsapparat vor. Er bespricht 
die Handhabung desselben, sowie die Anwendung in den Vorlesungen über 
darstellende Geometrie und Kinematik und begleitet seine Ausführungen 
durch zahlreiche Demonstrationen. Er projiziert u. a. auch ein bewegliches 
aus Celluloid bestehendes kinematisches Modell. Weitere Versuche, beweg- 
liche, event. körperliche Objekte zu projizieren, sind in Aussicht genommen. 

VII. Sitzung am 10. Dezember. 

E. Husserl setzt seinen Vortrag vom 26. Nov. fort. Vor allem werden 
die Begriffe des „definiten" und des „absolut definiten" Systems auseinander- 
gesetzt. Bei definiten Systemen und nur bei diesen ist der Durchgang 
durch das Unmögliche gestattet. 

VIII. Sitzung am 17. Dezember. 

F. Klein bespricht die eingelaufene Litteratur und macht Bemerkungen 
z u einigen Fragen der Mechanik (u. a. über die Stabilisierung der Schiffe). 

10* 
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Er spricht ferner über geometrische Optik im Anschlufs an seine dies- 
bezüglichen Arbeiten: „tber das Brunssche Eikonal" und „Räumliche 
Kollineation bei optischen Instrumenten" (Zeitschrift fiir Mathematik und 
Physik). — D. Hilbert spricht über Arbeiten von Landau und Frit z Ahl. — 
F. Schilling berichtet über Enriques' Lehrbuch der darstellenden Geometrie. 

IX. Sitzung am 14. Januar 1902. 

F. Klein legt u. a. die ersten Hefte der neuen im Verlag von 
B. G.Teubner erschienenen Zeitschriften vor und setzt den Plan des Teubnerschen 
Zeitschriftenunternehmens auseinander. — E. Zermelo referiert über Runge, 
„Empirische Funktionen und die Interpolation zwischen äquidistanten Ko- 
ordinaten" (Zeitschrift für Mathematik und Physik Bd. Iti). — E. Zermelo 
trägt ferner vor über ein usich ins Unendliche erstreckendes) thermo- 
dynamisches System, bei dem auch nach unendlichlanger Zeit sich kein 
Wärmegleichgewicht einstellt. 

X. Sitzung am 21. Januar. 

Vortrag von Conrad Müller: „Die Mathematik bei den Indern". Nach 
einem Uberblick über die Entwickelung und die Ziele der indischen Mathe- 
matik werden insbesondere die ersten Spuren der Differentialrechnung ge- 
kennzeichnet, welche sich in dem Werke Shidänta Siromani von Bhäskara 
(1200 n. Chr.) finden. — Hans Müller: „Über den Satz, dafs die Kugel 
bei gegebenem Volumen die kleinste Oberfläche hat. Der Vortragende hat 
sich die Aufgabe gestellt, das genannte Problem mit Hilfe der systematischen 
Methoden der Variationsrechnung zu lösen. Es gelingt, die strengen Me- 
thoden, welche im Falle einfacher Integrale durch Weierstrafs und neuer- 
dings durch Hilbert ausgebildet worden sind, auf Doppelintegrale zu über- 
tragen. Die Hauptschwierigkeit, welche zu überwinden war, lag in der 
Konstruktion geeigneter „Felder". Die Tragweite der vom Vortragenden 
gefundenen Methoden reicht über die auf das spezielle genannte Problem 
gemachte Anwendung wesentlich hinaus. Die ausführliche Darstellung wird 
in einer demnächst erscheinenden Dissertation gegeben werden. 

Mathematische Gesellschaft zu Remscheid. Seit Oktober 1900 
besteht in Remscheid eine mathematische Gesellschaft, die allmonatlich, mit 
Ausnahme des April, August und September, eine Sitzung abhält im Physik- 
zimmer des Realgymnasiums. Mitglieder sind die Mathematiker und Natur- 
wissenschaftler des Realgymnasiums, ferner einige Herren von der königl. 
Fachschule und von einem benachbarten Gymnasium. Bei der geringen 
Anzahl der Mitglieder (G - 10 Besucher) kann natürlich das Programm der 
wissenschaftlichen Thätigkeit sich nicht lediglich auf rein mathematische 
Dinge beschränken. Besonderes Interesse werden mit der Zeit wohl mathe- 
matisch-technische Fragen erwecken. Auch pädagogische Vorträge sind 
nicht ausgeschlossen. Von gröfseren Berichten, die seit Bestehen der Ge- 
sellschaft erstattet wurden, seien genannt: über die Mengenlehre, über das 
Duloug-Petitsche Gesetz, das Planimeter (dabei auch das Bailplanimeter), 
die Malfattische Aufgabe, Methode der Tiefseeforschung, Mathematisches aus 
England, insbesondere die Rechenmaschine von Babbage, Malssysteme. Wiederholt 
wurden neuere physikalische Apparate vorgeführt. Die Gesellschaft ist als solche 
Mitglied geworden des naturhistorischen Vereins für Rheinland und Westfalen. 
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American Mathematical Society. — Auf der am 26. Oktober 1901 
in New York abgehaltenen Versammlung wurden die folgenden Mitteilungen 
vorgelegt bezw. vorgetragen: L. P. Eisenhart: Conjugate rectilinear con- 
gruences. — J. Hadamard: On the theory of elastic plates. — E. V. Hun- 
tington and J. K. Whittemore: Some curious properties of conics touching 
the line infinity at onc of the circular points. — Edward Kasner: 
Determination of the integrals in the calculus of variations leading to an 
assigned System of extrenrals. — G. A. Miller: On the abelian groups 
which are conformal with nonabelian groups. — J. E. Rabinovitch: On 
some contradictions involved in the elliptic geometry in a point Space. — 
Miss I. M. Schottenfels: Generational *dennitions of certain groups of 
order 960. — S. E. Slocum: The Symbols of the infinitesimal trans- 
formations which generate the parameter group corresponding to all possible 
types of structure of two, three and four parameter complex groups. — 
H. F. Stecker: Concerning the elliptic p (<7 2 ; g 3 ; *)-function as coordinates 
in a line complex, and certain related theorems. — Otto Stolz, Zur Er- 
klärung der Bogenlänge und des Inhaltes einer krummen Fläche. — 
E. B. Van VI eck: On the zeros of fundamental integrals of regulär linear 
differential equations of the second order, with a determination of the number 
of imaginary roots of the hypergeometrie series. — E. .T. Wilczynski: 
Reciprocal Systems of linear differential equations. 

Auf der von 59 Mitgliedern bosuch ton Jahresversammlung zu New York 
am 27. — 28. Dezember 1901 wurden folgende Mitteilungen gemacht: Virgil 
Snyder, Further types of unicursal sextic scrolls. — Mc Clintock, On 
the nature and use of the functions employed in the recognitirm of quadratic 
rosidues. — Harold Jacoby, A theorem concerning the method of least 
Squares. — Harris Hancock, The theory of maxirna and minima in p 
variables. — H. F. Stecker, On surfaces whose geodetic lines are re- 
presented by curves of the second degree when reprcsented conformably 
upon the plane. — Sir R. S. Ball, Recent researches in the theory of 
screws. — CA. Scott, A recent method for treating the intersection of 
plane curves. — Edw. Kasner, Two principles in the theory of multiple 
forms. — D. R. Curtiss, On the invariants of a homogeneous quadratic 
differential equation of the second order. — Arnold Em eh, Some appli- 
eations of the theory of assomblages. — G. A. Miller, On a method for 
constructing all the groups of order p m . — S. E. Slocum, Note on the 
transformation of a group into its canonical form. — E. R. Hedrick, 
On the characteristies of differential equations. — C A. Scott, On the 
circuits of plane curves. — F. Morley and A. B. Coble, On the plane 
quartic curve. — Maxime B 6 eher, On the real Solutions of Systems of 
two homogeneous linear equations of the first order. — E. H. Moore, On 
the projective axiome of geometry. — E. R. Hedrick, Remarks on the 
sufficient conditions in the calculus of variations. — L. P. Eisenhart, 
1) Note on isotropic congruences. 2) Lines of length zero on surfaces. — 
W. B. Fite, Concerning class of a group of order p m that contains an 
Operator of order p m ~ z or p m ~ s , p being a prime. — Edw. Kasner, A 
characteristic property of the parabolic curve of wth order. — Carl 
Gundersen, On the content or measure of assemblages of points. — 
J. W. Young, On the holomorphisms of a group. — P. F. Smith, On 
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fche resolution of orthogonal transformations. — Panl Epsteen, Proof 
that the group of an irreducible linear difFerential equation is transitive. — 
W. 13. Ford, On the uniform convergence of Fourier's series. 

Es wurden für das Jahr 1902 gewählt: Prof. Maxime B 6 eher, 
Prof. Frank Morlcy zu Vicepräsidenten, Prof. F. N. Cole zum Sekretär, 
Dr. W. S. Dennett zum Schatzmeister, Prof. Dr. E. Smith zum Biblio- 
thekar, Proff.: F. N. Cole, Alexander Ziwet, F. Morley als Redaktions- 
kommission. — Die nächste Versammlung wird am 22. Februar 1902 
stattfinden. 

American Mathematical Society. Chicago Seotion. Zehnte Ver- 
sammlung zu Evanston, 2. — 3. Januar 1902. Mitteilungen: Ch. L. Bouton, 
The equivalence of linear differential equations for a transformation of the 
independent variable. — L. E. Dickson, Some simplifications in the theory 
of linear groups. — L. W. Dowling, On the conformal representation of 
the triangle whose angles are 120, 30, and 30 degrees, respectively. — 
Arnold Emch, Algebraic transformations of a complex variable realized 
by linkages. — John C. Fields, An equivalent of Plücker's formulae. — 
James W. (Höver, On the derivation of the asymptotes of an algebraic 
curve from the definition (preliminary communication). — T. P. Hall, An 
algebra of Space. — M. W. Haskell, l) A theorem for the twisted eubie 
analogous to Pascal's theorem. 2) A special eubie transformation in space. 
3) A fundamental theorem in the geometry of the tetrahedron. — 
H. 6. Keppel, A eubie three-way locus in four-fold space. — George 
A. Miller, On the groups of order p m which contain Operators of order 
p m ~ 2 . — E. H. Moore, On Hilberts plane Desarguian geometry. — 
F. R. Moulton, A simple non-Desarguian plane geometry. — H. B. Newson, 
On the produet of linear substitutions. — James B. Shaw, Commutivity 
of matrices and application to the theory of linear associative algebra. — 
Jacob Westlund, l) Note on multiply perfect numbers. 2) On the 
class number of a particular cyclotomic number-field. — H. S. White, 
Note on a twisted curve connected with an involution of pairs of points 
in a plane. 

II 6 Congres international des Mathörnaticiens tenu a Paris dn 
6 au 12 aoüt 1900. Das französische Ministerium hat kurzlich das vom 
Generalsekretär Herrn E. Duporcq verfafste Protokoll der Sitzungen des 
Pariser Kongresses versandt, welches auf 17 Seiten ein knappes Bild von 
dem Verlauf der wissenschaftlichen und geschäftlichen Verhandlungen giebt. 
T/eider ist dem zusammenfassenden Bericht kein Verzeichnis der Teilnehmer 
des Kongresses beigegeben worden. 

Aocademia Fontaniana dl Napoli. Tn der Sitzung vom 17. No- 
vember 1901 legte HeiT F. Amodeo eine Abhandlung mit dem Titel: 
Stato delle matematiche a Napoli dal 1650 al 1732 vor, deren Vor- 
trag in der Sitzung vom 12. Januar 1902 beendigt wurde. — Zum Vice- 
präsidenten der mathematischen Abteilung für 1902 wurde Herr F. Fergola 
gewählt. — Die Preisschrift des Herrn G. Torelli „Sulla totalita dei nu- 
meri primi fino ad un limite assegnato" ist im 11. Bande der 2. Serie der 
Atti der genannten Akademie gedruckt. 
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2. Preisangaben und gekrönte Preisschriften. 

Die Belgische Akademie der Wissenschaften zu Brüssel hat für 

das Jahr 1902 folgende mathematische Preisaufgabe gestellt: 

On demande um contribution ä* Vctude alge'briqne et ge'ometriquc des 
(armes n-lineaires. n e'tant plus grand que 3. 

Die Bewerbungsschriften müssen französisch oder flämisch geschrieben, 
mit Motto und verschlossener Nennung des Verfassers versehen vor dem 
1. August d. J. an den ständigen Sekretär der Akademie im Palais des 
Academies zu Brüssel eingesandt werden. Preis: 600 Fr. 

Academie des Sciences zu Paris. 1. Prix Fourneyron: £tude theo- 
rique ou experimentale des turbines a vapeur. Die handschriftlichen oder 
gedruckten Bewerbungen müssen vor dem 1. Juni 1903 dem Secretariat de 
rinstitut eingereicht sein. 

2. Prix Pierre Guzman. 100 000 Francs. II sera decerne a celui qui 
aura trouve* le moyen de communiquer avec un astre autre que la planete 
Mars. En attendant les interets du capital formeront un prix qui sera 
decerne en 1905, s'il y a Heu, au savant ayant fait faire un progres 
important a l'Astronomie. 

Die Academie des Sciences zu Paris hat in ihrer öffentlichen 
Sitzung vom 16. Dezember 1901 folgende Preise verteilt: 
Herrn Leonce Laugel den Prix Francoeur. 

Herrn femile Borel den Prix Poncelet für die Gesamtheit seiner 
mathematischen Arbeiten. 

Herrn Airae Witz den Prix Montyon in Lille für die Gesamtheit 
seiner Arbeiten über Mechanik. 

Herrn Boulvin den Prix Plumey für die Veröffentlichung seiner 
Vorlesungen über angewandte Mechanik an der Universität Gent. 

Herrn Thome, Direktor der Sternwarte zu Cordoba, den Prix Lalando. 

Herrn Charles Andre, Direktor der Sternwarte zu Lyon, den Prix 
Valz für sein im Erscheinen begriffenes Werk: Traite d'astronomie stellaire. 

Herrn Pierre Curie den Prix La Caze für seine physikalischen 
Arbeiten. 

Herrn Gabriel Koenigs den Prix Petit d'Ormoy für die Gesamt- 
heit seiner Arbeiten über Geometrie und Mechanik. 

Herrn Guichard den Prix Saintour für die Gesamtheit seiner Ar- 
beiten über Geometrie. 

Herrn A. Ponsot den Prix Gegner. 

Herrn Vcrschaffel, Direktor der Sternwarte zu Abbazia, und Herrn 
Saint-Blancat, Astronom an der Sternwarte zu Toulouse, den Prix du 
Baron de Joest zu gleichen Teilen. 



3. Hocü8chulnacüTicliteii. 

Zur Frage der Etats der mathematischen Seminare und Institute 
an deutschen Universitäten und Hochschulen. Die Zusammenstellung 
der Etats, welche auf S. 80—81 veröffentlicht worden ist, enthalt — wie 
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damals gleich vermutet wurde — einige Unrichtigkeiten. Die Berichti- 
gungen, welche dem Herausgeher bisher zugegangen sind, mögen hier an- 
gegeben werden: 

1) Freiburg i. Br.; aus Anlafs .des Umzuges in neue Räume ist das 
mathematische Seminar mit dem mathematischen Kabinet zu einem 
„mathematischen Institut 44 vereinigt worden. 

2) Göttin gen; der Jahresetat des mathematischen Lesezimmers be- 
trägt 610 M. Dazu kommen die Mitgliederbeiträge, welche bei der 
jetzigen Frequenz 1901 — 02 die Höhe von 1074 M. erreicht haben. 

Der Jahresetat der Sammlung mathematischer Instrumente 
und Modelle beläuft sich z. Z. auf 239 M.; hierzu treten die Mit- 
gliederbeiträge für die Teilnehmer an den graphischen und geodätischen 
Übungen, welche 1901 — 02 die Summe von 545 M. ergaben. Hierzu 
sind 1901 — 02 noch aufserordentliche Zuschüsse gekommen in der 
Gesamthöhe von 1315 M. 

Zur Vervollständigung des geodätischen Apparates, dessen 
Grundstock von den im Besitz der Sternwarte befindlichen geodätischen 
Instrumenten gebildet wurde, war vor 2 Jahren eine erste aufser- 
ordentliche Summe von 2000 M. bewilligt worden. Neuerdings hat 
die „Göttinger Vereinigung zur Förderung der angewandten Physik 
und Mathematik" weitere 3000 M. zugesagt; aufserdem wird der 
Norddeutsche Lloyd eine Sammlung nautischer Instrumente über- 
weisen. 

3) Graz; an der Universität besteht ein „Seminar für Mathematik und 
mathematische Physik", nicht aber ein „Seminar für mathematische 
Physik" (ausschliefslich), wie es auf S. 81 nach der zitierten Quelle 
angegeben ist. 

4) Jena; zu den Einnahmen treten die Beiträge für die Benutzung des 
mathematischen Lesezimmers, welche sich wegen der geringen Höhe 
des Beitrages nur auf rund 150 M. für 1901/02 belaufen. 

5) Wien; die von der Unterrichtsverwaltung jährlich für Seminarzwecke 
den Leitern zur Verfügung gestellte Summe beträgt einschliefslich der 
Leitungshonorare 5200 Kronen. 

Im Anschlufs an diese Mitteilungen darf vielleicht der Wunsch ge- 
änfsert werden, dafs auch Mitteilungen über die Organisation der Seminare 
und Institute an dieser Stelle veröffentlicht werden möchten. Namentlich 
interessiert die Frage: an welchen Hochschulen bestehen — wie in Göt- 
tingen, Jena und Leipzig — besondere mathematische Lesezimmer, 
die den Studierenden von früh bis spät (bezw. wann?) zur Verfügung 
stehen? 

Angewandte Mathematik und angewandte Physik als selb- 
ständige Fächer bei der Promotion. Die philosophische Fakultät der 
Universität Göttingen hat beschlossen, angewandte Mathematik und 
angewandte Physik als zwei neue Fächer in die Promotionsordnung 
aufzunehmen. Dabei soll die angewandte Mathematik die Teildisziplinen: 
darstellende Geometrie, technische Mechanik, Geodäsie und Wahrscheinlich- 
keitsrechnung umfassen, die angewandte Physik dagegen neben technischer 
Physik im engeren Sinne und Elektrotechnik insbesondere auch Geophysik. 
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Diese Zusammenfassungen sind praktischen Erwägungen entsprungen und 
dem jetzigen Studienbetriebe angepafst. An die Wahl der beiden neuen 
Prüfungsfächer hat die genannte Fakultät aber die Bedingungen geknüpft, 
dafs 1) eine Wahl der angewandten Mathematik stets diejenige der reinen 
Mathematik, 2) die Wahl der angewandten Physik zugleich die der reinen 
Physik als Prüfungsfach bedingen soll, und dafs 3) die Abnahme der Prü- 
fung in reiner und angewandter Mathematik, wie derjenigen in reiner und 
angewandter Physik, nicht in dieselbe Hand gelegt werde. Es ist auf 
diese Weise von selbst eine gleichzeitige Wahl der beiden neuen Prüfungs- 
fächer ausgeschlossen. 

Neue Lehrstühle. An der Technischen Hochschule zu Wien ist 
die Errichtung einer aufserordentlichen Professur für Mathematik und einer 
aufserordentlichen Professur für theoretische Chemie (physikalische Methoden 
der Chemie) in Aussicht genommen. — Für die Universität Breslau ist 
eine aufserordentliche Professur für Mathematik und für die Universität 
Giefsen eine solche für angewandte Mathematik in den Etats be- 
antragt. 

Vorlesungen am College de France. Während des ersten Se- 
inesters 1901 — 02 werden folgende mathematische Vorlesungen gehalten: 
J. Hadamard: Calcul des variations. — C. Jordan: Analyse des travanx 
de Ch. Hermite. — E. Borel: Fonctions meromorphe. — Brillouin: 
Propagation de relectricite. Theorie de l'etincelle electrique. 

Eoole Centrale des arts et manufactures. Die Aufnahmebestim- 
mungen für diese Anstalt sind soeben nicht unwesentlich abgeändert worden. 
Man hat alle Fragen unterdrückt, welche zu Diskussionen über die 
Prinzipien Veranlassung geben können. Die Kandidaten werden also z. B. 
nicht mehr gefragt werden nach den inkommensurablen Zahlen im allgemeinen, 
nach dem allgemeinen GrenzbegrifT, nach der Stetigkeit in einem Punkte 
oder in einem Intervall, nach der Existenz der Ableitungen, nach der 
Existenz der impliziten Funktionen. Bei allen Fragen aus der Algebra und 
der Analysis soll die graphische Darstellung eingeführt werden; die Vor- 
stellung eines kontinuierlichen Zuges soll genügen zur Definition der 
Kontinuität. 

Trigonometrische Tafeln mit oentesimaler Teilung. Vom Jahre 
1905 ab wird der Gebrauch trigonometrischer Tafeln mit sexagesimaler 
Teilung an der Ecole Polytechnique zu Paris nicht mehr zulässig sein; 
die Tafeln mit centesimaler Teilung werden alsdann obligatorisch werden. 
Und zwar wird man nur fünfstellige Tafeln nehmen, welche für die täg- 
lichen Bedürfnisse der Offiziere und Ingenieure in vollem Mafse genügen. 

Studienplan der Universität Genf. — Nach dem Vorgauge einer 
grösseren Zahl deutscher Universitäten hat auch die Universität Genf soeben 
„Directions generales concernant le plan des etudes mathematiques" drucken 
lassen. Die kleine von den Herren C. Cailler, H. Fehr und R. Gautier 
gezeichnete Schrift berücksichtigt nur die allgemeinen Vorlesungen (,,cours 
generaux"), nämlich: Algebra, analytische Geometrie, deskriptive und projek- 
tive Geometrie, Differential- und Integralrechnung, Mechanik und Astro- 
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nomie. Während in Deutschland jetzt wohl allgemein auf den Universitäten 
den Studierenden empfohlen wird, möglichst im ersten Jahre analytische 
Geometrie und Infinitesimalrechnung zu hören, wird in Genf für das erste 
Jahr Algebra und Geometrie empfohlen, DiiFerential- und Integralrechnung, 
sowie Mechanik hingegen kommen erst im zweiten Studienjahre an die 
Reihe, ein Unterschied gegenüber dem deutschen Stadiengange, der in 
der unzureichenden Vorbildung der Mehrzahl der Studierenden der Mathe- 
matik und Naturwissenschaften an der Universität Genf seine wesentliche 
Begründung findet. Grade mit Rücksicht auf diesen letzteren Umstand 
hat sich die Ausgabe des vorliegenden Studienplanes als ein dringendes 
Bedürfnis erwiesen. 

Mathematische Vorlesungen für Naturwissenschaftler an der 
Universität Messina. In Italien ist im vergangenen Jahre zum ersten 
Male an der Universität Messina durch Prof. G. Vivanti unter dem Titel 
„CompHraenti di matematica pei naturalisti" eine Reihe von mathematischen 
Vorlesungen gehalten worden, welche für die Bedürfnisse der Naturwissen- 
schaftler berechnet sind. Das Programm dieser Vorlesungen umfafste fol- 
gende Gebiete: T. Algebra (6 Vorlesungen); IT. Analytische Geometrie der 
Ebene und des Raumes (14 Vorlesungen); TU. Infinitesimalrechnung (9 Vor- 
lesungen); IV. Wahrscheinlichkeitsrechnung (5 Vorlesungen); V. Mechanik 
(6 Vorlesungen); VF. Thermodynamik (o Vorlesungen). 

Promotionen. Strafsburg: Von den 14 Kandidaten, welche im 
Sommersemester 1901 bei der mathematisch-naturwissenschaftlichen Fakultät 
den Doktorgrad erworben haben, promovierten 4 in Mathematik und 3 in 
Physik. — Paris: Jules Antoine Richard hat vor der Faculte des 
sciences der Universität zu Paris seine „theses pour le doctorat es-sciences 
mathematiques" über die folgenden Gegenstände mit einer „mention hono- 
rable" verteidigt: 1. Sur la surface des ondes de Fresnel, 2. Propositions 
donnees par la faculte. 

Eine neue Universität in Amerika. — Herr Andrew Carnegie 
hat sich erboten, den Vereinigten Staaten 10 000 000 Dollars zur Begrün- 
dung einer nationalen Universität in Washington zu übergeben. 



4. Personalnacnrichten. 

Ernennungen und Auszeichnungen. 

Zu korrespondierenden Mitgliedern der Kgl. Gesellschaft der Wissen- 
schaften in Göttingen wurden ernannt: Professor Dr. Svante 
Arrhenius in Stockholm. — G. H. R. Professor Dr. Karl Koppe in 
Braunschweig. — Professor Dr. Max Planck in Berlin. — Professor 
Dr. Karl Runge in Hannover. — Professor Dr. Hugo Seeliger in 
München. — Professor Dr, Aurel Vofs in Würzburg. 

Dr. Häntzschel, Dozent an der Technischen Hochschule zu Charlottenburg 
und Gymnasiallehrer in Berlin, zum Professor. 

Professor Dr. Karl Heun in Berlin zum o. Professor der technischen 
Mechanik an der Technischen Hochschule zu Karlsruhe. 
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Professor Dr. Joh. Wilh. Hittorf in Münster ist am 12. Januar 1002 bei 
Gelegenheit seines 50jährigen Professorenjubiläums von der mathematisch- 
naturwissenschaftlichen Fakultät der Universität Strafsburg zum Doctor 
philos. nat. honoris causa promoviert worden. Auch haben die Tech- 
nischen Hochschulen zu Hannover und zu Charlottenburg ihm Ehren- 
halber die Würde eines 5)r. 3 n 9- verliehen. 

Professor Dr. Knoblauch von der Universität Leipzig zum a. o. Professor 
der technischen Physik an die Technische Hochschule Hannover. 

Honorardozent Karl Kobes an der Technischen Hochschule in Wien zum 
a. o. Professor für Maschinenlehre daselbst. 

Professor Dr. Eugen Meyer von der Technischen Hochschule zu Charlotten- 
burg zum a. o. Professor an der Universität Berlin (im Nebenamt). 

Professor Dr. Gustav Mie von der Technischen Hochschule in Karlsruh« 4 
zum Professor der Physik an der Universität Greifswald. 

Professor Dr. Slaby von der Technischen Hochschule Charlottenburg zum 
Honorar-Professor an der Universität Berlin. 

Herr Delassus ist für das Unterrichtsjahr 1901 — 02 mit einer Vorlesung 
über rationelle und angewandte Mechanik an der Faeulte des sciences 
der Universität zu Grcnoble beauftragt worden. 

Herr Gouy, Professor der Physik an der Universität zu Lyon, ist zum Ersatz 
für de Raoult zum korrespondierenden Mitgliede der Akademie der 
Wissenschaften zu Paris gewählt worden. 

Der Botaniker Auguste Le Jolis in Cherbourg ist anläfslich des 50-jährigen 
Jubiläums der von ihm gegründeten Societe nationale des sciences naturelles 
et mathematiques de Cherbourg von der mathematisch-naturwissenschaft- 
lichen Fakultät der Universität Strafsburg am 30. Dezember 1901 
honoris causa zum Doctor philos. nat. promoviert worden. 

W. D. Lambert zum Instruktor der Mathematik an der Purdue University. 

Herr Lamotte ist tür 1901 — 1902 zum „maitre de Conferences" in Physik 
an der Faeulte des sciences der Universität zu Clermont-Ferrand er- 
nannt werden. 

Herr Jean Marcel Mascart ist zum „astronome adjoint" an der Stern- 
warte zu Paris ernannt worden. 

Herrn Ingenieur Mauduit sind für 1901- 02 die Funktionen eines maitre 
de Conferences der Elektrotechnik an dem elektrotechnischen Institut der 
Universität zu Nancy übertragen worden. 

Dr. T. M. Put n am zum Instruktor der Mathematik an der University of 
California. 

W. M. Reed zum a. o. Professor der Astronomie an der PrincetonTfniversity. 

Edouard Sau vage zum Professor für angewandte Mechanik am Conservatoire 
des arts et metiers in Paris. 

Die Herren Henri Poincare und Haton de la Goupilliere sind von 
der Akademie der Wissenschaften zu Paris zu Mitgliedern des „Conseil 
de perfectionnement de l'Kcole poly technique" gewählt worden. 

Professor Dr. J. Willard Gibbs an der Yale University erhielt von der 
Royal Society in London die Copley- Medaille für seine Beiträge zur 
mathematischen Physik. 
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Professor Dr. Henri Poincare in Paris erhielt von der Royal Society in 
London die Sylvester-Medaille für seine mathematischen Unter- 
suchungen. 

Professor Dr. Röntgen in München erhielt den Nohel -Preis. 
Habilitationen. 

Dr. Otto Luraraer, kaiserl. Professor an der physikalisch-technischen Reichs- 
anstalt, habilitierte sich am 23. Dezember 1901 an der Universität 
Berlin mit einer Antrittsvorlesung „über die Ziele der Ökonomie in der 
Leuchttechnik". 

Gestorben. 

Professor Dr. Max Eschenhagen, Vorsteher des erdmagnetischen Obser- 
vatoriums in Potsdam, im Alter von 43 Jahren. 

Dr. Georg Klein, königl. Gymnasialrektor a. D., Mitglied der Deutschen 
Mathematiker- Vereinigung, am 20. November 1901 in München. 

C. M. Guldberg, Professor der angewandten Mathematik an der Universität 
( 'hristiania, starb am 14. Januar d. J. im Alter von 65 Jahren. Er 
war nebst dem vor zwei Jahren verstorbenen Professor Waage Be- 
gründer des chemischen Massenwirkungsgesetzes. 

Der Adroiral de Jonquieres, bekannt durch seine Arbeiten über die höhere 
Geometrie, in denen er sich als Nachfolger von Chasles erwiesen hat, 
ist am 12. August 1901 gestorben. Er war am 3. Juli 1820 in 
Carpentras geboren und gehörte seit 1883 der Akademie der Wissen- 
schaften (Institut) zu Paris als Mitglied an. Aufser seinen geometrischen 
Forschungen hat er zahlreiche litterarische Arbeiten veröffentlicht; auch 
hat er sich durch Untersuchungen über die Zahlentheorie und über die 
Geschichte der Wissenschaften bekannt gemacht. 



5. Vermischtes. 

Magnetische Untersuchungen auf Samoa. Die Gesellschaft der 
Wissenschaften zu Göttingen ist durch aulserordentliche Zuwendungen in der 
Lage, ein magnetisches Observatorium in der Nähe von Apia (Samoa-Inseln) 
einzurichten und wahrend der Dauer der internationalen magnetischen Arbeiten 
zu unterhalten. Gleichzeitig sollen dort Beobachtungen über seismische Er- 
scheinungen und Luftelektrizität angestellt werden; insbesondere sind auch 
Drachenbeobachtungen in Aussicht genommen. Das Observatorium liegt 
magnetisch nahezu südlich von dem Observatorium in Honolulu und fast 
ebensoviel südlich vom magnetischen Äquator als das letztere nördlich. Es 
sind daher wertvolle Ergebnisse zu erwarten. Mit den Arbeiten auf Samoa 
ist Dr. Tetens von der Sternwarte in Strafsburg betraut worden. 

Mathematik und volkstümliche Hochschulkurse. Neuerdings wird 
auch die Mathematik nebst den verwandten exakten Wissenschaften mehr 
und mehr in die volkstümlichen Hochschulkurse aufgenommen. Der Natur 
der Sache nach kann es sich nur um die elementarsten Teile der betreffenden 
Gebiete handeln. So wurde in Jena elementare Mechanik (Sachse), in 
Charlottenburg eine Einführung in die Geometrie /Lampe und Steinitz) und 
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Mechanik (Neesen) vorgetragen. — Auch im Auslande findet sich ein paralleles 
Streben; im Lowell Institute zu Boston trug Sir Robert Ball über „the 
beariug of modern discovery on the nebular theory" an sieben Tagen vor. In 
Spanien wurden am 18. Januar die Hochschulkurse iu Zaragoza durch Hrn. de 
Galdeano mit einem Vortrage über den wissenschaftlichen Unterricht, ins- 
besondere die Mathematik eröffnet. In diesem Vortrage legte der Vortragende 
nach einem geschichtlichen Rückblick auf die wissenschaftliche Entwickelung 
Spaniens während der letzten 30 Jahre seine eigenen Wünsche dar, unter 
Bezugnahme auf den Stand der Mathematik und ihres Unterrichts im übrigen 
Europa. — Diesem Vortrage folgte am 25. Januar eine Vorlesung des 
Don Kius y Casas über nichtkommutative Multiplikationen. — An der 
Turiner „Universita populäre' 4 trug Ramorino in 12 Lektioneu über 
elementare Algebra vor. 

Ein Denkmal für Christian Doppler. — Die k. k. österreichische 
Unterrichtsverwaltung hat der Universität Wien ein Denkmal des ehemaligen 
Professors der Physik, Dr. Christian Doppler, des Entdeckers des sogen. 
Dopplerschen Prinzips, geschenkt, welches am 6. November 1901 feierlich 
enthüllt wurde. Die Festrede hielt der Professor der Astronomie an der 
Universität Innsbruck, Dr. Egon Ritter von Oppolzer. 

Ein Denkmal für Josef Petzval. — Am 6. November 1901 wurde 
im Arkadenhofe der Wiener Uninersität ein von der Photographischen Ge- 
sellschaft in Wien gespendetes Denkmal des im Jahre 1891 verstorbenen 
Professors der Mathematik Dr. Josef Petzval, des Erfinders des Petzval- 
Voigtländerschen-Porträt-Doppelobjektivs, aufgestellt. Die Festrede bei 
der Enthüllungsfeier hielt Professor Dr. L. Gegenbauer von der Uni- 
versität Wien. 



Sprechsaal und Anfragen. 

3. Anfrage. Lichtenberg bezeichnet das Fragment „Lorenz Esc he u- 
heimers empfindsame Reise nach Laputa" [Georg Christoph Lichten- 
berg^ vermischte Schriften, Göttingen 1800 ff., Bd. 1, S. 51; Ausgabe von 

1846 ff., Bd. 2, S. 199] als „Schreiben des Hrn. }/* 8 + dx'Uldy Trullrub". 
Liegt dieser scherzhaften Bezeichnung einer fingierten Person vielleicht irgend 
eine persönliche oder sachliche Beziehung zu Grunde? 1 ) 

Jena. Albert Leitzmann. 



1) Bei dieser Gelegenheit mag auf zwei Stellen in Lichtenbergs Schriften 
hingewiesen werden, die vielleicht des Interesses nicht entbehren: 1. Auf S. 52 von 
Lichtenbergs ausgewählten Schriften (Leipzig, Reclam) heilst es: „. . . . Der 
Mann, der noch einmal den elften Grundsatz de.s Kuclides demonstriert, ver- 
dient allenfalls den Namen eines sinnreichen Mannes; aber zur Erweiterung der 
Wissenseh alten wird er nichts beitragen, was er nicht ohne diese Erfindung auch 
hätte thun können. 'Aber sagen sie, es geschieht, den Zweifler zu widerlegen.' 
Den widerlegt ihr wahrhaftig nicht ; denn welches Argument in der Welt wird 
den Mann überzeugen können, der einmal Absurditäten glauben kann? 
3. Auf S. 147 ebenda: „Die Mathematik ist eine gar herrliche Wissenschaft, 
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Litterarisches. 

1. Notizen. 

Sitzungsberichte der Berliner Mathematischen Gesellschaft. 

Die Berliner Mathematische Gesellschaft hat nach Übereinkunft mit dem 
Verleger und der Redaktion des Archivs der Mathematik und Physik in der 
Sitzung vom 18. Dezember 1901 einstimmig beschlossen, die Sitzungsberichte 
über ihre Verhandlungen zunächst als selbständig paginierten Anhang zu 
den einzelnen Heften des Archivs zu veröffentlichen. Durch das opferbereite 
Entgegenkommen der Firma B. G. Teubner ist eine schnelle Publikation 
der Sitzungsberichte gewährleistet. Vom dritten Bande der dritten Reihe 
des Archivs an sollen nämlich die einzelnen Hefte desselben in Abständen 
von je 1*/$ Monaten ausgegeben werden. Die erste Nummer dieser Sitzungs- 
berichte befindet sich in dem kürzlich erschienenen zweiten Doppelheft des 
zweiten Bandes und enthält den Bericht über die drei ersten Sitzungen der 
Gesellschaft nebst Auszügen aus den Vorträgen der Herren K. Heun, 
A. Kneser, F. Kötter, E. Lampe und J. Weingarten. 

Encyklopadie der Mathematischen Wissenschaften. Eine dankens- 
werte Abteilung ist in dem Archiv der Mathematik und Physik von 
den Herren E. Lampe, Franz Meyer und E. Jahnke neu eingerichtet 
worden, nämlich ein Sprechsaal für die Encyklopädie der Mathe- 
matischen Wissenschaften. Unter dieser Abteilung nimmt die Redaktion 
ihr aus dem Leserkreise zugehende Verbesserungsvorschläge und Ergänzungen 
(auch in litterarischer Hinsicht) zu den erschienenen Helten der Encyklopädie 
auf. Die Redaktion entspricht vielfach geäußerten Wünschen, wenn der- 
artige Verbesserungen an dieser Stelle einen Sammelpunkt finden. Dies- 
bezügliche Einsendungen sind an das Redaktionsmitglied Prof. Dr. Franz 
Meyer in Königsberg i. Pr., Mitteltragheim 51, zu richten. Beiträge, auf 
die wir besonders aufmerksam machen wollen, haben bisher beigesteuert 
die Herren A. v. Braunmühl, T. J. I'A. Bromwich, H. Burkhardt, 
M. Krause, A. Löwy, J. Lüroth, W. Fr. Meyer, E. Müller, L. Saal- 
schütz, Carl Schmidt, A. Schoonflies, W. Wirtinger. 

Hermann Grafsmanns Werke. Der zweite Band der auf Ver- 
anlassung der Kgl. Sächs. Gesellschaft der Wissenschaften von Fr. Engel 
herausgegebenen gesammelten mathematischen und physikalischen 
Werke Herrn. Grafsmanns wird, wie der schon vorliegende erste Band, 
ebenfalls in zwei Teilen erscheinen, von denen der II. Teil, die von J. Lüroth 



aber die Mathematiker taugen oft den Henker nicht. Es ist fast mit der Mathe- 
matik, wie mit der Theologie. So wie die der letzteren Beflissenen, zumal wenn sie 
in Aemtern stehen, Anspruch auf" einen besonderen Credit von Heiligkeit und eine 
nähere Verwandtschaft mit Gott machen, obgleich sehr viele darunter wahre Tauge- 
nichtse sind, so verlangt sehr oft der sogenannte Mathematiker für einen tiefen 
Denker gehalten zu werden, ob es gleich darunter die gröfsten Plunderköpfe gibt, 
die mau nur Huden kann, untauglich zu irgend einem Geschäft, das Nachdenken 
erfordert, wenn es nicht unmittelbar durch jene leichte Verbindung von Zeichen 
geschehen kann, die mehr das Werk der Routine, als des Denkens sind." 

Gutzmkk. 
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herausgegebenen Arbeiten über Mechanik und aufserdem die Abhandlungen 
zur mathematischen Physik enthaltend, im Laufe des Sommerhalbjahres 
1902 erscheint, während der I. Teil des zweiten Bandes, die Abhandlungen 
zur Geometrie und Analysis enthaltend, dann sehr bald folgen wird. — Der 
dritte Band endlich, der etwa in Jahresfrist zur Drucklegung gelangen 
wird, soll enthalten die Prüfungsarbeit Grafsmanns über Ebbe und Flut 
(aus dem Jahre 1840), alles sonst Mitteilenswerte aus dem Nachlasse und 
eine wissenschaftliche Biographie Grafsmanns. 

Von Gino Loria wird demnächst, zuerst in deutscher Sprache, eine 
Theorie und Geschichte der speziellen algebraischen und trans- 
zendenten ebenen Kurven erscheinen. Die Gesichtspunkte, nach denen 
die Materie geordnet ist, gehen aus folgender Anführung der Überschriften 
der einzelnen Abschnitte hervor: I. Ebene und körperliche Örter. II. Kurven 
dritter Ordnung. III. Kurven vierter Ordnung. IV. Spezielle algebraische 
Kurven von höherer als der vierten Ordnung. V. Spezielle algebraische 
Kurven beliebiger Ordnung. VI. Transzendente Kurven. VII. Abgeleitete 
Kurven. Historische Übersicht über die Entwickelung der Theorie der 
ebenen Kurven. 

Unter dem Titel Mathematischer Bücherschatz wird E. Wölf fing 
in Stuttgart ein Verzeichnis der wichtigsten Lehrbücher und Monographien 
veröffentlichen, welche auf den Gebieten der mathematischen Wissenschaften 
im 19. Jahrhundert erschienen sind. Das Werk wird die deutsche und 
ausländische Litteratur umfassen. Von den Lehrbüchern der elementaren 
Mathematik wird nur eine Auswahl angeführt, dagegen der kleineren 
Litteratur besondere Aufmerksamkeit gewidmet werden. Die einzelnen 
Titel werden unter systematisch angeordneten Stichwörtern zusammengefaßt. 
In der Einleitung wird ein Überblick über die Entwicklung der nicht- 
periodischen mathematischen Litteratur des 19. Jahrhunderts gegeben. Der 
erste Band, der die reine Mathematik enthält, wird Ende 1902 erscheinen, 
der zweite Band, die angewandte Mathematik umfassend, etwa drei Jalire 
später. Beide Bände erscheinen als Teile der von M. Cantor begründeten 
Abhandlungen zur Geschichte der Mathematik. 

Deutsche Werke unter der Presse: P. Bachmann, niedere Zahlen- 
theorie. — A. A. Björnbo, Studien über Menelaos' Sphärik. — M. Curtze, 
Urkunden zur Geschichte der Mathematik im Mittelalter und der Renaissance. 
— E. Czuber, Wahrscheinlichkeitsrechnung und ihre Anwendung auf 
Fehlerausgleichung, Statistik und Lebensversicherung. — G. H. Darwin, 
Ebbe und Flut. Deutsch von A. Pockels. — Encyklopädie der Mathe- 
matischen Wissenschaften. I, 7. 11^ 5. III 3 1. IV,, 2. — A. Gleichen, 
Lehrbuch der geometrischen Optik. — P. Sauerbeck, Einleitung in die 
analytische Geometrie nach Gua de Malves. — A. Schülke, Aufgaben- 
sammlung aus der Arithmetik, Geometrie und Stereometrie. — 0. Stolz 
und J. Gm ein er, theoretische Arithmetik. II. Abt. 

Französische Werke unter der Presse: Oeuvres de Charles 
Hermite, publiees sous les auspices de rAcademie des seiences par 
Emile Picard, membre de l'Institut, — Correspondance de Stieltjes 
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avec Oharies Hermite, publice par les soins de Baillaud et Bourget, 
P. Appell et A. Grevy, Algebre a l'usage des candidats a TEcole 
centrale. — Fouet, Lecons elementaires sur la theorie des fonctions ana- 
lytiques. — Godefroy, Theorie eleraentaire des series. — Zeuthen, 
Histoire des matheraatiques daus l'autiquite et le moyen-age. Trad. par 
J. Mascart. 



2. Bücherschau. 

Abhandlungen der k. sächsischen Gesellschaft der Wissenschaften. Math.-phys. 
Klasse. 27. Bd. Nr. I, II. Leipzig, B. G. Teubner: | K. G rol'sinanu, Be- 
obachtungen am Kepsoldschen Meridian-Kreise der v. Kutt'nerschen Sternwarte 
in Wien-Ottakring in den Jahren 1896—1898. Mit 4 Textfiguren. — C. Neu- 
mann, Über die Maxwell-Hertzsche Theorie. Mit 3 Textfiguren.J 

Autoinarl, X. et E. Hu Iiibert, Lecons de mecanique ä l'usage des candidats ä 
l'Ecole centrale. Paris 1902. 

Appell, P. et J. (happuin, Cours de mecanique ä lusage des candidats a l'ecole 
centrale, in 8°. Paris 1902. 

Ball, W. W. R., Short account of history of mathematics. 8°. [562 S.J 3. ed. 
London 1901. JL 10.50. 

Bardey's arithmetische Aufgaben nebst Lehrbuch der Arithmetik, neu bearbeitet 
von Dr. H. Hartenstein. Ausgabe B ohne Logarithmentafel. 4. Aufl. [IV, 
170 S.] gr. 8°. Leipzig 1902. JL 2.— 

Busset, A. B., An elementary treatise on cubic and quartic curves. [XVI, 255 S.J 
Cambridge 1901. 10 s. 6 d. 

Bausch Inger, J., Tafeln zur theoretischen Astronomie, gr. 8°. [IV, 148 S., mit 
2 lith. Tafeln]. Leipzig 1901. Geb. JL 12.—. 

Bertrand, J. et H. Garcet, Traite" d'Algebre. 2« partie. Novelle e'dition in 8°; 
Paris 1901. 

Blgonrdan, ti., Le Systeme metrique des poids et mesures. Son Etablissement 

et sa propagation. Paris 1901. 
Biske, F., Versuch einer Anwendung hydrodynamischer Untersuchungen auf die 

Protuberanzen der Sonne. Berlin 1901. 
Bolte, F., Leitfaden für den Unterricht in der Arithmetik, zum Gebrauche an 

Navigationsschulen bearbeitet, 3. Aufl. Hamburg 1902. M 2.— 

— Leitfaden für den Unterricht in der Planimetrie, mit einem Anhang über 
Körperberechnungen, zum Gebrauche an Navigationsschulen bearbeitet. 3. Aufl. 
Hamburg 1902. JL 1.50. 

— Leitfaden für den Unterricht in der Stereometrie und sphärischen Trigonometrie 
zum Gebrauche an Navigationsschulen bearbeitet. Hamburg 1902. Ji 1. — 

Boltzmann, L., Lecons sur la theorie des gaz, trad. par A. Galotti, avec une 

introduction et des noteB de Brillouin. Premiere partie. Paris 1901. 
Boussinegq, J., Theorie analytique de la chaleur, mise en harmonie avec la 

Thermodynamique et avec la Theorie mecanique de la lumiere. 2 volumes 

Paris 1901. [Bd. II unter der Presse.] 
Bnrileau, H. N., Methode de balistique exterieure (these). Bucarest 1901. 
Cauehy, Augustin, Oeuvres completes. Premiere serie, tome 12. Extraits des 

comptes rendus de l'Academie des sciences. Avec une table des matieres des 

douze volumes de la premiere serie. Paris 1901. 
Charlouis, M. B., Handleiding Ijij de studie der Integraal-Rekening. Gedeelde I. 

gr. 8". [191 S.J Delft 1901. 
(lifford, W. K., Lectures and Kssays. Edited by L. Stephen and F. Pollock. 

3. ed. 2. vol. London 1901. M. 10.50. 
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CoUon, B., Traite elementaire d'electricite avec applications, 3" eU; Paris 1901. 

('oniiaissanee des temps ou des mouvemente Celestes pour le meridien de Paris, 
ä l'usage des astrononies et des navigateurs, pour Tau 1904. Publik par le 
Bureau des longitudes. Paris 1901. JC 4. — . 

Couturat, L., La logique de Leibniz, d' apres des documents ine'dits. Paris 1901. 

Dedekiud, R., Über die Pennutationen des Körpers aller algebraischen Zahlen. 
— Hilbert, D., Über das Dirichletsche Prinzip. [Aus: Pestschrift zur Feier 
des löojähr. Best. d. k. Ges. d. Wissensch, zu Güttingen] . Berlin, 1901. JC 4. — . 

Dobbs, W. J., Treatise on elementary statics. 8°. With 191 illuBtrations. 
London 1901. JL 7.80. 

Enriques, F., Lezioni di geometria descrittiva, publicate per cura di U. Concina. 
8" c. 24 tavole. Torino 1901. JC 10.—. 

Festschrift zur Feier des 150jährigen Bestehens der Königl. Gesellschaft der 
Wissenschaften zu Göttingen. Abhandlungen der mathematisch-physikalischen 
Klasse, gr. 4. Mit 25 Tafeln. Berlin 1901. JC.20.—. Beiträge zur Gelehrten- 
geschichte Göttingens. Mit 1 Titelbilde uud 13 Tafeln. Lex. 8°. Berlin 
1901. JC20.—. 

Fischer, Karl, Der naturwissenschaftliche Unterricht in England, insbesondere 
in Physik und Chemie. Mit einer Übersicht der englischen L'nterrichtslitteratur 
zur Physik und Chemie und 18 Abbildungen im Text und auf 3 Tafeln, gr. 8°. 
[VIII, 94 S.j Leipzig 1901. Geb. 3.60. 

— Neuere Versuche zur Mechanik der festen und flüssigen Körper. Mit einem 
Anhange über das absolute Mafssystem. Ein Beitrag zur Methodik des physi- 
kalischen Unterrichts. Mit 55 Figuren im Text. gr. 8". [V, 68 S.] Leipzig 
l'J02. Geb. JC 2.—. 

Fuchs, J. L., Über einige Thatsachen in der mathematischen Forschung des 

19. Jahrhunderts. Berlin 1900. 4. JC. 1.60. 
tiodefroy, Maurice, La fonction gamma, theorie, histoire, bibliographie. 8°. 

Paris 1901. 

(xoldberg, Adeline, Die jüdischen Mathematiker und die jüdischen anonymen 
mathematischen Schriften, alphabetisch geordnet mit Angabe ihrer Zeit, zu- 
gleich ein Index zu M. Steinschneiders Mathematik bei den Juden. Frankfurt a.M. 
1901. JC 1.—. 

tirossniaun, W. , Versicherungsmathematik. Leipzig 1902. JL 5. — . 
Wuyou, E., De Tentension du Systeme deeimal ä la mesure de la circonfereuce. 
Paris lyoi. 

Haentzschel, £., Elementare Herleitung der Newtonschen Reihen für Sinus und 
Cosinus und die Normirung der Vorzeichen bei der Definition der trigono- 
metrischen Funktionen. 4". [22 S.J Progr. Berlin 1901. JC 1.— . 

Haid, M«, Die modernen Ziele der Erdmessung. Festrede. 8". [20 S.] Karls- 
ruhe luOl. JC —.60. 

Huygeus, ('., Oeuvres completes, publies par la Societe Hollandaise des Sciences. 
Tome LX: Correspondance 1685—1690. 4" [662 p.j Avec 1 portrait, 2 planches 
et figures. La Haye 1901. JC 25.—. 

Ivey, J. S., Über die Periodicitätsnioduln der Abelschen Integrale erster Gattung. 
8*. [52 S.J Berlin 1901. 

Jahrbuch über die Fortechritte der Mathematik. Band XXX. Berlin 1901. 
Heft 3. JC 12.—. 

Junker, Fr., Höhere Analysia. Teil 1. Differentialrechnung. 2. Auflage. [231 S.J 
16». Leipzig 1901. JC —.80. 

Karstens, H., Über gewisse asymptotische Lösungen der Differentialgleichungen 
der analytischen Mechanik. Diss. Berlin 1901. 

Kiepert, L., Grundrifs der Differential- und Integralrechnung. Teill. Differential- 
rechnung. 9. Auflage. [XVII, 750 S.j Hannover 1901. JC 12.-. 

Juhranbericht d. ÜeuUchen M»them.-Vereini & uug. XL Helt 3. 11 
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Körte weg, D., Oplossingen van vraagstukken uit de analytische Meetkunde van 
he platte vlak en der Ruimtc, voorkomende in Briot et Bouquet, Lecons de 
geometrie analytique, benevens een gelijk aantal vragstukken ter oefening. 
3. dmk. gr. 8° [VIII, 192 S.] 's Hertogenbosch 1901. JL 6.51». 

Laurent, H., L'elimination. Paris 1901. 

Lncoek, 1>., Side and screw; being notes, on the theory and practice ot* the 
game of billards. 8°. |196 p.l With diagrains. London 1901. 

Michel, Cu., Sur les applications geometriques du theoreme d'Abel (these). 
Paris 1001. 

Mitteilungen der grofsh. Sternwarte zu Heidelberg i astronomisches Institut). 

Hrsg. von W. Valeutiner. I. Karlsruhe 1901. [Jost, E., Photomelrische 

Beobachtung des Merkur während der totalen Sonnenfinsternis am 28. V. 1900. 

in Ovar < Portugal)]. JL 1.20. 
Pasquier, E., Cours de mecanique analytique. Tome I: Vecteurs; cinematique; 

statique et dynamique. gr. 8° Avec 101 fig. Paris 1901. JL 10. — . 
Pellat, H., Cours d'dlectricite , Tome I. Electrostatiquc, Lois d'Ohm, Thermo- 

electricite. Paris 1901. 
Petersen, J., Methodes et theories pour la resolution des probletnes de con- 

struetions gdom^triques avec applicatiou a plus de 4U0 problemes. 3. ed. 

Paris 1901. JL 3.50. 
Plass, F., Geschichte der Assekuranz und der Hanseatischen Seeversicherungs- 
börsen Hamburg, Bremeu, Lübeck. Mit bearbeitet von F. lt. Ehlers, gr. 8°. 

[XIII, 790 S.] Mit 1 Tafel, 3 Facsimiles und 80 Abbildungen, Geb. JL 20.—. * 
Repertoire bibliographique des sciences mathematiques. Public par la com- / 

mission permanente du Repertoire. Sörie XI: Fiches 1001—1100. Paris 1901. 
Heuling, W., Die Grundlagen der Lebensversicherung. Berlin 1901. JL 2.—. 
Riem, J», Tables de multiplication pour le commerce et l'industrie. Avec uu 

avant-propos par D. H. Kinkel in. 2. ed. Paris 1901. 
Schonten, P., Grundbeginselen der Lebensverzekerings-Wiskunde. Met een voor- 

wort van C. L. Landre. gr. 8°. [VIII, 162 p.j Utrecht 1901. JL 3.80. 
Serret, J. A., Cours de Calcul differentiel et integral. 5^ eU 2 vol. Paria 1901. 
Stokes, G. G., Mathematical and physical paperB, reprinted from the original 

journals and transactiona with additional notes by the author. Vol. III. [413 S.J 

With figures. Cambridge 1901. JL 16.50. 
Thirion, L"evolution de Tastronomie chez les Grecs. 8°. [286 S.J Avec tiguies. 

Paris 1901. 

Thlry, Cl., Traite juridique et mathematique des Operations de banque. [VIII, 
444 S.J 8°. Gand 1902. Fr. 5.— 

Tisserand, F., Le9ons sur la dötermination des orbites. Paris 1901. 

Verhandlungen der vom 25. IX. bis 6. X. 1900 in Paris abgehaltenen 13. all- 
gemeinen Conferenz der internationalen Erdinessung. Redigiert vom stand. 
Sekretär van de Sande-Bakhuyzen, 1. Teil; Sitzungsberichte und Landes- 
berichte über die Arbeiten in den einzelnen Staaten. Mit 41 hth. Tafeln und 
Karten, gr. 4°. Berlin 1901. JL 0.—. 

Weinstein, B., Einleitung in die höhere mathematische Physik. 8°. [XVI, 390 S.] 
Berlin 1901. Geb. JL 7.—. 

Wildt, J«, Praktische Beispiele aus der darstellenden Geometrie für Lehranstalten 
mit bau- und kunstgewerblicher Richtung. 2. Lief. gr. Fol. Wien 1902. JL 17. — . 

Wilson, E. B„ Vector Analysis. A textbook for the use of students of mathe- 
matics and physics, founded upon the lectures of J. Willard Gibbs. 8°. 
New York 1901. $ 4.—. 
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3. Zeitschriftenschau. 

Ton dem Inhalt der Zeitschriften werden nur die Aufsätze erwähnt, welche dem 
Gebiete der mathematischen Wissenschaften angehören.) 

ArfhiT der Mathematik und Physik. HI. Reihe. II. Bd. 1901. 3. u. 4. Heft. 

J. Weingarten, über den Satz vom Minimum der Deformation Harbeit. — 
I'. Stäckel, Uber die Konvergenz der trigonometrischen Reihen. — H. Hertzer, 
Periode des Dezimalbruches für wo p eine Primzahl. — E. Lampe, Zwei 
Briefe von C. G. J. Jaeobi, die iu -den gesammelten Werken desselben nicht ab- 
gedruckt sind. — G. Loria, Sur quelques problemes elementaires de la Geo- 
metrie deseriptive ä « et 4 dimensions. — A.Kneser, Ein Beitrag zur Frage 
nach der zweckniäfsigsten Gestalt der Geschofsspitzen. — H. Schubert, Gleieh- 
gewichtsbedingungeu für vier Kräfte, die senkrecht zu einer starren Geraden 
wirken. — K. Schwering, Vereintachte Lösung der Eulerschen Aufgabe: x* -j- y 9 
•f -f r 3 - 0. — Derselbe, Anwendung des Abelschen Theorems auf die 
Lösung der diophantischen Gleichungen r' 1 -j- Ay 9 = z 9 und .r 8 -j- y 9 = z* — 
G. Majcen, Uber eine einfache konstruktive Ermittelung der cyklischen 
Ebenen für Kegel und Cylinder. — K. He n sei, I ber die arithmetischen Eigen- 
schaften der Faktoriellen. — T. J. I'a. Brom wich, On the potential of a 
single sheet. — K. Heun, Die Bedeutung des D'Alembertsehen Prinzipes für 
starre Systeme und Gelenkmechanismen. — St. Jolles. Synthetische Theorie der 
Zentrifugal- und Trägheitsmomente eines ebenen Flächenstüekcs. — R. Müller, 
Historische und kritische Bemerkungen über den Begriff der ähnlichen und ähnlich 
liegenden Kegelschnitte. — Rezensionen. — Vermischte Mitteilungen: Aufgaben 
und Lehrsätze ; Lösungen; Anfragen und Antworten; Sprechsaal für die Encyklopädie 
der Mathematischen Wissenschaften. — Sitzungsberichte der Berliner Mathe- 
matischen Gesellschaft. 

Kibliotheca mathematica. III. Folge. 2. Band. 4. Heft. 

J Wilhelm Schmidt, Physikalisches und Technisches bei Philon von Byzanz. 
Walter F. Wislicenus. Über die Mondkarten des Langremis. — Gino 
Loria, Eugenio Bcltrami e le sue opere matematiche. Con un ritratto di 
E. Beltrami in fotolitograna. — G. Kneström, G. Vacoa, M. Koppe, Kleine 
Bemerkungen zur zweiten Auflage von Cantors „Vorlesungen über Geschichte der 
Mathematik". — G. Hellmann, Vermischte historische Notizen. — G. Eneström, 
Anfragen. — Recensionen. — Neu erschienene Schriften. - Wissenschaftliche 
Chronik. 

Journal für die reine und angewandte Mathematik. 124. Band. Heft 2. 

S- G u n del f i ngcr, Über die mutmafsliche Entstehung der Sätze Aronholds über 
die Invariante .S' und eine damit zusammenhängende neue Begründung der Theorie 
der ternaren kubischen Formen. — - S. Gundelfinger, Zur Berechnung der 
Gallinchen Logarithmen für kleine Werte von Ii resp. zugehörige Wei te von A. — 
V. FiBcher, Eine Anwendung der Quaternionentheorie auf die thenuodynamischen 
Gleichungen. — Hoyer. Über Definition und Behandlung transitiver Gruppen. — 

Landau, Ein Satz über die Zerlegung homogener linearer DifFerentialausdrückc 
in irrcducible Faktoren. — H. Kühne, Eine Wechselbeziehung zwischen Funktionen 
mehrerer Unbestimmten, die zu Reciprocitätsgesetzen führt. — E. Grünfeld, Bei- 
träge zur Theorie der einer linearen Differentialgleichung nter Ordnung ad- 
.lnngieiten Differentialgleichungen. — H. Lemke, über das Gleichgewicht 
kosmischer Gasmassen. — L. W. Thorne", Über asymptotische Darstellungen von 
Funktionen. — J B. Gocbel, Die Verteilung der Elektricität auf zwei leitenden 
Kugeln. 

11* 
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Monatshefte für Mathematik und Physik. Herausgegehen von G. v. Es che rieh 
und L. Gegenbauer > n Wien. Wien. 1902. Verlag des Math. Seminars der 
Universität Wien. XIII. Jahrgang 1902. 1. u. 2. Vierteljahr. 
C. Lorenz, Die eigentlichen dreifachen Integrale. — J. Plemelj: Über 

lineare Differentialgleichungen mit vertauschbarer Basis der Monodromiegruppe. 

— E. Janiseh: Geometrische Mitteilungen. — E. Kohl: Über eine Erweiterung 

der Stefangehen Entwicklung der Maxwellsehen Gleichungen für ungleichartige 

Mittel. - Litteratur-Berichte. 

Zeitschrift für Mathematik nnd Physik. 47. Bd. 19<>2. 1. u. 2. Heft. 

V. Fischer, Analogien zur Thermodynamik. — A. Francke, Bogen mit 
elastisch gebundenen Widerlagern. — Derselbe. Der Spitzbogenträger mit ela- 
stisch gebundenen, drehbaren Widerlagern. — E. l)ole?al, Das Problem der fünf 
und drei Strahlen in der Photogrammetrie. — Rudolf S kutsch, über Gleichungs- 
wagen. — K. Heun, Das Verhalten des Virials und des Momentes eines stationären 
Kräftesystems bei der Bewegung des starren Körpers. — F. Rudio, Zur Kubatur 
des Rotationsparaboloides. — L. Burmester, Kinematisch -geometrische Theorie, 
der Bewegung der affin-veränderlichen, ähnlich veränderlichen und starren räum- 
lichen oder ebenen Systeme. — L. Krüger, Zur Ausgleichung von Polygonen und 
von Dreiecksketten und über die internationale Näherungsformel für den mittleren 
Winkelfehler. — C. Rodenberg, Über die Schnittkurve zweier kongruenten 
Ringflächen und ihr Zerfallen in Kreise. — Derselbe, Über die Schnittpunkte 
einer Ellipse mit einer ihr koachsialen Ellipse oder Hyperbel. — E. Zermelo, 
Hydrodynamische Untersuchungen über die Wirbelbewegungen in einer Kugel - 
fläche. — F. Klein, Zur Schraubentheorie von Sir Robert Ball. — Kleinere Mit- 
teilungen. — Bücherschau. — Neue Bücher. — Abhandlungsregister 1900 — 1901. 

Proceedings of the Royal Society of Edinghnrgh. Vol. XXn, Nr. 1—5. 

C. G. Knott: On Swan's Prism Photometer, connnonly called Lummer and 
Brodhun's Photometer. — Tait: On the claim recently made for Gauss to the 
Tnventinn (not the Discovery/) of Quaternions. — C. G. Knott: Professor Klein'« 
View of Quaternions; a criticism. — .1. J. Manley: The examination of sea- 
water by an optical method. — Thomas Muir: The theory of alternants in the 
historical order of its development up to 1841. — Thomas Muir: On Jacobis 
expansion for the difference-produet when the number of elements is even. — 
Thomas Muir: On certain aggregates of detenninant minors. — Alexander 
Macfarlane: Hyperbolic quaternions. — Thomas Muir: The theory of skew 
determinants and Pfaffians in the historical order of its development up to 1867. 
Lord Kelvin: On the motion produced in an infinite elastic solid by the motion 
through the space occupied by it of a body acting on it only by attraction or 
repulsion. — Thomas Muir: A peculiar set of linear equations. — Charles 
Twcedy: Note on Dr. Muir's paper on a peculiar set of linear equations. — 
Thomas Muir: Note on pairs of consecutive integers the sum of whose 
Squares is an integral square. — C. G. Knott: Solar radiation and earth 
temperatures. - Kuenen: Simple proof of Gibbs' phase-rule. — G. Forbes: 
Additional note on the ultra- neptunian planet, whose existence is indicated by 
its action on comets. — Thomas Muir: Note on a proposition given by 
Jacobi in his „de determinantilms functionalibus". 

Bulletin of the American Mathematical Society. 2"«J series , vol. Vm. Nr. 3 
(Dezember 1901). 

Edward Kasner, The October meeting of the American Mathematical 
Society. - E. W. Brown, Modern methods of treating dynamical problems and 
in particular the problem of threc bodies. — C. M. Mason, The Hamburg 
mecting of the Deutsche Mathematiker -Vereinigung. --- E. V. Huntington and 
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J. K. Whittcmore, Sonic cnrious properties of conicR touching the line infinity 
at one of the circular pointe. — Maxime Bö eher, Picard's traite d'analyse. — 
Notes. — New publications. 

Annnies scientiflqnes de l'Ecole Normale guperienre, publikes sons les auspices 
du Ministrc de lTnstruction publique par un Görnitz de redaction compose des 
maitres de Conferences de l'Ecole. 3»^ me serie. tome 18. Ann^e 1901. 
Emile Picard, L'oeuvre scientifique de Charles Hermite. — S. Mangeot, 
Sur les surfaces symetriques par rapport au cone de revolution. — Niels Nielsen, 
Recherches sur les se'ries de fonctions cylindriques dues a C. Neumann et W. Kap- 
teyn. — Ch. Michel, Sur les applications geometriques du theoremc d'Abel. — 
J.W Lindeberg. Sur l'integration de l'equation Au = f(u). — L. Bachelier, 
Theorie niathematique du jeu. — Emile Bore 1, Contribution ä Tetude des 
fonctions m^romorphes — E. Cartan, Sur l'integration des systemes d'equations 
aux differentielles totales. — J. Hadamard, Sur l'equilibre des plaque« elastiques 
circulaires libres ou appuyees et. celui de la sphere isotrope. — L. Raffy, Sur 
les surfaces ä lignes de courbure planes dont les plans enveloppent un cylindre. 
— Anissimoff, Sur la theorie des courbes geodesiques. — Emile Picard. Sur 
les integrales de differentielles totales de troisieme espece dnns la theorie des 
surfaces alge*briques. — Ch. Riquier, Sur les systemes differentiels dont 
lint^gration se ramene ä celle d'equations differentielles totales. — Supplement: 
Harri« Hancock. Sur les systemes modulaires de Kronecker. 

Bnlletln astronomiqne. Fonde cn 1884 par E. Mouche/, et, F. Tisserand, 
publik par l'Observatoire de Paris. Tome 18. 1901. 

H. Poincare, Les mesnres de gravite et la geodesie. — Salet, Determination 
des orbites au moyen d'observations eioignees. — O. Callandreau, Sur les tables 
auxiliaires de Marth pour la resolut ion de la relation de Lambert. — H. An- 
doyer, Sur la theorie de la lune. — Notice necrologique sur Hirsch, directeur 
de l'Observatoire de Neuch&tel. — 0. Callandreau, Sur la determination du 
jreoYde au moyen de l'ensemble des deviations de la verticale. — 0. Callandreau, 
Sur la signifieation de l'hypothese de la fluidite" dans la theorie de la figure des 
planetes. — G. Kobb. Sur un cas d'instabilite possible (dans un cas particulier 
en prohleme des trois eorpsV — L. Picart, Quelques relations simples entre les 
fonctions de Hessel. — H. Poincare. Sur les deviations de la verticale en 
ffeodeaie. — G. Bigourdan. Sur diverses mesures d'arcs de meridien, faites 
dans la premiere moitie du XVIII^me siecle. — Lettre de M. Charlier ä M. Poin- 
fare". — F. H. Seares, Sur les quadratures mecaniques. — 0. Callandreau, Sur 
l'application d'une formule de quadrature meeanique a l'evaluation d'une integrale 
dependnnt des fonctions elliptiques. — Simonin, Sur Tacceleration du mouvement 
de la comete d'Encke. — Revue des publications astronomiques. 

Bulletin des scleiices niatheniatiqiieg, redige par G. Parboux, E. Picard et 
J- Tannery. Paris, 1901. Deuxieme serie. Tome XXV. 
ß. Picard, Sur les prineipes de la meeanique et l'explication meeanique des 
phenomhies naturels. — Hadamard, Sur les reseaux de coniques. — Otto de 
Alenoar Silva, Sur l'equation de Riccati. — Hadamard, Sur les Clements 
lindaires a plusieurs dimensions. ~ Lelieuvre, Sur la multiplication de l'argu- 
ment des fonctions elliptiques. — Em est Lindelöf, Theoreme sur la convergence 
.uniforme des series. — H. Minkowski, Quelques nouveaux theoremes sur 
1 approximation des quantites ä l'aide de nombres rationnels. — E. Picard, Sur 
la resolution de certaines equations ä deux variables a l'aide de fonctions 
rationnelles et sur un theoreme de M. Noether. — A. de Saint-Germain, 
Note sur la tension de la tige d'un pendule spberique. — J. Polbnia, Sur un cas 
^° redactibilite des integrales abeiiennes. — Comptes rendus et analyses. — 
R evue de8 publications mathematiques. 
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Comptes rendus hebdoniadalre* des seanees de PAcademie des sciences de 
Pari*, par MM. les Secre'taireB perpetuels. Octobre — Decembre 1901. 

K. Bohlin, Sur l'extension d'une formule d'Euler et sur le calcul des moments 
d'inertie principaux d'un Systeme de points materiels. — G. Kcenigs, Proprietes 
generale« des couples d'eieinents cinematiques. — A. Davidoglou, Sur les inte- 
grales pt 5 i-iodiques des equations differentielles binomes. ~ P. Dubem, Des ondes 
qui peuvent persister en un fluide visqueux. — P. Hatt. Jonction d'un re*seau 
ferme de triangulation. — G. Ktenigs, Sur les chaines secondaires. — G. A. Miller, 
Sur les groupes de substitutions. — Paul J. Suchar, Sur les equations diffd- 
rentielles lindaires de second ordre ii coefficients algebriques de deuxieme et 
troisieme espece. — A. Demoulin, Sur deux elasses particulieres de congruences 
de Ribaucour. — Guyou, Note accompagnant la Präsentation de la „C o n n a i s s a n c e 
des Temps" pour 1904. — Alexander-S. Chessin, Sur la toupie de Fon- 
cault. — H. Poincare, Sur l'Analysis sitns. — H. Poincare, Rapport sur les 
papiers laisses par Halphcn. — L. Raffy. Sur les reseaux conjugu^s persistants. 

George Moreau, Sur la courbe adiabatique. — Edmond Maillet, Sur 
les equations differentielles rationnelles. •— A. Davidoglou, Sur le nombre de 
racines commune« ii plusieurs equations. — Emile Picard, Sur les periodes des 
integrales doubles dans la theorie des fonetions algebriques de deux variables. — 
Paul Painleve, Sur les singularites essentielles des equations differentielles. — 
L. Raffy, Sur la deformation des surfaces et. en particulier. des quadriques. — 
A. Pellet, Calcul des racines reelles d'une equation. — G. Tzitzeica, Sur le 
nombre des racines commune« a plusieurs equations. — E. Carvallo, Sur l'appli- 
cation des Equations de Lagrange anx phenomenes electrodynamiques. — H. Poin- 
care, Sur la connexion des surfaces algebriques. — A. Demoulin, Sur les sy- 
stemes conjugues persistants. — Edmond Maillet, Sur les equations et les 
nombres transcendants. — E. Picard, Sur les periodes des integrales doubles. 

— G. Bigour dan, Sur la mesure de la meridienne de France, par Mechain, 
a. la fin du XVITT 0 siede. — A. Pellet, Calcul des racines reelles des equations. 

— Riquier, Sur le calcul par cbeminement des integrales de certains systemes 
differentielles. — Raoul Perrin, Sur la Separation et le calcul des racines 
reelles des equations. — Edmond Maillet, Sur les nombres e et n et les 
equations transcendantes. — Rene" de Saussure, Sur le mouvement le plus 
geSieral d'un corps solide qui possede deux degre"s de liberte autour d'un point 
fixe. — E. Carvallo, Lois de l'energie electrique. — J. Thovert, Sur une 
application nonvelle d'observations optiques ä l'etude de la diffusion. — Gaston 
Darboux, Eloge historique de Joseph-Louis-Franeois Bertrand. — Niels Nielsen, 
Sur les series de factoriellcs. — Alfred Lo»wy, Sur les equations differentielles 
lineaires qui sont de la m^mc espece. — Ernst Lindelöf, Quelques theoremes 
nouveaux sur les fonetions entiercs. — Alfred Guldberg, Sur les invariante 
integraux et le« parametres differentiels. - Rene de Saussure,, Sur le mouve- 
ment d'une droite qui posside trois degres de liberte. — Mesnager, Tensions 
intdrieures produites par deux forces Egales et directement opposees agissant sur 
un solide indefini. Applications. — Prix ddeernes. — Prix proposes. 

Compte reu du du Congres de» Soeiete» savantes de Paris et des departenients, 

tenu ä Nancy en 1901. Section des sciences. 

Premiere partie. Proces verbaux des seances. - Deuxieme partie. Reponses 
aux questions du programme. Notes et Memoires: Allocution de M. Floquet. 
Resolution de l'equation du cinquieme degre" par M. Lacour. Principe de la moindre 
contrainte de Gauss, par M. P. Appell. Memoire sur le mouvement des membranes 
par M. Floquet. Gen^ralisation des prineipes des theoremes d 1 Adams par M. Andoyer. 

— Origine musicale de la theorie des rapports par M. P. Tannery. — Prineipes 
fondamentaux de la thermodynamique par M. Casalonga. 
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I/eoseignement niathematique, revue Internationale paraissant tons les denx 
moi*. Directeurs C. A. Laisant et H. Fehr. 3 e Annde. n<>- 6; 16 Novembre 1001. 
N. J. Hatzidakis, Sur l'etat actuel des niatheniatiques superieures eu Grece. 
— V. Jamet, Sur la definition de l'integrale <louble. — C. A. Laisani, Inter- 
pretation geomotrique des derivees partielles dans la theorie des eourbes et des 
surfaces algebriques. — P. Zervos, Quelques remarques sur la recherche du 
nombre des racines positives d'un polynome. — P. Zervos, Sur le theoreine de 
Üescartes. — Chr. Beyel, L'enseignenicnt de la Geometrie descriptive dans les 
ecoles moyennes. — Ch. Berdelle*, L'Esperanto et les mathematiciens. — Chro- 
nique. L'amirai de Jonquieres. — Correspondance : A. Delpech, Verifikation des 
dates hegiriennea. Ch. Berdelle, Sur une question de terminologie. La nomeu- 
clature franeaise „egalite", „equivalence" est preferable ä la nomenclature alle- 
uiande „Kongruenz 1 ', „Gleichheit' 1 . — Bibliographie. 

Ans verschiedenen Zeitschriften und Sammelwerken. E. Dolezal, Arbeiten 
und Fortschritte auf dem Gebiete der Photogrammetrie im Jahre 1000. [Jahrbuch 
f. Photographie u. Reproduktionstechnik. Bd. lö. Halle 1001.] — L.Hermann, 
Die Bedeutung der Fehlerrechnung bei der harmonischen Analyse von Kurven. 
[Archiv der ges. Physiologie, Bonn 1001, Bd. 86.J — J. B. Messerschmitt, Pol- 
höhen und Azimutmessungen. Das Geoid der Schweiz. [Das schweizerische Dreieck- 
netz der internationalen Erdmessung, berausg. von der schweizer, geodät. Kommission, 
ö. Bd. 4". JL 10.J — H. Toincare, A propos des experieuces de M. Cremieu; 
vBur les hypotheses fondamentales de l'eleetrodynauiique .. [Revue generale des 
sciences pures et appliquees. Directeur Louis Ol i vi er. 12 ' Annee. n° 22; 
30 Novembre lyol.J — C. Reinhardt, Die Ziele des mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Unterrichts am Gymnasium. [Neue Jahrb. f. d. klass. Altertum, etc. 
li»U2. II. Abt. S. 60.J — A. Scheye, Über das Prinzip der Stetigkeit in der 
mathematischen Behandlung der Naturerscheinungen. [Annalen der Naturphilo- 
sophie, hrsg. von W. Ostwald, 1. Bd., 1. Heft. Leipzig 1902]. — L. Schlaf Ii, 
Theorie der vielfachen Kontinuität. Herausgegeben im Auftrage der Denkschriften- 
Kommission der schweizerischen naturforschenden Gesellschaft von J. H. Graf. 
[Denkschriften der Schweiz, naturforsch. Gesellsch.J. gr. 4°. IV, 239 S. Zürich 
1901. JL 12. _ 

4. Kataloge. 

( arlebach, E., Antiquariat, Heidelberg: Verzeichnis Nr. 249. Naturwissenschaften 
und Mathematik. 

Pellerano, B., Liberia scientitica, Napoli, Via Genuaro Scrra 20: Catatogo N. 4. 
Mateinatica ed Astronomia, Fisiea, Chimicu etc. 

Strobel, Fr., Wigseuschaftl. Antiquariat, Jena: Naturwissenschaftliche Zeit- 
schriften in vollständigen Reihen. 



5. Bei der Redaktion eingegangene Schriften. 

[Titel, Preis u. s. w. der eingesandten Schriften werden hier regelmässig veröffentlicht . 
Besprechungen geeigneter Bücher bleiben vorbehalten. Eine Rücksendung der ein- 
gegangenen Schriften kann nicht erfolgen.] 

t'&pelli, Alfredo, Lezioni sulla teoria delle forme algebriche. 8 U . [Vni, 296 S.J 
Lithographiert. Neapel 1902, B. Pellerano. L. 10.— 

Enzyklopädie der mathematischen Wissenschaften. Band II 2, Heil 1. |\V. F. 
Osgood: Allgemeine Theorie der analytischen Funktionen a^ einer und 
b) mehrerer Komplexen Gröfsen. VV. VVirtinger: Algebraische Funktionen 
und ihre Integrale.] gr. 8°. Leipzig 1901, B. G. Teubner. Geh. JC 5.20. 
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Fischer, Karl T., Der naturwissenschaftliche Unterricht iu England, insbesondere 
in Physik und Chemie. Mit einer Übersicht der englischen Unterrichtslitteratur 
zur Physik und Chemie und 18 Abbildungen im Text und auf 3 Tafeln, gr. 8 U . 
| VIII, 94 S.J Leipzig 1901, B. G. Teubuer. Geb. JL 3.60. 

— Xeuere Versuche zur Mechanik der festen und flüssigen Körper. Mit einem 
Anhange über das absolute Marssystem. Ein Beitrag zur Methodik des physi- 
kalischen Unterrichts. Mit 55 Figuren im Text. gr. 8°. [V, 08 S.J Leipzig 
1902. Geb. JL2.—. 

Gibson, George A., An elementary treatise on the calculua, with illustrations 
from geometry, mechanics and physics. 8°. [XIV, 469 S.J London 19U1, 
Macmillan and Co. 

Hatzidakis, JJ. J., Theoretische Mechanik (griechisch;. Lith. 2 Lieferungen 
[56 S., 32 S.J. 

Marse , Gewichte und Münzen. Sonderabdruck aus dem deutsch - englischen 
Wörterbuch von Muret-Sanders. Langenscheidt sehe Verlagsbuchhandlung (Prof. 
G. Langenscheidt), Berlin. 

Müller, 11., Die Mathematik auf den Gymnasien und Realschulen. Leipzig und 
Berlin iyo2, B. G. Teubner. Ausgabe A: Für Gymnasien und Progymnasien. 
Erster Teil: Die Unterstufe. Geb. JL 1.60. — Ausgabe B : Für reale Anstalten 
und Refonnschulen. Erster Teil: Die Unterstufe. Ueb. M. 2.20. 

Müller, II., und Kutnewtiky, M., Sammlung von Aufgaben aus der Arithmetik, 
Trigonometrie und Stereometrie. Leipzig und Berlin 1900,1902, B. G. Teubner. 
Ausgabe A: Für Gymnasien, Realgymnasien und Oberrealschulen. Erster Teil 
geb. JL 2.80. Zweiter Teil geb. JL 3.2(). — Ausgabe B: Für Realschulen. 
Geb. JL 2.60. Zweiter Teil: Für reale Anstalten und Reformschulen. Geb. ^3.4o. 

Netto, E., Lehrbuch der Combinatorik. gr. 8°. [VIII, 260 S.J Leipzig 1901, 
B. G. Teubner. Geb. JL 9.— 

Papperitz, E., Über die wissenschaftliche Bedeutung der darstellenden Geometrie 
und ihre Entwicklung bis zur systematischen Begründung durch Gaspard Monge. 
Rektoratarede. gr. 8"». 24 S. Freiberg 1901. JL l,f>o. 

Kivista trimestral de Mateniaticas , publicado por Don Jose Rius y Casas, Cate- 
drätico de Anälisis matemätico en la Universidad de Zaragoza. Ano 1, Num. 3, 4. 

Schuster, M., Stereometrische Aufgaben. Ein Lehr- und Übungsbuch zum Gebrauch 
beim Unterricht in den oberen Klassen höherer Schulen. Mit besonderer Be- 
rücksichtigung der Methoden der darstellenden Geometrie. Mit einer litho- 
graphierten Tafel. 8°. [VII, 80 S.J Leipzig 1901, B. G. Teubner. Geb. JL 2.- 

Simon, M. , Euclid und die sechs planimetrischen Bücher. Mit Benutzung der 
Textausgabe von Ueiberg. Mit 1U2 Figuren im Text. gr. 8". [VI, 141 S.J 
Leipzig 1U01, B. G. Teubner, JL 5.— 

Studnicka, F. J., Bericht über die astrologischen Studien des Reformators der 
beobachtenden Astronomie Tycho Brahe. Weitere Beitrüge zur bevorstehenden 
Säkularfeier der Erinnerung an sein vor 300 Jahren erfolgtes Ableben. Prag 1901, 
Verlag des Kgl. Böhm. Gesellschalt der Wissenschaften. 

Study, E., Geometrie der Dyuainen. Die Zusammensetzung von Kräften und ver- 
wandte Gegenstände* der Geometrie. Erste Lieferung. Mit in den Text ge- 
druckten Figuren, gr. 8°. [240 S.J Leipzig 1901, B. G. Teubner. JL 7.60. 
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Ein Beitrag zur Theorie der Gleichungen. 

Von V. Eberhard in Halle. 

Der Vortragende behandelt das Problem der Trennung der reellen 
Wurzeln einer allgemeinen Gleichung w ten Grades mit reellen Koeffi- 
zienten, in der neuen Fassung: 

Aus der gegebenen Gleichung n* n Grades 

f(x) = a 0 x n — a^ti* ~ 1 + • • • ± a n = 0 

zwei Gleichungen n — l ten oder niederen Grades abzuleiten, sodafs 
käuflich aus der Aufeinanderfolge der ihrer Gröfse nach in eine Reihe 
geordneten reellen Wurzeln dieser unmittelbar auf Zahl und Lage der- 
jenigen de)' Stammgleichung geschlossen werden kann. 



I. Die Möglichkeit einer Lösung 

des so gestellten Problems ergiebt sich aus den folgenden Über- 
legungen. Es gilt zunächst 

Theorem I: Zwei Gleichungen w ten Grades 



n - m 

m 2 " 



k = 1 i=l 

und 

n-m 

m 2 

<P( X ) = K YJ( X — w '*) Yl ( x * ~~ c ' x + } 8=5 0 

A=l i=l 

(»g a , = sg \ t ) 

m it gleichvielen reellen Wurzeln 

w ? i < Wt < • • • < u'm und w[ < «?s < • < w' m 

können allemal wwfer Wahrung ihres Charakters, d. h, unter Vermeidung 
nner reeUen Doppelwurzel stetig in einander übergeführt werden. 

J»hte»b«richt d. DentBchon Mathom -Vereinigung. XI Heft 4 12 
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In der That verwirklicht sich der geforderte Übergang dadurch, 
dafs man einerseits successive in den m Wurzelpaaren 

w h und w' h 

die gröfsere Wurzel stetig bis zu der kleineren abnehmen läfst, und 
dafs man andererseits nach beliebiger paarweiser Zuordnung der quad- 
ratischen Faktoren 

x*-CiX + dt und x*-c;x + di 

in jedem einzelnen Paare die kleinere Konstante 

di oder dl 

stetig bis zur gröfseren wachsen und dann das entsprechend indicierte 

d oder cl 

auf kürzestem Wege in das andere übergehen läfst. Mit der schliefs- 
lichen direkten Überführung von a 0 in b 0 ist die vorgeschriebene kon- 
tinuierliche Verbindung beider Gleichungen definitiv hergestellt. • 
Im besonderen erkennt man, dafs, wenn in den beiden Reihen 

ivi < < • • < « ? m und w[ < w' t < • • < w' m 

Wurzeln desselben Vorzeichens in gleicher Anzahl vorhanden sind, als- 
dann die Überführung ohne Durchgang einer Wurzel 

' w h oder w' h 

durch den Wert Null erfolgt. 

Unter dieser spezielleren Voraussetzung 

<0< und 0 + 1 

betrachte man jetzt neben den Gleichungen 

f(x)==aoX n —a 1 x n - 1 + ->-±a n =0 und (p(x)=b 0 x n —b 1 x n - i -] — ±b n = 0 
die aus ihnen abgeleiteten Gleichungspaare 

= h 0 &) = na « xn ~' ~ (» - ! ) W'* + •■■±«-1=0, 
fo,i(x) = — aix n ~ l + 2a 2 x n -* ± na n = 0, 

d lf = ^mW= »M'- 1 - (n - 1)^" 2 + • • • ± 6.-1-0,; 

9o t (#) = _ ^o;" - 1 + 2 fcsa?" - s ± « &„ = 0, 1 

wie die sie verbindenden Identitäten 

»/"(a?) = a?/i, o 0) + /i>, i (x), 
n<p(x) = sqpi f0 (aO + 9o,i 0). 
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Die letzteren lehren, dafs jede von 0 verschiedene geraeinsame reelle 
Wurzel zweier der 3 Gleichungen 

oder 

<p(x) = qpi,o(*0 * <Po,i(x) = 0 

auch stets Wurzel der dritten, und deshalb nach einem bekannten Satze 
zugleich eine Doppelwurzel der betreffenden Stammgleichung ist. — 
Es seien 

a i < < * ' ' < k p und ßi < ßs < ' ' ' < ßi 
die reellen Wurzeln von respektive 

/*i,oO) = ° und /mO) = o, 

entsprechend 

"i < a 2 < * • * < ü p, ^ ß'i<ßs<--'< ßi 
diejenigen von 

9>i,o(#) = 0 und <po,i( x ) = 0- 
Sie mögen sich mit den Wurzeln 

Wi < Wi < • • • < w m und w[ < Ws < • • • < w' m 
zu den aufsteigenden Gröfsenfolgen ordnen: 

(I) (a u . . ., a p ; ß n . . ., ft; w 1} . . ., w OT ) 

und 

(ii) («;, . . ., /3; ; . . ^;). 

Läfet man nunmehr die Gleichung f(x) = 0 auf die oben be- 
schriebene Weise, nämlich unter konstanter Trennung der Wurzeln w 
Ton einander und dem Werte 0, in q)(x) = 0 und damit auch die 
Wurzelfolge (I) in (II) stetig übergehen, so können dabei Paare be- 
nachbarter Wurzeln 

«, + A und ß k) ß k+h 

(A = 1,S,5,...) 

sowohl verloren als gewonnen werden, während zwei aufeinander 
folgende ungleichnamige Wurzeln 

a, ß y w 

stets in getrennter Lage verbleiben. Hieraus ergiebt sich aber der 
wichtige Schlufs: 

Theorem IL Streicht man in den beiden Anordnungen (I) und (II) 
alle ursprünglich vorhandenen, wie nachträglich hervortretenden Paare 
benachbarter gleichnamiger Wurzeln 

a h a k und ß r , ß k >, 

12* 
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172 V. Ebkrhard: 

so resultieren — von der möglichen verschiedenen Stellung je einer 
Wurzel ß zu ± oo abgesehen — stets korrespondierende Wurzelfolgen 

(tV\j . . ., w m , «i, ü r , ßi t ß M ) — (w{, . . ., w m , a[ 7 a' r , ßi, /?,'). 

Der Charakter dieser reduzierten, der determinierenden Folgen 
geuau zu ermitteln, ist das Ziel der weiteren Untersuchung. 

IL Die determinierende Wurzelfolge 
einer Gleichung n ten Grades mit n reellen Wurzeln. 

Es mag die gegebene Gleichung 

f{x) = %x H — a A x n - 1 -f • ■ • ± «„ = 0 

die n positiven Wurzeln 

0<w 1 <w i <---<w n , 

ihre Ableitung 

fi,o(x) = naox*- 1 — (n — l)aix n ~ 2 -\- • • • ± a n - \ = 0 
also die n — 1 anderen besitzen 

0 < « t < « a < • • • < a„_i, 
wo allgemein die Beziehung gilt 

w, t <a h <w,, + i. 

Die reziproke Gleichung 

F(x') = n 0 — a lX ' + tf^;' 2 ± - 0 

wird dann die n positiven Wurzeln 

1 >->••> 1 >0, 

ihre Ableitung 

F'(x') = -a v + 2(L,x'-^a i x''+ • • • ± m^'"-' = 0 
also die >? — 1 anderen 

T>T>'-'>Jf 1 ->° 

P\ PS Pn - 1 

und deren reziproke Gleichung 

/ö,i(#) = — «itf"" 1 + 2a 2 a; w - 2 — • • • ± ?*a Ä = 0 
endlich die n — 1 Wurzeln aufweisen 

0</Ji<ft<-..</J.-i. 
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Danach ordnen sich die Wurzeln der Stanimgleichung 

f(x) = 0 

mit denjenigen ihrer beiden ersten Ableitungen 

/i,o<V) = 0 und /Ö,i0) = 0 
zu der aufsteigenden Folge 

0 < U\ < («!, ßx) < W 2 < («2, ß*)<W 3 <---< IV n _ , < (« n _ , , ft, _ ,) < 

worin jedes Symbol 

(«*, ft) 

eine der zwei Folgen bezeichnet 

«h<ßh oder ß h <a h . 
Es führt aber die Annahme 
*• • • (« A -i, ßk-i) < t < w h < y <a h <z < ß h < w h + 1 < 
emem Widerspruch. Demi gemäfs der Identität 

gilt zunächst 

und weiter allgemein: 

s g/"(0 = s g/ö,i(0 = - sg/', )O (0- 

Dann folgt aber 

Sg/U/) = " ß g/o,iW = sg/i,o(//) 
und hieraus der Identität unvereinbar: 

S g/'W ~ - s g/ö.iW ~ - 8 g/i,o(*> 

(A = 1, 2, 

Demnach besteht allemal die Gröfscnfolgc 

0 < IT, < & < «i < < ß° < «2 < «' 3 < • < M- M _ , < /}» _ x < flf M _! < U\. 

Umgekehrt zeigt man auf analoge Weise, dafs, wenn die deter- 
minierende Anordnung vorliegt 

0 < ßi< «i < ß*< a»< • • • < /3„ _i < «„_,, 

dadurch die Wurzeln der Stammgleichung durch weg als positiv und zwar 
tn den Intervallen bestimmt sind 

0 < u\ < ß l9 a h < w h + 1 < + 1, «„ - 1 < " n < + 

(A = 1, * . . n - 2). 

Die Translation der Wurzelfolge 

0 < m?i < ft < «i <«?•<•■•< /« „ _!</?„_,< «„ _ , < w n 
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in diejenige 

wi < Wi < • • • < wi„< 0 < w;, ( + i< w' m + t< • -<w' m 
einer allgemeineren Gleichung n** n Grades 

f{x) = 0 

mittels successiven Durchganges der m Wurzeln 

Wl<W*<-'<V>m 

durch den Wert 

Null 

wird, da wegen 

nf{x) == :r/i,oO) + fo,iW 
zugleich mit auch ß h verschwindet, und mithin die Folge 

0<w h <ß h 

in die andere übergeht 

fr< w A <0, 

während weitere Coincidenzen und Uberschiebungen der Wurzeln aus- 
geschlossen sind, zu der endgültigen Anordnung führen: 

in n — m 

(1) - für £ I «>i I < 2"»+" d * h ' fÜr 61 > 0 - 

A=l *=1 

— 00 < ßi < < <*i < ßs < w'i < • • • < «,;,_!< /3; < 

<(0,a«)<w; + i</J^ + i<«^ + i<w,U*<"-<w»-i</'»-i<ai-i<w»; 

m n - w 

(2) - für ^ I ^ I >^ d. h. für 6 X < 0 — 

A = 1 J : = 1 

- 00 < *w < < ßi < w % < • • • < < < /j; < w ; < (0, 

< »» + i<ft + i<«i + i<«ii l+ i< • • • < m>«_i </?»_!< a»-i<ff«</Ji. 

Man folgert hieraus ohne Mühe die sich ergänzenden Sätze: 
Theorem lila: Besitzt eine Gleichung » teD Grades 

f(x) - 0 

m negative und n — m positive Wurzeln 

w[ < W2 < • • • < w' m < 0 <«;« + !<••• < Wn, 
so ordnen sich diese mit den dann durchweg reellen Wurzeln 

d', ccs, . . ., cc' n -i und ßi, . . ., ß' R . x 
von respektive den Gleichungen n — l tou Grades 

/i,oO) = 0 und = 0 
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Ein Beitrag zur Theorie der Gleichungen. 175 
allemal zu der aufsteigenden Folge: 

(ia>o)) _ oo < ßi < w [ < a [ < k < u-: < < «<•;„_, < < 0; 

< M'm < (0, Cm) < M?m + 1 < fiL + 1 < «m + 1 < w' m + * < • ■ • < w' n _ j 
<ft-l<«i-l<«^, 

^»1 < o)) — 00 < «?i < < ^2 < «fä < • • • < tc' m _ ! < «;„ _ 1 < 0 m < W' m 

< (0, 0r w ) < Wm + i< ßi» + i< Ct' m + l< iVm + S<-"<K-l<ßn-l 

<a' H - 1 <Wn<ßl-, 
Und umgekehrt: 

Illb) Ordnen sich die durchweg reellen Wurzeln 
a'i, «2, • • und ß'iy 02, . . ßn-i 

der beiden Gleichungen n — l ten Grades 

/mW = 0 und hi(x) = 0 
zu der determinierenden Folge: 

^ ß'l < «1 < 02 < «2 < ■ • • < ßm-l< «'„-1 < 0m < (0, « m ) < ßL + l 

< «m+l< * ' * < ßn-l< 

(2) tt ^< /^3< ' ' ' < «w-l < 0m < (0, «m) <0,' fl + i< «m + l< ' * * 

< 0»_i< a«_i< 01, 

so besitzt die Stammgleichung w ten Grades 

f{x) = 0 

w negative und n — m positive Wurzeln und zwar in den Intervallen: 

^ ß'l < tv[ < ai, 02 < Wi < tti, • • 0,;, < «4 < (0, (t' m )y 

(O,ß m )<«' m + i<0,; i + i, «m + l<«?« + 2<0« + 2, ' • Vn-l<Wn<+ <*> J 

(2) -oo<M7i' <«;, 0s<wi<«2, «;_!<«?;< 0;. 

III. Die determinierende Wurzelfolge 
der allgemeinen Gleichung n Xen Grades. 

- 

Um die gewonnenen Ergebnisse auf Gleichungen w tcn Grades mit 
beliebiger Anzahl n'<n reeller Wurzeln auszudehnen, dient der er- 
weiterte Kontinuitatssatz: 

Ia) Jede Gleichung n iBa Grades 



fix) = oo • Yl^ x ~ Wk ) TI^ x Wm+i ^ ~ 0 



A = 1 i = 1 



m it m negativen und n — m positiven Wurzeln 

Wi< w*< • • • < 0 < w m + l < ic m + s < - • • < w<„ 
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kann in eine andere Gleichung desselben Grades 

± (»-"•»-»»> 

A = l «=1 *=l 

mit nur m t negativen und n x positiven Wurzeln 

iv[ <«?;<••■< < o < + t < w' m + 2 < < + „, 

(f«j = m - 2 (n, = « - »h - 2 r) 

allemal unter alleinigem Verlust von n negativen und v positiven Doppel- 
wurzeln stetig übergeführt werden. 

Der Beweis ergiebt sich einfach dadurch, dafs man die Wurzelpaare 

tVjk'-i, Wu,' und m-„ i + 8 ,-_i, w m + i r 

(A'=l,2,. ..,/,) (.'=1,2,.. , 

sich auf ebensoviele beliebige Zwischenwerte 

«'s a ' - i < « ? a ' < w'a A - und «c,„ + 2 ,• - _ i < ?r M + ,• < < «\„ + s - 
zusammenziehen und dann in den resultierenden Quadraten 

0-mv) 2 und (j; - «7 TO+r ) 8 

die konstanten Glieder beliebig wenig wachsen läfst. Für die so ent- 
stehende und die Gleichung <p(x) = 0 sind dann die Voraussetzungen 
des ursprünglichen Theoremes I. wieder hergestellt. Q. e. d. 
Indem man nun die der Stammgleichung 

tV> = o 

und ihren beiden Ableitungen 

/i,o(#) = 0 und / , ü|1 (jp) = 0 

charakteristische Wurzelfolge auffalst 

1. — bei durchgangig positiven Wurzeln — 

0 < M'i </?!<«!< M'2 < ßi < «2 < M7 8 < • ■ • < W % - i < ß n - 1 < «„ - x < W H , 

2. — bei m negativen und n — nt positiven Wurzeln — 

(" <X>,ßl) < Wl < «1 < ßi < «'S < «2 < ß'A < «'3 < ' • • < < ßm 

<Wm<(0, «„,) 

< (0, a, w ) < + i < ß m + 1 < tt m + 1 < 'M' m + 2 < • • • 
< W n tC, < (0t, + OD) 

und von Fall zu Fall die Veränderungen verfolgt, welche diese Anord- 
nungen während des vorgesehenen Überganges jener in die Gleichungen 

tp(x) = 0, g>i,o(V) - 0, 9o,iü) = 0 

♦ mit jedem neuen Verlust einer Doppel wurzel ?r erfahren, gelangt man 
mittels Schlusses von p auf p + 1 zu den gesuchten Verallgemeinerungen: 



Digitized by Google 



Ein Beitrag zur Theorie der Gleichungen. 177 

Theorem IV a: Besitzt eine Gleichung n*** Grades 

f(x) - 0 

1. m reelle und durchweg positive Wurzeln 

0 < U\< «' 2 < • • • < u\„ 

2. m i negative und n x positive Wurzeln 

ff i < iv* < • • • < w„ h < 0 < w mi + 1 < w 

so ordnen sich diese mit den reellen Wurzeln der beiden ersten Ab- 
leitungen 

/i,o(.r) = 0 und /o, i (./ ) = 0, 
nämlich mit respektive 

a t , . . a p und ß lt ß 2 , . . ., ß q 

alkmal zu einer Folge des Typus: 

l 0 < u < [■ •] < <*"< Ml < ft < [• ■] <ä x < «r a < ft < l- • 1 < • • ■ 

< < A,-i<H< ««-i < *p* < /*'< [• •] < 0"*); 
2. I- oo, ft) < 'ft < [• •] <' /*, < ir t <«,<[■ •] <Ä< /r s < « s < |. • 
• • ] < Ä < « ? a < < - 1 < «,„, -!<[••]< Ä«, < < 

<«!<[• •] < «2 < (o, o <«;<[••]< < 

< «?«,, + 1 < /J„, 1 + 1 <[••]< «».. + 1 < W», 1 + 2 < < «V-l < Ä'-l <| ' ' 

..]<«„_,< iv n < ß\< [• - I < ßi < (+ oo, Ä), 

wo jede eingeklammerte Reihe [■••,«,«,•*•> A A * ' "1 eine neutrale, d. h. 
eine so/rfo Folge von Wurzeln a, ß darstellt, welche durch successive 
Streichung aller ursprünglich vorhandenen wie nachträglich hervor- 
tretenden Paare Ijenachbarter gleichnamiger Wurzeln gelöscht wird. 
Und umgekehrt: 

IVb) Ordnet man die reellen Wurzeln 

a 2 , . . ., a p und ß lf ß t , . . ß q 

der beiden abgeleiteten Gleichungen n — 1 ten Grades 

/i,o<» = 0 und /;>,,{/) - 0 

der Grölse nach in eine einzige aufsteigende Folge, und streicht man in 
dieser successive alle ursprünglich vorhandenen und nachträglich liervor- 

* Anm. Die veränderten Indicierungen der a und ß dienen lediglich dazu, 
das Verteüungggesetz der Wurzeln starker hervorzuheben. 
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tretenden Paare benachbarter, gleichnamiger Wurzeln, so resultiert schliefs- 
lich notwendig eine der Anordnungen: 

1. — Bei nur positiven Wurzeln — 

0 < /3i<äi< fa<ä 2 < • • < ^ m _! < «„,_!, 
la) — bei gradem n — lb) — bei ungradeui n — 

0<a l <ß l < + cc 0< + oo, 

2. — Bei positiven und negativen Wurzeln — 

(- OC, fr)< < ß 2 < « 2 < ~ß S < • • • < ä n<1 _! < ß mi < (0 ; ä mi ) 
< < «/h 1 + 1< ' "< ßm 1 + n l -l<Ün, l + n l -l< (+ ßl). 

Dann aber besitzt die Stammgleichung « ten Grades 

f(x) = 0 

1. genau m reelle und positive Wurzeln 

0<it>i</3i, «iKiCiKßi, ä2<ws<ß s , • •, « w _ 2 < iv m - 1 <~ß m - t , 

la) aficA mcA/ «we lb) eine einzige 

reelle Wurzel, 

2. genau m x negative und n A positive Wurzeln 

(- OO, ßi) < U'i < «!, 0 2 < tt> 2 < ä 2 , • • /J mi < «7^ < (0, «„,,), 

(0, « Bil ) < M'm, + 1 < + l , «m, + 1 < -W mi + 3 < + 2 , ■ * ' , «„' _ 2 < W m ' - 1 < ß„' - i , 

«V-l< MV<(+ <X>, ft). 

Die vollständigen strengen Beweise dieser Sätze wie die weit- 
tragenden Konsequenzen, welche sie gestatten, sollen an anderer Stelle 
entwickelt werden. 



Uber Drehungen im vierdimensionalen Raum. 

Von E. Jahnke in Berlin. 

Es ist bekannt, dafs sich die unendlich kleinen Drehungen im 
dreidimensionalen Raum nach dem Parallelogramm der Kräfte zusammen- 
setzen lassen, so dafs es gestattet ist, in diesem Fall von Drehungs- 
vektoren zu reden, wie es die Herren Klein und Sommerfeld vor- 
geschlagen haben. 

Dieser fundamentale und seit Poinsot und Chasles bekannte Satz 
verliert seine Gültigkeit für die endlichen Drehungen. Wie sich endliche 
Drehungen im B 3 zusammensetzen, hat zuerst "Olinde Rodrigues in 
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einer schönen Arbeit gezeigt, die im 5. Bande des Journal de Math, 
vom Jahre 1840 abgedruckt ist. Bezeichnen nämlich c/, a" die Winkel- 
geschwindigkeiten zweier Drehungen, v den Winkel zwischen deren 
Achsen, so ergiebt Bich die Winkelgeschwindigkeit der aus beiden 
zusammengesetzten Drehung nach der Formel: 

(0 tu' oo" . Oi . <ii" 

cos v = cos y cos -g sm 2 sin 2 cos v, 

aus welcher man erkennt, dafs die Reihenfolge der Drehungen auf die Ampli- 
tude der zusammengesetzten Drehung ohne Einflufs ist. 0. Rodrigues 
stellt auch die Formeln auf, welche die Lage der Achse der zusammen- 
gesetzten Drehung bestimmen, und diese verraten, dafs die Reihenfolge 
der Drehungen wesentlich ist für die Achsenrichtung der resultierenden 
Drehung; d. h. die endlichen Drehungen bedeuten Operationen, denen 
die kommutative Eigenschaft nicht mehr zukommt. 

Für das Rodriguessche Theorem hat Hamilton 1853 in seinen 
Lectures on quaternions eine interessante Herleitung gegeben, indem er 
eine eigentümliche Addition gröfster Kreise auf einer Kugel einführt. 
Endlich hat Moebius unter Einführung der fruchtbaren Operation der 
Umwendung von diesen Hamiltonschen Ideen eine lichtvolle Darstellung 
in einer Arbeit aus dem Jahre 1859 mitgeteilt. 

Zu dem Fundamentaltheorem von 0. Rodrigues kann man auf 
folgendem Wege gelangen. Das Problem der . Drehung eines starren 
Körpers um einen festen Punkt steht in innigster Beziehung zu ge- 
wissen Parametern, die auftreten, wenn man die neun Richtungscosinus 
eines Orthogonalsystems rational in identischer Form ausdrückt. Die 
Anzahl der unabhängigen Parameter beträgt zwar drei, man führt aber 
passend noch einen vierten Parameter ein, damit die Ausdrücke homogen 
werden. Eine solche Darstellung ist, worauf Jacob i aufmerksam ge- 
macht hat, zuerst von Euler gegeben worden; und auf den Zusammen- 
hang dieser Darstellung mit dem Drehungsproblem haben — wenn 
man von den erst jetzt aus dem Gr aufs sehen Nachlafs bekannt ge- 
wordenen Aufzeichnungen absieht — zuerst Weier straf s und Caspary, 
später die Herren Klein und Sommerfeld in ihrem Werke „Die 
Theorie des Kreisels" aufmerksam gemacht. 

Es seien nämlich a if a 2 , <* 3 , a 4 die Parameter einer Drehung, eine 
zweite sei definiert durch die Parameter ß ly /3 2 , ß 3 , 0 4 ; zu der aus beiden 
zusammengesetzten Drehung mögen gehören die Parameter y u j> 2 , y 3 , y A . 
Alsdann stellen sich die y, als bilineare Funktionen der 8 Parameter ß v 
(v = 1, 2, 3, 4) dar. Diese Ausdrücke sind nicht symmetrisch, was mit 
dem Resultat übereinstimmt, dafs die endlichen Drehungen Operationen 
ohne kommutative Eigenschaft bedeuten. Mit Hilfe dieser seit Cayley 
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bekannten Ausdrücke haben die Herren Klein und Sommerfeld ge- 
zeigt, wie sich die Rodriguessche Fonnel für cos ^ herleiten läist. 

Ich bemerke dabei, dafs diese Herleitung auch unmittelbar aus den 
von Caspary aufgestellten Formeln (Bull. d. sc. math. 13, 1889) her- 
vorgeht. Der wesentliche Fortschritt, den die pararaetrisehe Drehungs- 
theorie den Herren Klein und Sommerfeld verdankt, scheint mir vor 
allem darin zu liegen, dafs sie an dem Beispiel des symmetrischen 
Kreisels zeigen, wie man die zugehörigen Differentialgleichungen in 
den Parametern aufstellen und dadurch zu einer sehr interessanten 
punktmechanischen Deutung des Drehungsproblems gelangen kann. 

Nach diesen Vorbemerkungen betrachte ich die unendlich kleinen 
Drehungen im B r Hier treten an die Stelle der drei Geschwindigkeits- 
komponenten des J? 3 deren sechs auf, die sich, wie folgt, definieren 
lassen 1 ). Ich erinnere zunächst an die Definition der Geschwindigkeits- 
komponenten aus den neun Richtungscosinus im 2? 3 . Bedeuten a mn 
neun Richtungscosinus, so ist bekanntlich: 

ph = — (a lk da u 4- attddH -f a* k da sl ) (*. *, / = i, *, s ; s, s, i; s, i, 2). 

Seien g ;j sechzehn Richtungscosinus im B 4 , so erhält man in analoger 
Weise die sechs Geschwindigkeitskomponenten 

ffpr* - - (yudgij 4- gudffij + g^dg^ + g*idg*j), /''■ ; - r -' BBS ä;.?; 1 s ;J; J;J;5?\ 

a . 2 i * i • 0 i 2 i 2 i 2 l 3, 1,2, 4; 8,4, 1,2 / 

g = gu + gh + gzi+gti = gn 4- gu + gh + gu- \,- / 

Ferner erinnere ich an das bekannte Resultat, dafs man jede 
Drehung im B A aus zwei Drehungen zusammensetzen kann, die ich der 
Kürze halber Elenientardrehungen nennen will, und die sich durch ein 
schiefes Determinantenschema darstellen lassen. Bedeutet: 



«1 


" a 2 


«3 


«4 


«2 


«1 




«, 




«4 


«1 


«2 


«4 


«3 


«2 


-«1 



die eine Elementardrehung, so ergiebt sich die andere, wenn a durch 
ß ersetzt wird. Die sechzehn Koeffizienten einer solchen schiefen 
Determinante geben die Werte der Richtungscosinus eines im Körper 
festen Koordinatensystems gegen ein im Räume festes System. Kom- 
poniere ich diese beiden Determinanten in bekannter Weise, d. h. 
multipliziere die Horizontalreihen der ersten mit jeder Vertikalreihe 
der zweiten, so ergiebt sich eine beliebige Drehung im ft A . 

1) Vgl. Sitzungsber. der Beil Ak. 30. Juli 189(5, 1027 und Journ. f. d. r. u. a. 
Math. 118, 225. Vgl. auch W. Frahui, Math. Ann. 8. 
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Bestimmt man jetzt die Geschwindigkeitskomponenten dieser 
Elementardrehungen in der vorgeschriebenen Weise, so findet man bei 
der ersten, dafs drei derselben die Werte jp iy \Pi, \p$ haben, die ich 
der Unterscheidung wegen durch \p x (a), lp 2 («), -i\Ps(«) bezeichnen 
will. Das sind also dieselben Gröfsen, wie sie auch bei derjenigen 
dreidimensionalen Drehung auftreten, welche durch die Parameter u lt c 2 , 
a s , a 4 bestimmt ist. Die drei anderen Geschwindigkeitskomponenten 
der ersten ElementaTdrehung sind — \p x (tt), — \Pi(a)> ~ i^sW n - 
den vorigen entgegengesetzt gleich. Für die zweite Elementardrehung 
werden entsprechend die sechs Geschwindigkeitskomponenten gleich 

TPi(ß)t \P*(ß\ llh(ß>, -iPi(ß), - -{aW- 

Alsdann besteht der folgende, durch seine Einfachheit bemerkens- 
werte Zusammenhang zwischen den Geschwindigkeitskomponenten zweier 
Elementardrehungen und denjenigen der aus beiden zusammengesetzten 
Drehung im J^ 1 ): 

2 Pia = Pi («) + Pi (ß), 2a, - - Pl («) + Pl (ß), 

2 i>24 = Pi («) + Pt (ß), 2 Pn - ~ P2 («) + 1> 2 (ß)y 

2Pu = Ps («) + Ps (ß), 2 Pi* = ~Ps («) + A (Ä- 

Vertauscht man die beiden Elementardrehungen miteinander, so 
ändern sich drei der Geschwindigkeitskomponenten nicht; die drei 
andern aber nehmen entgegengesetzte Werte an, d. h. die unendlich 
kleinen Elementardrehungen im R A bedeuten Operationen, denen die 
kommutative Eigenschaft nicht mehr zukommt. 

Man kann den durch diese Formeln ausgedruckten Zusammenhang 
noch anders aussprechen. Die beiden Elementardrehungen bestimmen 
sich, die eine durch die Parameter die andere durch die Parameter ß t . 
Die vier Parameter a v bestimmen aber andererseits auch eine beliebige 
Drehung im J? 8 , da sich nach Euler die neun Richtungscosinus einer 
solchen Drehung durch vier Parameter identisch und rational dar- 
stellen lassen. Desgleichen bestimmen die Parameter ß r eine Drehung 
im J^. Daher kann man sagen: Jeder Drehung im Ii A lassen sich 
zwei Drehungen im ll 3 zuordnen, derart, dafs sich die Geschwindighdts- 
komponenten der ersteren ans denjenigen der beiden letzteren additiv und 
subtraktiv zusammensetzen 2 ) . 

In dem speziellen Fall ß = a verschwinden drei der Geschwindig- 
keitskomponenten p r3 , die vierdimensionale Drehung geht also in eine 
dreidimensionale über. Die beiden Elementardrehungen fallen zusammen, 
und die Komposition der beiden schiefen Determinanten führt zu der 

1) Vgl. Berl. Ak: Ber. 30. Juli 18%, 1028. 

2) Vgl. hierzu Joum. f. d. r. u. a. Math. 118, 230, 231. 
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bekannten Eul er sehen Darstellung der neun Richtungscosinus eines 
Orthogonalsystems durch die vier Parameter a v a„ ctg, a A . D. h. jede 
endliche Drehung im R% läfst sich als eine Zusammensetzung aus einer 
Elementardrehung im R 4 mit sich selbst auffassen. 

Diese Sätze erweisen sich von Bedeutung bei der Aufstellung 
eines Orthogonalsystems, welches ein schon sehr allgemeines Orthogonal- 
system umfafst, das man Herrn Fritz Kötter verdankt. Das Kötter- 
sche System enthält die Lösungen mehrerer Probleme der Mechanik 
als Spezialfälle. Insbesondere lassen sich aus demselben der durch 
Frau v. Kowalevski aufgefundene integrable Fall des Rotationsproblems 
sowie der H. Webersche, der F. Kött ersehe, der W. Stekl off sehe 
und der A. Liapounoffsche Fall der Bewegung eines starren Körpers 
in einer idealen Flüssigkeit durch Spezialisieren herleiten. Dieses 
F. Köttersche System ist als spezieller Fall in einem Orthogonal- 
system enthalten, das ich kurz so charakterisieren kann: Es stellt eine 
Drehung im dar, welche sich als Verknüpfung einer dreidimensionalen 
mit einer vierdimensionalen Drehung auffassen läfst. 

Dabei ist unter Verknüpfung folgende Operation zu verstehen: 
Bei der Komposition einer dreidimensionalen Drehung aus zwei anderen 
stellen sich, wie oben bemerkt, die vier Parameter der zusammen- 
gesetzten Drehung bilinear aus den acht Parametern der beiden zu- 
sammensetzenden Drehungen dar. Nehme ich jetzt eine dreidimensionale 
und eine vierdimensionale Drehung, von denen die erstere durch vier, 
die letztere durch acht Parameter bestimmt ist, dann kann ich gewisse 
büineare Funktionen dieser zwölf Parameter als die bestimmenden 
Parameter einer dreidimensionalen Drehung wählen, das ist die in Rede 
stehende Drehung, welche durch das allgemeine Orthogonalsystem dar- 
gestellt wird 1 ). 

Die genannte Verknüpfung kann auch als eine Verallgemeinerung 
der Komposition aus zwei dreidimensionalen Drehungen gedeutet werden 
in dem Sinne als sie angiebt, vie sich drei Drehungen im R s zu einer 
dreidimensionalen zusammensetzen lassen 2 ). 

Ich erwähne zum Schlufs noch: Dieses Orthogonalsystem umfafst, 
wie ich im Journal de Math. (5) V, 1899 nachgewiesen habe, noch 
die Drehung eines schweren Körpers um seinen Schwerpunkt, mit dem 
ein zweiter starrer Rotationskörper so verbunden ist, dafs er sich um 
eine mit dem ersten festverbundene Achse dreht, 

Hamburg, den 23. September 1901. 

1) Vgl. Berl. Ak. Ber. 1896, 1026 und Joura. f. d. r. u. a. Math. J. 119, 234—252. 

2) Vgl. Comptes rendus de l ? Ac. d. Sc. 126, 1013—1016. 1898. 
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Arithmetische Eigenschaften analytischer Funktionen. 

Von Paul Stackel in Kiel. 

Den ersten Teil des Vortrages bildete eine zusammenfassende 
Darstellung von Untersuchungen, deren Ergebnisse zum Teil bereits 
veröffentlicht worden waren (Math. Ann. 37 (1895), 513 — 520, Comptes 
Rendus, Paris, 20. und 27. März 1899); er wird in ausführlicherer 
Fassung demnächst in den Acta mathematiea erscheinen. 

Der zweite Teil bezog sich auf Potenzreihen, deren Koeffizienten 
sämtlich algebraische Zahlen sind. 

Wenn bei einer eindeutigen analytischen Funktion f(x) mit der 
einen wesentlich singulären Stelle x = oo , die ein algebraisches Additions- 
theorem besitzt, eine solche Stelle x 0 existiert, dafs in der Entwicklung 
nach Potenzen von x — x n : 




die Koeffizienten « 0 , a lf a i} . . . sämtlich algeh'aische Zahlen sind, so 
läfst sich beweisen, dafs f(x) nur in der Weise einfach periodisch sein 
kann, dafs die Periode 2o = a • 2% wird, wo a eine algebraische Zahl 
bedeutet, dafs also die Periode eine transzendente Zahl ist. 

Wenn bei einer elliptischen Funktion <p(x), die komplexe Mul- 
tiplikation gestattet, eine solche Stelle x 0 existiert, dafs in der Ent- 
wicklung nach Potenzen von x — x 0 : 

OB 

die Koeffizienten h 0 , b l} b 2 . . . sämtlich algebraische Zahlen sind, so 
kommt die Frage, ob die beiden primitiven Perioden 2« und 2a' (und 
damit alle primitiven Perioden) transzendente Zahlen sind, auf folgendes 
Problem hinaus. Man bilde die Summen: 

o ^V* 1 . /.«./«'=0,±1,±3, ••• ± »\ 

» (ß, _|_ ' x )" * \ ausgenommen fi = 11 ' = 0 / 

Dabei bedeutet x das Periodenverhältnis «, ist also eine algebraische 
Zahl, während n alle ganzzahligen Werte annehmen darf, für die die 
Summe konvergiert. Die Summen S H hat man mit gewissen algebraischen 
Zahlen zu multiplizieren, wodurch man die „normierten Summen" S' n 
erhalten möge; für die nicht konvergenten Summen Sn sei = o n . 
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Dann kommt alles darauf an zu untersuchen, ob eine lineare Relation 
mit ganzzahligen Koeffizienten: 

für endliches m identisch stattfinden kann. 

Für x = 0 erhält man im besonderen eine Fragestellung, die mit 
der nach der Transzendenz von n äquivalent ist, sodafs das allgemeinere 
Problem als eine beachtenswerte Verallgemeinerung des Problems der 
Transzendenz der Zahl x angesehen werden darf, für deren Beweis sich 
vielleicht auf diese Weise ein neuer Weg ergeben wird. 

Zum Schlufs lenkte der Vortragende die Aufmerksamkeit der 
Fachgenossen auf die Frage nach einem allgemein gültigen Kriterium 
dafür, dafs eine beständig konvergente Potenzreihe: 

A — 0 

eine periodische Funktion darstellt. 



Zur Theorie der kürzesten Linien. 

Von E. Zermelo in Göttingen. 

Das Problem der kürzesten Linien auf einer Hache kann als das 
klassische Problem der Variationsrechnung bezeichnet werden, die zu 
seiner Lösung verwendeten Methoden sind vorbildlich und charakteristisch 
für die Methoden der Variationsrechnung überhaupt. Im Folgenden 
sei es mir daher gestattet, auf einige Erweiterungen dieses Problems 
hinzuweisen, die in ihrer anschaulichen Form zur Aufklärung all- 
gemeinerer Variationsprobleme beitragen können. 

1. Zunächst unterscheide ich zwischen „Icürzesten" und „aller- 
kürzesten" Linien, je nachdem sie nur in einem gewissen Flächenstücke 
ihrer Umgebung oder auf der ganzen Fläche die kürzeste Verbindung 
ihrer Endpunkte darstellen. 

Jede von einem Punkte 0 ausgehende geodätische Linie L ist 
kürzeste bis zum nächsten „konjugierten Punkt" 1, in dem sie die zu 
0 gehörende Enveloppe E berührt. Aber schon zwischen 0 und 1 ist 
sie (nach Kneser) keine kürzeste mehr, und die allerkürzeste Ver- 
bindung beider Punkte ist eine von L verschiedene zweite geodätische 
Linie von der Länge l x < L v . Dann werden auch die an \ sich stetig 
anschliefsenden geodätischen Linien l aj deren Endpunkte a sehr nahe 
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vor 1 auf L liegen, immer noch kürzer sein als die auf L gemessenen 
geodätischen Abstände L (t dieser Punkte vom Anfangspunkt. Die geo- 
dätische Linie L hört also schon vor ihrem ersten konjugierten Punkte 
auf, eine „allerkürzeste" zu sein, und es giebt eine Übergangsstelle 2, 
wo sie von einer gleichlangen geschnitten wird, sodafs L 2 = l 2 ist. 
Der geometrische Ort dieser Übergangspunkte 2 bildet die zu 0 ge- 
hörige „Doppelabstandskurve" 7), in der immer zwei gleich lange von 
0 ausgehende kürzeste sich schneiden. Jede geodätische Linie ist also 
allerkürzeste nur bis zu einem gewissen Schnittpunkt mit der Doppel- 
abstandskurve, der immer vor ihrem Berührungspunkt mit der Enveloppe 
liegen mufs. Für den Fall, dafs sich in 0 keine kürzeste Linie selbst 
durchschneidet, können die geodätischen Linien l a nicht kürzeste bleiben, 
wenn cc an 0 heranrückt, sondern es giebt einen Grenzpunkt S, der auf 
/ 3 die Rolle des konjugierten spielt und einen Schnittpunkt der Linie 
L mit der Enveloppe E darstellt. 
Schliefslieh geht die Doppelab- 
standskurve D durch die Spitzen 
4 der Enveloppe, in denen die 
entsprechenden Punkte 1, 2, 3 
und die Linien i 4 und Z 4 zu- 
sammenfallen. 

2. Sucht man die kürzesten 
Linien innerhalb eines beliebig 
begrenzten Flächenstückes, so hat 
man ein Variationsproblem, in 
dem Ungleichungen als Neben- 
bedingungen auftreten. Ich beschränke mich hier auf ein einfach zu- 
sammenhängendes ebenes Flächenstück C f das also von einer geschlossenen 
sich selbst nicht schneidenden Kurve (£ begrenzt ist, welche ihrerseits 
aus Stücken* mit stetiger Tangente und endlicher Krümmung bestehen 
möge, im übrigen aber beliebig verlaufen kann. Im Innern von C 
liege ein Punkt 0, und gesucht werden die kürzesten ganz innerhalb C 
verlaufenden Verbindungslinien L x dieses Punktes 0 mit allen Punkten x 
der Peripherie, also die verschiedenen Lagen, die ein in 0 befestigter 
gespannter Faden annimmt, wenn man ihn über die ganze Peri- 
pherie (£ herumführt, die für den Faden als undurchdringlich voraus- 
gesetzt wird. 

Jede solche kürzeste Linie setzt sich, wie aus der Theorie der 
ersten Variation bekannt ist, abwechselnd aus geradlinigen Stücken und 
aus Teilen der Peripherie zusammen, die nach innen hmvex sind, und 
an den Übergangsstellen mufs Berührung stattfinden. Nun läfst sich 

Jahresbericht d. Deutschen Mathein .-Vereinigung. XI. Heft 4. 13 




Digitized by Google 



186 



E. Zekmelo: Zur Theorie der kürzesten Linien. 



zeigen, dafs das System dieser Linien stetig über die ganze Peripherie 
fortgesetzt werden kann, und dafs zwei solcher Linien wohl im Anfang 
ein Stück gemein haben, aber, einmal getrennt, sich niemals wieder 
schneiden können. Wäre nämlich das letztere der Fall, so würden die 
beiden kürzesten Linien zwischen den Punkten 1 und 2 ein Flächen- 
stück C einschliefsen, das ganz im Innern von C läge und dessen 
Begrenzung mit Ausnahme der beiden Endpunkte nirgends konvex wäre. 
Das ist aber unmöglich, da unter den Parallelen zu der Geraden 12, 
die das Flächenstück durchsetzen, immer eine letzte existieren und 
diese dann notwendig an einer konvexen Stelle 3 die Peripherie be- 
rühren müfste. Die gefundenen kürzesten Linien L x sind also die 
einzigen und damit auch die allerkürzesten innerhalb C und zerlegen 
fächerförmig das ganze Flächenstück C. Durch eine beliebig kleine 
Abänderung dieser Figur könnte man nun die zusammenfallenden 
Linienstücke durch getrennte ersetzen und mit Hilfe des entstehenden 
Strahlensystems das ganze Innere des Flächenstückes C ein -eindeutig 
und stetig auf das Innere eines Kreises abbilden. Doch bedarf dies 
noch eines strengen Beweises. 

3. Anstatt einfacher Ungleichungen kann man auch Ungleichheiten 
zwischen Differentialausdrücken, „Differentialungleichungen", als Neben- 
bedingungen einführen, man kann z. B. fordern, dafs die Steilheit der 

Kurve eine gegebene Grenze nicht überschreitet: x = ^ .< * 0 > we i m die 

Fläche gegeben ist durch eine Gleichung: z = q>($, y). Man sucht 
also für zwei Punkte der Fläche die kürzeste unter allen Verbindungs- 
linien von „begrenzter Steilheit", ein Problem, wie es praktisch 
angenähert verwirklicht ist beim Bau von Gebirgsstrafsen. Die Lösungen 
dieses Problems setzen sich, wie leicht ersichtlich, zusammen aus 
kürzesten geodätisclien Linien, soweit sie nirgends zu steil sind, und 
aus Kurven von konstanter Steilheit x = x 0 , und an den Übergangs- 
stellen müssen auch die geodätischen Linien dieselbe maximale Steilheit 
besitzen. Jedes Stück einer solchen Linie konstanter Steilheit, die ich 
zur Abkürzung einfach als „Kletterkurve" bezeichnen will, ist nun auch 
wirklich immer die kürzeste Verbindung seiner Endpunkte unter allen 
denen, die nirgends steiler sind, und zwei Kletterkurven von derselben 
Steilheit zwischen denselben Punkten sind auch immer gleich laiig. 
Da es nun in jedem Flächenpunkte im allgemeinen zwei reelle oder 
imaginäre Richtungen giebt, für welche die Steilheit einen gegebenen 
Wert x annimmt, so giebt es zwei einfach -unendliche Scharen von 
Kletterkurven x 0 , die alle Teile der Fläche, in denen diese Steilheit 
x 0 überhaupt möglich ist, netzförmig überdecken und an den Grenz- 
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kurven dieser Gebiete in Spitzen endigen. In einem solchen Gebiete 
kann man nun zwei Punkte, die nicht auf derselben Kletterkurve 
liegen, durch abwechselnde Verwendung der beiden Scharen gleichwohl 
sehr häufig durch eine Linie konstanter Steilheit x 0 verbinden, also 
durch eine Zickzacklinie oder Serpentine, wie wir sie auf den meisten 
Gebirgspässen beobachten können. Nun läfst sich zeigen: jede Kurve 
von überall größerer Steilheit x > x 0 kann immer durch eine zickzack- 
förmige Kletterkurve Xq ersetzt werden, die in beliebiger Nähe zwischen 
denselben Endpunkten verläuft und allen Bedingungen des Problems 
genügt. Solche Kurven x > x 0 giebt es aber von einem Anfangs- 
punkte 0 aus nach allen Punkten eines Gebietes, das von den beiden 
von 0 ausgehenden einfachen Kletterkurven und aufserdem von der 
Grenzkurve des betreffenden Steilheitsgebietes oder des Kletterkurven- 
Netzes Xq begrenzt wird. 

Wollte man dagegen, wie beim Eisenbahnbau, plötzliche Rich- 
tungsänderungen ausschliefsen und auch für die Krümmung des Weges 
eine obere Grenze k 0 festsetzen, so wäre das Problem in vielen 
Fällen überhaupt unlösbar, weil es solche Kurven zwischen den be- 
trachteten Punkten auf der Fläche überhaupt nicht gäbe. In solchen 
Fällen müfste man notwendig die Fläche verlassen und in den Raum 
eindringen, also, technisch gesprochen, Tunnels und Viadukte an- 
legen. Dabei ergeben sich denn auch unter anderem die schrauben- 
förmigen „Kehrtunnels" verschiedener Gebirgsbahnen als mathematisch 
korrekte Lösungen des Variationsproblems. 



Die höheren Differentialquotienten. 

Von Friedrich Engel in Leipzig. 

Der Vortragende hat schon in den Leipziger Berichten von 1893 
gezeigt, wie man dasselbe, was die Clebschischen Konnexkoordinaten 
für die Differentialgleichungen 1. 0. leisten, auch bei Gleichungen 
höherer Ordnung erreichen kann; doch war seine Methode nicht praktisch 
verwendbar, weil sie eine übergrofse Zahl von Hülfsveränderlichen 
erforderte, sie war aufserdem keine unmittelbare Erweiterung der 
Clebschischen Konnexkoordinaten, da sie diese schon bei den 
Gleichungen 1. 0. durch andere Koordinaten ersetzte. Eine wirkliche 
Erweiterung der Konnexkoordinaten für die Differentialgleichungen 2. 0. 
der Ebene hat neuerdings Study gegeben (Leipziger Berichte von 1901). 
Der Vortragende deutete an, wie man zu dieser Erweiterung auf 

13* 
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anderem Wege gelangen kann, und wie man Entsprechendes nicht nur 
für die Differentialgleichungen 3. 0. in der Ebene, sondern auch für 
die partiellen Differentialgleichungen 2. 0. im Räume leisten kann. 
Eine ausführliche Darstellung dieser Untersuchungen wird an anderer 
Stelle veröffentlicht werden. 



Emst Gustav Kirsch t- 

Mitglied der Deutschen Mathematiker-Vereinigung. 
Von Franz Lorenz in Chemnitz. 

Am 8. Januar 1901 erlag Regierungsrat Dr. Gustav Kirsch, 
Professor an der Königlichen Gewerbe -Akademie zu Chemnitz, im 
60. Jahre seines Lebens einem Gehirnschlage. In ihm verlor die Ge- 
werbe-Akademie einen ihrer hervorragendsten Lehrer, ebenso abgezeichnet 
durch ungewöhnliche Schärfe des Geistes, wie durch grofse Herzensgüte 
und Milde. 

Ernst Gustav Kirsch wurde geboren am 13. September 1841 
in Sagan in Schlesien als Sohn eines Kaufmanns, besuchte nach einander 
das Gymnasium seiner Vaterstadt, die Realschule in Zittau und die 
Provinzial-Gewerbeschule in Görlitz und widmete sich darauf von 1859 
bis 1862 an der Königl. Gewerbe -Akademie zu Berlin dem Studium 
der technischen Wissenschaften. Im Februar 1863 ging er zur weiteren 
Ausbildung nach Paris, woselbst er Vorlesungen am Corfcge de France, 
an der Sorbonne und an dar Ecole des Mines hörte, unCr von dort im 
April 1864 nach Zürich, dessen Polytechnikum damals eine besonders 
starke Anziehungskraft ausübte. Nach Ablauf des Sommersemesters 
kehrte er indessen wieder nach Berlin zurück, um nunmehr an der 
Universität seine Studien fortzusetzen. Daselbst fesselten ihn vor- 
nehmlich die Vorlesungen von Weierstrafs, Kummer und Kirchhoff. 
Am 19. März 1866 bestand er vor der Kommission zur Prüfung der 
Lehrer an Provinzial- Gewerbeschulen die Staatsprüfung und erhielt 
noch in demselben Jahre eine Anstellung als Lehrer der Mathematik 
und Mechanik an der Provinzial-Gewerbeschule zu Görlitz. Dieses Amt 
bekleidete er acht Jahre hindurch und erwarb sich inzwischen (1869) 
bei der philosophischen Fakultät der Universität Leipzig auf Grund 
einer Abhandlung über die Elastizität fester Körper die Doktorwürde. 

Seine neue Stellung in Chemnitz, wohin er mit dem Dienstprädikat 
als Professor berufen worden war, trat er am 1. April 1874 an. Trotz 
seiner sehr umfassenden Lehrthätigkeit, welche sich anfänglich nicht 
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nur auf Mechanik, sondern auch auf Maschinenzeichnen und Maschinen- 
lehre erstreckte, fand er hier noch Kraft und Zeit, sich eingehend mit 
Problemen der Mechanik und Graphostatik zu beschäftigen. Die Er- 
gebnisse dieser wissenschaftlichen Arbeiten sind von ihm zumeist im 
„Civilingenieur" und in der „Zeitschrift des Vereins deutscher Ingenieure" 
veröffentlicht worden. Aus der langen Reihe von Abhandlungen wären 
namentlich folgende zu erwähnen: die Theorie der Elastizität und 
Festigkeit dünner Platten; Theorie der hyperbolischen Räder; Beitrag 
zur graphischen Statik der Dachbinder; Anwendung der analytisch- 
mechanischen Prinzipien der Baumechanik; Theorie des Polarplanimeters; 
Bewegug der Wärme in den Cylinderwandungen der Dampfmaschinen (bei 
Arthur Felix, Leipzig 1886 erschienen); graphische Berechnung der 
Fachwerksträger; Theorie der Federn; die Theorie der Elastizität und 
die Bedürfnisse der Festigkeitslehre (Vortrag in der 39. Hauptversammlung 
des Vereins deutscher Ingenieure in Chemnitz 1898). In jeder dieser 
Arbeiten tritt dem Leser neben mathematischer Schärfe und Klarheit vor 
allem eine seltene pädagogische Begabung entgegen, vermöge deren es dem 
Verfasser gelingt, überall zur gröfstmöglichen Einfachheit in Anordnung 
und Ausdruck durchzudringen. Lebendiger aber als das Denkmal, das 
er sich durch seine Schriften gesetzt hat, ist der tiefe Eindruck, welchen 
Kirsch in den Herzen seiner Schüler hinterliefs, die mit Begeisterung 
seinen Vorträgen folgten und deren Dankbarkeit ihm unvergänglich 
erhalten bleiben wird. 



Über das Lehrziel 
im mathematischen Unterricht der höheren Realanstalten. 

Von E. Göttin« in Göttingen. 

Herr F. Klein hat in seinem Aufsatz: „Über den mathematischen 
Unterricht an höheren Schulen" im dritten Hefte dieser Jahresberichte 
Gedanken über eine Erweiterung des mathematischen Lehrziels an den 
höheren Realanstalten ausgesprochen, die im wesentlichen darauf hinaus- 
laufen, dais die Anfangsgründe der Differential- und Integralrechnung in 
den Lehrplan aufzunehmen seien. Der Begründung dieses Gedankens und 
besonders dem, was Herr Klein das mathematisch-naturwissenschaftliche 
Bildungsideal genannt hat, pflichte ich durchaus bei. Ich möchte nur, 
bevor ich auf eine Prüfung der Möglichkeit und der Art dieser Erweiterung 
eingehe, der Begründung noch einiges vom Standpunkt der Schule zufügen. 

Der Gedanke, Differential- und Integralrechnung in den Unterricht der 
höheren Realanstalten, ja selbst der Gymnasien einzuführen, ist nicht neu. 
Herbart hat ihn schon ausgesprochen und eine grofse Zahl von Prograinm- 
schriften beschäftigt sich mit einer solchen Erweiterung der Schulmathemati^ 
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die sie meistens als notwendigen, das Ganze krönenden, zusammenfassenden 
und vielfach vereinfachenden Abschlufs des Aufbaues der Elementarmathe- 
matik auffassen. In der Versammlung des Vereins zur Förderung des 
Unterrichts in der Mathematik und den Naturwissenschaften in Elberfeld 
1896 trat B. Buchrucker in seinem Vortrag: „Kritische Bemerkungen 
über die Mathematik an höheren Schulen" dafür ein und G. Kehwisch 
veröffentlichte im Anschluß daran in den „Unterrichtsblättern" des genannten 
Vereins seine Erfahrungen, die er mit dem Unterrichte in den Anfangs- 
gründen der höheren Mathematik in der Prima des Realgymnasiums ge- 
macht hatte. Aber gerade in dieser Elberfelder Versammlung referierten 
auch G. Holzmüller und B. Schwalbe über die Beziehungen des mathe- 
matischen Unterrichts zur Ingenieurmathematik, wobei Holzmüller um- 
gekehrt sogar die höhere Mathematik auf den technischen Hochschulen 
beschränkt und durch Elementarmathematik ersetzt, die Schulraathematik 
aber im Sinne einer spezielleren Vorbereitung für die technischen Fächer 
reformiert haben wollte. Zwar stimmte hierin die Versammlung ihm nicht 
bei, sondern schlofs sich den Thesen Schwalb es an, der eine Beeinflussung 
der Stoffauswahl und Stoffbehandlung in der Mathematik durch die Rück- 
sicht auf bestimmte Berufszweige für nachteilig erklärte und nur bei der 
methodischen Durchführung des Unterrichts die Beziehungen zum heutigen 
Leben berücksichtigt wünschte. Was aber Schwalbe darunter verstand, 
hat er in seinem Aufsatze: „Lber die Vorbildung der Lehrer für Mathe- 
matik etc." in Bd. V dieser Jahresberichte, wo er über die Elberfelder 
Beschlüsse berichtet, ausgesprochen: Er ist gegen die Einführung der 
Differential- und Integralrechnung in den Schulunterricht. Welche Er- 
fahrungen einen so gründlichen Kenner unserer höheren Schulen, einen so 
weitblickenden Pädagogen, wie es Schwalbe war, zu einem solchen Urteil 
veranlagten , kann man nur vermuten. Mir scheint, als ob vielfach 
beobachtete Übertreibungen im mathematischen und naturwissenschaftlichen 
Unterrichtsbetriebe ihn veranlafst haben, immer wieder mahnend auf weise 
Beschränkung hinzuweisen. Seiner Autorität ist man wohl viel in den 
Kreisen der Lehrer gefolgt, wenn man der Ansicht ist, dafs dem nach 
Inhalt und Methode in sich geschlossenem Stoffgebiete der Elementar- 
mathematik durch die neuen Gebiete ganz neue Methoden und Begriffe ein- 
gefügt würden, die zu erfassen und zu beherrschen der Verstand unserer 
Jugend gar nicht fähig sei und die deshalb keinen Nutzen, sondern nur 
Überbürdung brächten. 

Nur in einem Gebiete hat man allgemein die Notwendigkeit einer Er- 
weiterung der Elementarmathematik anerkannt. Durch die Methoden der 
neueren Geometrie soll der geometrische Schulunterricht befruchtet werden. 
Es soll durch sie erstens der Aufbau des Systems und die Anwendungen 
an Anschaulichkeit gewinnen, zweitens sollen einzelne Gebiete der neueren 
Geometrie dem Unterrichte angegliedert werden. Der erste Gedanke hat 
viel Gutes geschaffen, bei der Ausführung des zweiten aber ist man wenig 
glücklich gewesen. Die eingefügten Bruchstücke der neueren Geometrie 
wurden in die alte euklidische Form geprefst und haben so kein rechtes 
Leben gewinnen können. Jedenfalls lassen sie den Gedankeninhalt und den 
Wert der neuen Methoden gar nicht ahnen. Ich werde darauf weiter unten 
bei der Besprechung der darstellenden Geometrie zurückkommen. 
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Dafs zum Verständnis der Grundbegriffe der höheren Mathematik 
unsere Jugend in den oberen Klassen der höheren Lehranstalten noch nicht 
fähig sei, wird durch die Erfahrung, z. B. auch durch das, was Herr 
Kehwisch in seinem oben zitierten Aufsatz mitteilt, widerlegt. Ich selbst 
habe mehrfach erfahren, dafs diese Grundbegriffe leichter verstanden und 
sicherer bei Anwendungen gehandhabt wurden als viele Teile der Elementar- 
mathematik. 

Aber auch dafs durch sie ganz neue Ideen und Methoden in den 
Elementarmethoden eingeführt würden, ist nicht richtig. — Charakte- 
ristisch für die Elementarmathematik ist ja die Starrheit und Unver- 
änderlichkeit ihrer Gebilde. Für den Anfangsunterricht ist das wertvoll. 
Aber niemand behält sie im ganzen weiteren Unterricht bei. Man führt 
geometrische Beweise durch Bewegung und wenn man aus der stetigen 
Veränderung der Figuren neue geometrische Sätze und tieferen Einblick in 
ihren Zusammenhang gewinnt, so erkennt man darin den Einflufs der 
neueren Geometrie. Veränderliche Gröfsen und „Funktionen" werden oder 
sollten wenigstens schon früh in der Arithmetik wie in der Geometrie 
benutzt werden, die Trigonometrie nötigt zu ihrer Verwendung im Unter- 
richt. Die analytische Geometrie, die ja auch im Gymnasium betrieben 
wird, hat im Schulbetrieb allerdings, wie die meisten Lehrbücher zeigen, 
die starre Form der Elemente angenommen und zeigt eine gewisse Scheu 
vor dem Funktionsbegriff, aber die Bildung von Grenzwerten, bei der Her- 
leitung der Tangentengleichung z. B., kann sie nicht umgehen. Grenzwerte 
bildet man auch in der Stereometrie, bei den Keinen und in der Lehre von 
Maximum und Minimum. Dafs man hier Differentialquotienten von Funk- 
tionen bildet, ebenso wie man bei Berechnung der Volumina, Schwerpunkte 
und Trägheitsmomente durch Reihensummierung Integrationen ausführt, ver- 
meidet man zu sagen. Man führt alle die Grenzübergänge und Reihen- 
summierungen bei jedem Beispiel von neuem durch und scheut sich, die 
allgemeine Methode herauszuarbeiten. Durch Umgehung des Funktions- 
begriffs erschwert man sich die Arbeit noch. So bleibt alles für den 
Schüler schwer verständlich und noch schwerer anzuwenden. Das ganze 
Verfahren aber ist unmathematisch, eben weil es beim Speziellen verweilt 
und sich von der allgemeinen Methode abwendet; es widerspricht dem 
Grundprinzip der Mathematik wie jeder Wissenschaft, dem Prinzip von der 
Ökonomie des Denkens. 

Noch mehr als in der reinen Mathematik verwendet man die Grund- 
begriffe der höheren Analysis in den Anwendungen. Im Physikunterricht 
kommt man ohne sie garnicht aus; ich nenne nur Geschwindigkeit, Be- 
schleunigung, Richtung des Linienelements und Bahntangente, Krümmung der 
Bahn eines Punktes, Potentialgefälle, elektromotorische Kraft der Induktion 
etc., überall braucht man Differentialquotienten. Wie einfach würden die 
schwerfälligen Bestimmungen von Weglängen, Schwerpunkten und Trägheits- 
momenten bei Anwendung der Integralrechnung. 

Wir werden damit auf die Bedeutung der Anwendungen für die Stoff- 
begrenzung und Methode des mathematischen Unterrichts unserer höheren 
Schulen geführt. Während noch vor 15 Jahren einer der angesehensten 
mathematischen Pädagogen, Fr. Reidt, in seiner vielgerühmten „Anleitung 
zum mathematischen Unterricht" die formale Bildung als das Hauptziel des 
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mathematischen Unterrichts hinstellen konnte, gegenüber welchem die An- 
wendungen, ja selbst das positive Wissen, der Inhalt und Umfang des 
mathematischen Systems als Nebensachen zurücktreten müfsten, proklamierte 
man wenige Jahre später die Anwendungen als das allein wertvolle; die 
Mathematik dürfe auf der Schule nur „Hülfs Wissenschaft" für die Natur- 
wissenschaft sein. Die Wahrheit liegt natürlich wie immer in der Mitte. 
Aber wenn man auch in berechtigter Reaktion gegen die Einseitigkeit der 
ersten Anschauung der zweiten vielfach lebhaft Beifall spendete, Erfolg hat 
diese doch noch wenig gehabt, wie ein Blick auf die mathematischen Auf- 
gabensammlungen und auf die Abiturientenaufgaben zeigt. Einzelne Ge- 
biete, z. B. die Trigonometrie, hat man durch Aufgaben aus der Geodäsie, 
Nautik und Physik belebt, in den meisten andern ist alles beim alten 
geblieben. Was ist der Grund dafür? 

Die Aufgaben der Physik, die ohne besondere Kunstgriffe sich mit 
elementarer Mathematik erledigen lassen, erfordern meist so einfache Hülfs- 
mittel, dafs sie als Ubungsmaterial für die Mathematik in den oberen 
Klassen kaum in Frage kommen, andererseits sind bei den interessantesten 
und wichtigsten Aufgaben bei* Physik die elementarmathematischen Deduk- 
tionen so schwierig und verwickelt, dafs sie sich nur gezwungen dem 
Unterrichte eingliedern lassen. Dafs meist noch längere physikalische Er- 
klärungen dabei nötig sind, fällt jetzt nicht so sehr ius Gewicht, weil der- 
selbe Lehrer den mathematischen und physikalischen Unterricht geben soll. 
Was von den physikalischen Aufgaben gesagt ist, gilt mehr oder weniger 
auch für die aus anderen Gebieten. Weil also die praktischen Anwendungen 
in genügender Zahl und in ungezwungener Form sich nicht bieten, so bleibt 
man bei dem landläufigen Übungsmaterial, den schwierigeren Dreiecks- 
konstruktionen und Berechnungen und den Sehe rz aufgaben der arith- 
metischen Gleichungen. Das Schwergewicht des Unterrichts legt man dann 
natürlich auf den Aufbau des abstrakten Lehrgebäudes. Ich bin durchaus 
der Ansicht, dais der mathematische Unterricht in der Schule ein tiefes 
Eindringen und volles Beherrschen der abstrakten mathematischen Theorie 
und eine klare Einsicht in den Aufbau des Systems als erstes Ziel erstreben 
mufs, und zweifle nicht, dafs ein Unterricht, der das erreicht, auch bei 
starker Vernachlässigung der praktischen Anwendungen wertvoll und inter- 
essant sein kann. Wenn er den Verstand schärft, wenn er das wissen- 
schaftliche, sei es das mathematische, sei es das philosophische, Interesse 
weckt, wenn er endlich das ästhetische Gefühl für die Schönheit des 
wissenschaftlichen Aufbaues lebendig werden lälst, so wird er auch ethisch 
wertvoll, wenn im Schüler mit dem Interesse auch der Trieb zur wissen- 
schaftlichen Arbeit erwacht. Ich halte deshalb, auch ohne Rücksicht auf 
die Anwendungen, die Mathematik an unseren höheren Schulen für gleich- 
wertig mit den übrigen Bildungsgebieten. Aber wir müssen auch damit 
rechnen, dafs es noch eine andere Ansicht darüber giebt, die vor allem in den 
Kreisen der Nichtraathematiker weit verbreitet ist, welche den Wert der 
Schulmathematik nur nach ihrer Anwendungsfähigkeit beurteilt. Man würde 
in diesen Kreisen den mathematischen Unterricht an den höheren Schulen 
bald anders beurteilen, aber auch objektiv würde er jedenfalls an Wert 
gewinnen, wenn er zeigte, wie die abstrakten mathematischen Formen eine 
sehr konkrete Beziehung zur Aufsenwelt haben, dafs wir mit ihrer Hilfe 
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nicht nur die Natur, sondern auch unsere wirtschaftlichen, politischen und 
Verkehrsverhältnisse, unsere ganze moderne Kultur recht verstehen und in 
gewissem Sinne auch beherrschen lernen. Die Schule soll allgemeine 
Bildung geben. B. Schwalbe nennt allgemeine Bildung die Fähigkeit, 
unsere Kulturentwickelungen zu verstehen, und die Kenntnisse, welche er- 
forderlich sind, um mit zu derselben beizutragen. Es ist selbstverständlich, 
dafs ohne mathematische Kenntnisse eine solche allgemeine Bildung unmöglich 
ist. Aber 0. Jäger hat in ähnlichem Sinne als Hauptaufgabe der Schule 
die Erziehung zum öffentlichen Leben hiugestellt und doch schätzt er für 
die Erreichung dieses Zieles den mathematischen Unterricht ausserordentlich 
niedrig ein. Kann man ihm ganz unrecht geben, wenn man sieht, wie sehr 
meist der mathematische Schulunterricht in seiner abstrakten Art sich von 
den Aufgaben des öffentlichen Lebens abwendet? Wie oft habe ich von 
Philologen die Frage hören müssen, was für einen Bildungswert denn alle 
die vielen Dinge hätten, die der Mathematiker im Abiturientenexamen fragt. 
Eine Berufung auf die formale Schulung des Geistes läfst heute niemand 
mehr gelten. 

Wir müssen also, ohne die abstrakte Theorie zu vernachlässigen, die 
Anwendungen mehr betonen. Wie das im Gymnasium möglich ist, kann 
hier nicht untersucht werden, für die Rcalanstalten aber giebt es ein ein- 
faches Mittel. Ein Teil des Lehrstoffes ist durch einen andern zu ersetzen, 
der die Allgemeinheit der Ziele nicht verändert, der aber eine ungezwungene 
Verwendung seiner Formen für praktische Aufgaben gestattet, und das sind 
die Anfangsgründe der Differential- und Integralrechnung. 

Ist es nun möglich, diesen neuen umfangreichen Lehrstoff ohne Ver- 
mehrung der Stundenzahl aufzunehmen? Das Lehrziel der Realanstalten ist 
gegen das der Gymnasien dadurch erweitert, dafs einige Teile ausführlicher 
behandelt werden, andere neu zugefügt sind. Die Anfangsgründe der Plani- 
metrie und Arithmetik, wie sie auf dem Gymnasium bis Obertertia ein- 
schliefslich durchgenommen werden, sind für beide Schularten dieselben; nur 
werden die Realanstalten w r egen der gröfseren Stundenzahl ein Jahr früher 
damit fertig. Für den weiteren Ausbau hat das Gymnasium noch 4 Jahre 
mit je 4 Wochenstunden, also 16, die Realanstalten 5 Jahre mit je 5, also 
25 Wochenstunden. Das sind 9 Stunden, fast 2 Jahreskurse mehr. In 
diesen 9 Stunden ist an Lehrstoff mehr durchzunehmen: der binomische 
Lehrsatz mit beliebigen Exponenten und die einfachsten unendlichen Reihen, 
kubische Gleichungen, Maxima und Minima, Grundlehren der darstellenden 
Geometrie und die wichtigsten Sätze über Kegelschnitte in elementar-synthe- 
tischer Behandlung. Analytische Geometrie ist ausführlicher zu behandeln 
als auf den Gymnasien. 

Werden nun durch diese Erweiterung die Realabiturienten wesentlich 
besser mathematisch vorgebildet als die Gymnasiasten? Interessant ist in 
dieser Beziehung das Gutachten, dafs der Professor an der technischen 
Hochschule in Charlottenburg, Herr Hauck, auf Grund langjähriger Erfah- 
rung in der Schulkonferenz 1900 abgab. Er findet im allgemeinen keine 
Überlegenheit der Real- über die Gymnasialabiturienten, öfter sogar ein 
späteres Zurückbleiben. Er sieht den Grund dafür darin, dafs „das Mehr 
an mathematischem Lehrstoff quantitativ nicht im Verhältnis zu der höheren 
Stundenzahl und vor allem nicht bestimmt genug abgegrenzt und gekenn- 
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zeichnet erscheint. Der Mehrunterricht trägt den Charakter des Herum- 
nippens an allerlei auf gleichbleibendem Niveau, nicht aber eines Auf- 
steigens auf eine höhere Stufe des mathematischen Lehrsystems." Wenn 
nun auch diese Erfahrungen von anderen Seiten nicht ganz bestätigt 
werden, wie z. B. das Gutachten des Herrn Slaby in derselben Konferenz 
zeigt, so ergiebt sich doch das unzweifelhaft, dafs die Mehrleistung nicht im 
rechten Verhältnis zum gröfseren Zeitaufwand steht. Man darf daraus die 
Berechtigung des Versuches herleiten, den erwähnten Stoff durch einen wert- 
volleren zu ersetzen. 

Wenn man nun die genannten Erweiterungen des Lehrstoffes bei den 
Realanstalten fallen läfst, so kann das übrigbleibende Pensum in der ge- 
gebenen Stundenzahl bis zum Ende der Obersekunda bewältigt werden. 
Dabei ist noch zu berücksichtigen, dafs dem Gymnasium zwar 16 Wochen- 
stunden für dies Pensum zur Verfügung stehen, dafs aber im letzten Jahres- 
kursus reichlich Raum gelassen werden mufs für zusammenfassende Wieder- 
holungen der ganzen Schulmathematik mit Berücksichtigung des wissenschaft- 
lichen Aufbaues und soweit, als es möglich ist, einer philosophischen Ver- 
tiefung. Da das in den Realanstalten auch der Prima vorbehalten bleibt, 
so reichen die 3 Jahre mit zusammen 15 Wochenstunden bis zum Ende 
der Obersekunda aus. Wir haben dann für den neuen Lehrstoff die zwei 
Jahre der Prima mit je 5 Wochenstunden. Ich glaube, die Zeit reicht da- 
für aus und es bleibt noch Zeit zu Wiederholungen, wenn nur der Stoff 
zweckmäfsig ausgewählt und methodisch richtig verarbeitet wird, und wenn 
das neue Gebiet durch den früheren Unterricht in rechter Weise vor- 
bereitet ist. 

Es wird vielleicht lebhaften Widerspruch wecken, dafs soviele Dinge 
einfach gestrichen werden sollen, die in langjähriger Unterrichtserfahrung 
sich als brauchbar erwiesen haben. Aber das meiste und wichtigste von 
ihnen erscheint in dem neuen Gebiete wieder, vielleicht in anderer Ver- 
bindung, jedenfalls einfacher und strenger begründet. So der binomische 
Lehrsatz, die Reihen, Maxima und Minima. Die formale Auflösung der ku- 
bischen Gleichungen würde allerdings wegfallen, aber ersetzt werden durch 
die Lösung der numerischen Gleichungen mit graphischen Methoden und 
numerischer Approximierung der Wurzeln. Die Berechnung sphärischer 
Dreiecke wird auch im Gymnasium gelehrt; für das, was in den Real- 
anstalten mehr geleistet werden mufs , würde man durch Kürzungen, z. B. 
in den Dreieckskonstruktionen und den trigonometrischen Aufgaben über 
ebene Dreiecke schon in der Obersekunda Zeit gewinnen können. Über die 
„Grundlehren der darstellenden Geometrie" schliefse ich mich durchaus dem 
Urteil von Herrn Hauck in seinem schon erwähnten Gutachten für die 
Schulkonferenz 1900 an. Mit blofsen „Grnndlehren" ist in diesem Gebiete 
nichts zu erreichen. Die darstellende Geometrie wird erst dann die Stellung 
im Unterricht gewinnen, die ihr wegen ihrer Bedeutung für die mathe- 
matische Bildung unserer Jugend zukommt, wenn der Unterricht im ge- 
bundenen Zeichnen obligatorisch gemacht und dem Mathematiker überwiesen 
wird. Der Unterricht in der darstellenden Geometrie könnte natürlich auf 
der Schule nur die einfachsten Projektionsmethoden behandeln, in ihm finden 
aber auch einige wichtige Abschnitte der neueren Geometrie ihren richtigen 
Platz. Endlich die elementargeometrische Behandlung der Kegelschnitte 
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ist ja recht hübsch, aber ich stimme Herrn Buchrucker bei, wenn er 
sagt, das komme ihm vor, als wollte man mit dem Spiefs statt mit der 
Flinte zur Jagd gehen. 

Die mathematische Lehraufgabe der oberen Klassen der höheren Real- 
anstalten würde demnach so verändert werden, dafs das Pensum der Unter- 
sekunda fast gar nicht, das der Obersekunda nur wenig von dem jetzigen 
abwiche, in der Prima aber würden die Anfangsgründe der analytischen 
Geometrie der Ebene und des Raumes und der Differential- und Integral- 
rechnung durchzunehmen sein. Es ist schon erwähnt worden, wie vielfältig 
der Unterricht in den Elementen auf die Begriffe und Methoden dieser 
Teile vorbereiten kann. Hier möge noch zugefügt werden, dafs noch viel 
mehr, als es bisher geschehen ist, veränderliche Gröfsen und Funktionen, 
ihre Darstellung durch Kurven, rechtwinklige und Polarkoordinaten in der 
Geometrie, Trigonometrie, bei der Auflösung von Gleichungen, bei den kom- 
plexen Zahlen benutzt werden sollen, dafs iü den Naturwissenschaften, be- 
sonders wenn auch dieser Unterricht nach den neueren Ideen umgestaltet 
wird, dann in der Geographie etc., insbesondere die graphischen Methoden 
starker heranzuziehen sind. Die Bildung von Mittelwerten und die approxi- 
mative Lösung von Aufgaben ist ebenfalls wichtig. Das letztere wird jetzt 
auf unseren Schulen fast ganz vernachlässigt; damit hängen auch die 
Klagen über mangelnde Rechenfertigkeit in unseren höheren Schulen zu- 
sammen, denn das ist ja eigentlich nichts anderes als mangelnde Fähig- 
keit, die abstrakten Sätze der Mathematik auf die Probleme, die Natur und 
Leben stellen, anzuwenden. 

In welchem Umfange und in welcher Art der neue Stoff durch- 
zunehmen ist, darüber würde es verfehlt sein, genaue Vorschriften zu geben. 
Das wird einerseits vom Lehrer und von der Fassungskraft der Schüler 
abhängen, andererseits auch bedingt sein durch den Übungsstoff, den die 
anderen Unterrichtsgebiete oder das Leben bieten und der nach Ort und 
Zeit verschieden sein wird. Nur in kurzen Umrissen will ich deshalb im 
folgenden den Stoff begrenzen, glaube aber, dafs auch diese Skizze durch 
die Erfahrung im Unterricht noch vielfach verändert werden wird. 

Die analytische Geometrie ist wohl am besten parallel mit der Diffe- 
rential- und Integralrechnung in vielfacher Wechselwirkung und Durch- 
dringung mit ihr zu behandeln. Sie ist aber nicht, wie jetzt vorgeschrieben 
ist, auf die Ebene zu beschränken, sondern mufs auch das einfachste aus 
der Geometrie des Raumes umfassen, also rechtwinklige und Polarkoordi- 
naten im Räume, Gleichungen der Ebene, der Kugel, der wichtigsten Rota- 
tionsflächen und allgemein die Darstellung von Funktionen mit 2 Veränder- 
lichen durch Flächen. Modelle zweckmäfsig gewählter Beispiele müssen die 
Anschauung unterstützen. Dafür kann man sich bei den Kegelschnitten auf 
die wichtigsten Sätze beschränken. Dagegen sind Funktionen und ihre 
Darstellung durch Kurven sehr viel mehr zu untersuchen, als es bis jetzt 
geschieht; und ebenso ist das umgekehrte Problem zu behandeln, durch 
eine Funktion von gegebener Form eine Kurve näherungsweise darzustellen, 
wenn eine Anzahl Punkte derselben gegeben sind. 

In der Differential- und Integralrechnung sind zwei Klippen zu vermeiden, 
eine zu theoretische abstrakte Darstellung und zu grofser Umfang des Stoffes. 
Man wird sich zunächst ohne Beweis auf den Standpunkt stellen, daJGs der 
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stetigen Folge der Punkte einer Geraden die stetige Zahlenreihe eindeutig 
entspricht. Die Begriffe der Stetigkeit und Unstetigkeit abstrahiert man 
aus der Anschauung, wonach materielle Pnnkte bei ihrer Bewegung stetige 
Kurven beschreiben, aber z. B. ein Lichtfleck an einer Wand mit Vor- 
sprüngen sich auch unstetig bewegen kann. Man geht stets von bestimmten 
Problemen aus, um an ihnen die allgemeinen Methoden und Begriffe zu 
entwickeln. Das Tangentenproblem fuhrt zur Bildung der Differential- 
quotienten einer Funktion als Grenzwert der Differenzenquotienten, die Ge- 
schwindigkeit einer Bewegung in gleicher Weise. So wird man diesen Be- 
griff an möglichst vielen, den verschiedensten Gebieten entnommenen 
Beispielen deutlich machen, dafs nicht nur seine mathematische Berech- 
nung bei den verschiedenen Funktionen, sondern auch seine Bedeutung für 
alle Vorgänge in der Natur, der Technik etc., wo veränderliche Gröfsen 
auftreten, mit voller Klarheit erkannt wird. Ähnlich ist das Integral zu 
behandeln, zu dem vielleicht am besten das Problem der Inhaltsbestimmung 
als bestimmtem Integral führt, nicht aber die abstraktere Aufgabe der Um- 
kehrung der Differentiation. Solche Inhaltsberechnungen würden dann zu- 
erst mechanisch an der auf Koordinatenpapier gezeichneten Figur geübt 
werden. Dabei ergiebt sich anschaulich der Mittelwertsatz für Integrale 
und der Zusammenhang des bestimmten mit dem unbestimmten Integral. 
Auch hier sind wie überall zahlreiche Beispiele aus der Mathematik, 
Physik, Chemie, den Naturwissenschaften, der Geographie, Statistik usw. 
heranzuziehen. 

Was den Umfang des Stoffes betrifft, so mufs man sich möglichste 
Beschränkung zur Pflicht machen. Es ist nicht nötig, dafs unsere Schüler 
alle möglichen Singularitäten der ebenen Kurven bestimmen können, aber 
was durchgenommen wird, mufs zum vollkommenen Verständnis gebracht 
und bis zur sicheren Beherrschung eingeübt werden. Von Funktionen sind 
nur die einfachsten auszuwählen. Von # n , den einfachsten algebraischen, 
dann den trigonometrischen Funktionen, von \ogoc und ihren inversen c* und 
den eyclonictrischen Funktionen, auch für den Fall, dafs das Argument nicht x 
selbst, sondern eine einfache Funktion desselben ist, dann von Summen, 
Produkten und Quotienten sind die ersten, teilweise auch die höheren Diffe- 
rentialquotienten zu bilden und aus ihren Umkehrungen die wichtigsten 
Integralformeln herzuleiten. Für die Reihenentwicklungen, die. nicht nur 
als Ergänzungen zum System der Schulmathematik, sondern vor allem 
wegen ihrer vielseitigen Anwendungen wichtig sind, mufs der Taylorsche 
und Mac-Laurinsche Satz entwickelt werden, aus dem dann der allgemeine 
binomische Lehrsatz, die Reihen für c*, sina*, cos#, log (1 -f- x) abgeleitet 
werden. Wünschenswert ist noch, dafs man ausgehend von der Auffassung 
des unbestimmten Integrals als Lösung der einfachsten Differentialgleichung 
die Integration von ein paar einfachen für die Physik wichtigen Differen- 
tialgleichungen versucht. 

Von Lehrbüchern, die den Stoff nach Methode und Umfang so dar- 
stellten, wie es angedeutet wurde, giebt es wohl keins, das für die Schule 
direkt brauchbar wäre. In Programmabhandlungen ist viel Brauchbares 
zerstreut. Das auch von Herrn Klein angeführte Buch von Nernst und 
Schoen flies würde noch am meisten den Anforderungen entsprechen: es ver- 
folgt aber wesentlich andere Ziele und ist deshalb für den Schulunterricht 
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unmittelbar nicht zu verwenden. Die für technische Hochschulen verfafsten 
Lehrbücher wie das sonst viel Anregendes enthaltende Buch von Auten- 
heimer sind zu umfangreich. Für die Auswahl der Aufgaben können eng- 
lische Autoren vorbildlich sein, vor allem Perry: The calculus for engineers, 
London 1897 und Practical mathematics, 1899. Für unsere deutschen 
Schulen müfste allerdings die abstrakte Theorie viel mehr herausgearbeitet 
werden, als das bei Perry geschieht, der wesentlich praktische Ziele im 
Auge hat. 

Ich glaube, dafs die Bewältigung des Stoffes in dem angegebenen Um- 
fange in der Zeit von etwas mehr als einem Jahre des zweijährigen Lehr- 
ganges der Prima keine Schwierigkeiten machen wird, sodafs dann noch 
reichlich Zeit für Wiederholungen, Zusammenfassungen und Vertiefungen 
des ganzen mathemathischen Lehrstoffes bleibt, wie das am Ende der Schul- 
arbeit nötig ist. Schwierigkeiten könnten nur an den Anstalten entstehen, 
bei denen die beiden Jahrgänge der Prima vereinigt sind. Hier würde man 
sich aber auch durch Beschränkung des Stoffes helfen können. 

Ist nun wohl Aussicht vorhanden, dafs die vorgeschlagene Änderung 
der mathematischen Lehraufgabe der höheren Realanstalten bald verwirk- 
licht wird? Denn dafs sie einmal kommen mufs, davon bin ich überzeugt. 
Die Regierung wird wohl zunächst Bedenken tragen, eine so tiefgehende 
Änderung der Lehrpläne aligemein zu verfügen; sie wird dem Neuen gegen- 
über, das zwar vielversprechend ist, dessen Wert aber doch noch nicht die 
Probe bestanden hat und sicher von den Auhängern des Alten lebhaft be- 
stritten werden wird, zurückhaltend bleiben. Der einzige Beweis für seinen 
Wert, der unbedingt überzeugt, ist der Erfolg bei der praktischen Durch- 
führung. Da läfst sich nun wohl erreichen, dafs die Schulbehörde zu- 
nächst an einzelnen Anstalten den Mathematikern, die- Lust und Interesse 
dafür haben, auf ihren Antrag hin gestattet, einen Versuch mit der vor- 
geschlagenen Umänderung zu machen. Zeigt sich dann der Erfolg, so wird 
sie auch in eine allgemeine Einführung willigen. 

Ich bin überzeugt,» wenn auch zunächst die Umgestaltung für den 
Lehrer sehr viel Arbeit bringen wird, dafs reicher Erfolg die Mühe be- 
lohnt. Der Schüler wird mit Interesse dem Unterricht folgen, der über 
die starren elementaren Formen hinaus eine Stufe höher führt, die freieren 
und weiteren Ausblick gewährt und ihm ein scharfgeschliffenes handliches 
Instrument liefert, dessen Anwendbarkeit und Zweckmäfsigkeit zur Lösung 
aller Arten von Problemen aus Natur und Geisteswelt er gar bald erkennt. 
Sein wissenschaftliches Interesse wird geweckt, wenn er in all den neuen 
Methoden die Anfänge einer weitergehenden fruchtbaren, wissenschaftlichen 
Entwickelung erkennt. Der mathematische Unterricht aber wird erst so 
seine Aufgabe ganz erfüllen: indem er bei der natürlichen Verbindung der 
Theorie mit den Anwendungen befähigt, nicht nur die Grundlinien einer 
wissenschaftlichen Naturerklärung sondern auch unser Kulturleben zu ver- 
stehen, und die Leistungsfähigkeit bei der Beteiligung an dieser Kulturarbeit 
erhöht, giebt er im Sinne Schwalbes allgemeine Bildung und erzieht im 
Sinne Jägers zum öffentlichen Leben. 
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Über das Studium der angewandten Mathematik. 

Vortrag, gehalten im mathematisch-naturwissenschaftlichen Studentenverein 

in Strafshurg i. E. von J. Wellstein. 

Zu einem Vortrag über Ziel und zweckmäfsigste Einrichtung des 
Studiums der angewandten Mathematik ergreife ich deshalb in unserem 
Verein das Wort, weil ich gefunden habe, dafs, namentlich bei den jüngeren 
Kommilitonen, in diesem Punkte noch eine gewisse Unklarheit herrscht; es 
liegt noch keine Erfahrung vor, es konnte sich noch keine Überlieferung 
bilden, sind es doch erst wenige Jahre, dafs wir den Universitätsstudenten 
mit Reifsbrett und Zeichengerät zur alma mater ziehen sehen. Weite 
Kreise konnten bei diesem ungewohnten Anblick sich der Besorgnis nicht 
erwehren, dafs durch diese Nachgiebigkeit gegen die Forderungen einer auf 
das Praktische hinzielenden Zeitrichtung das reine Studium der Wissen- 
schaft um ihrer selbst willen Schaden nehmen möchte; man hat zudem be- 
zweifelt, ob wir an der Universität in Lehrfächern, die nur im Studienplan 
technischer Lehranstalten Sinn hätten, überhaupt etwas Erhebliches leisten 
könnten. 

Sind diese Bedenken berechtigt? Ich glaube nicht! Wenn das Stu- 
dium der angewandten Mathematik an der Universität ein Rückschritt ist, 
dann ist es ein Rückschritt zu Gaufs, den wir schon mitmachen dürfen. 
Ich will damit nicht sagen, dafs die Art des akademischen Unterrichtes, 
wie ihn Gaufs betrieb, auch für unsere Zeit noch passend sei; wir stellen 
doch erheblich höhere Forderungen. Aber was die Geistesthätigkeit des 
princeps mathematicorum in so hohem Mafse in Anspruch genommen, das 
kann nimmermehr ein unwürdiger Gegenstand unseres Studiums sein. Die 
angewandte Mathematik und überhaupt die Technik, ist eine Wissenschaft 
so gut wie die abstraktesten Abschnitte der reinen Mathematik, sie fordert 
gerade so viel Scharfsinn, gerade so viel allgemeine Geistesbildung, gerade 
so viel schöpferische Phantasie. Es ist oft viel, viel leichter, mit Problemen 
der höheren Zahlentheorie, Gruppen- oder Funktionentheorie fertig zu 
werden als mit denen der Technik; denn jene stellt man sich meistens, 
wenn man die Mittel hat, sie zu lösen, diese stellt das Bedürfnis des tag- 
lichen Lebens, ohne darauf Rücksicht zu nehmen, ob man in der Lage ist, 
eine allgemeine, befriedigende Lösung zu geben. Da mufs man sich oft 
vorläufig mit einer Lösung quand meme begnügen, aber das kann unmög- 
lich so bleiben. Wir Mathematiker rüsten und rüsten, schaffen immer um- 
fassendere, wirksamere Methoden, da ist es doch einfach Ehrensache, dafür 
zu sorgen, dafs wir den Ansprüchen besser genügen, welche die Physiker, 
Astronomen und Techniker an uns zu stellen berechtigt sind. Worin diese 
Forderungen bestehen, will ich einmal bei anderer Gelegenheit auseinander- 
setzen, es möge genügen, darauf hingewiesen zu haben. Die angewandte 
Mathematik tritt aber an die reine nicht lediglich mit Forderungen und 
Wünschen heran, wir haben umgekehrt auch von ihr vielseitige Anregung 
zu erwarten. Sie wissen aus den Vorlesungen des Herrn Prof. Reye, 
einen wie grofsen Anteil die graphische Statik an der Entwickelung der 
synthetischen Geometrie gehabt hat; Sie kennen die physikalischen Grund- 
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lagen der Rie mann'schen Funktionentheorie. Wir haben aus dem inter- 
essanten Vortrag unseres Kommilitonen H. „Über kotierte Projektionen" 
gesehen, dafs selbst dieser gewifs praktisch -nüchterne Abschnitt der dar- 
stellenden Geometrie nicht arm ist an Beziehungen zur reinen Mathematik. 
Die graphische Statik ist eine Fundgrube schöner trigonometrischer Aufgaben 
für den Schulunterricht, in ihren höheren Gebieten steckt der Stoff für gar 
manche wissenschaftliche Untersuchung, für manche Dissertation. Reich an 
Problemen, die funktionentheoretisch anzugreifen sind, ist die technische 
Mechanik. In der Theorie der Turbinen liegt z. B. einer der wenigen 
Fälle vor, wo die Grundgleichungen der Hydrodynamik in ihrer ursprüng- 
lichen, nicht linearen Form integrierbar sind. Daneben zeigt die gewöhn- 
liche Theorie der Wasserräder, wie unendlich viel sich aus dem einen Ge- 
setze vom Parallelogramm der Kräfte machen läfst. Überhaupt erweckt 
das Studium der technischen Mechanik erst das rechte Verständnis für die 
reine Mechanik. 

Es würde zu weit fuhren, wollte ich erschöpfend den Nutzen schildern, 
der der reinen Mathematik durch die befruchtende Verbindung mit der an- 
gewandten erwachsen mufs. Aber, so lautete der zweite Einwand, den ich 
vorhin erwähnte, die darstellende Geometrie, Perspektive und graphische 
Statik setzen eine gewisse Handfertigkeit voraus, durch deren Mangel der 
Universitätsstudent mit humanistischer Vorbildung gegenüber dem Studenten 
an der technischen Hochschule so im Nachteil ist, dafs wir nie etwas 
Tüchtiges leisten werden. Meine Herren, es ist wahr, vom Gymnasium 
bringen wir i. a. keine besondere Fertigkeit im gebundenen Zeichnen mit, 
und, so viel ich sehe, auch nicht im Freihandzeichnen. Manches könnte da 
besser sein. Ich denke immer mit grofser Hochachtung an meinen eigenen 
Zeichenlehrer zurück, ferner an den vortrefflichen Lehrer, der vor Jahren 
am hiesigen Lyceum seine Schüler so zu begeistern wufste, dafs auch 
Sekundaner und Primaner die Pflege der schönen Zeichenkunst nicht für 
unter ihrer Würde hielten. Bei beiden Lehrern bestand der Unterricht bis 
Quarta und Tertia in dem jetzt so verpönten Zeichnen nach Vorlagen. 
Die einen zeichneten mit Kreide, andere mit Bleistift, andere mit der Feder, 
andere aquarellierten, je nach Neigung und Fähigkeiten, keiner war ge- 
zwungen, sich zu langweilen. Erst wenn Auge und Hand hinreichend ge- 
bildet waren, ging man an das Zeichnen nach der Natur und hatte nun 
erst eine rechte Freude daran, weil die Zeichnungen nicht nur korrekt 
ausfielen, sondern auch das Schönheitsgefuhl befriedigten, was selten der 
Fall ist, wenn man ohne hinreichende technische Fertigkeit an das Modell- 
zeichnen geht. Andere Grundsätze gelten für den Unterricht an Kunst- 
schulen, andere für Gymnasien. Hoffentlich wird man mit der Zeit eine 
rechte Mitte finden. Einstweilen müssen wir aber mit diesem Defizit 
rechnen; wir müssen es ernst nehmen, brauchen uns aber nicht entmutigen 
zu lassen. Sind wir auch in diesem Punkte den Studenten der technischen 
Hochschule gegenüber im Nachteil, die zudem in fast allen ihren Vor- 
lesungen Gelegenheit haben, sich im Zeichnen mit Zirkel und Lineal zu 
üben, so gewährt uns unsere gründliche Kenntnis der reinen Mathematik 
doch den grofsen Vorteil, dafs das rein Mathematische uns kaum nennens- 
werte Schwierigkeiten macht, so dafs wir um so mehr Fleifs und Zeit auf 
das verwenden können, was uns noch fehlt. Wie können wir nun den 
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Mangel im Zeichnen ausgleichen? Ich denke so: Wir müssen hierin 
womöglich noch praktischer sein als die Techniker, müssen auf Genauig- 
keit und Schönheit der Zeichnung noch mehr Gewicht legen als diese, wir 
müssen, wenigstens am Anfang, uns geradezu ein Spezialstudium daraus 
machen, wie man eine Zeichnung am korrektesten herstellt, und uns neben- 
hei durch Kechnung immer eine Kontrolle verschaffen, wie weit wir uns 
auf die Genauigkeit unserer Zeichnungen verlassen können. Dabei wollen 
wir bedenken: es handelt sich für uns nicht um künstlerische Leistungen, 
die eine besondere Anlage voraussetzen, sondern um das Zeichnen mit 
Zirkel und Lineal, das sich nicht nur erlernen läfst, sondern auch erlernt 
werden mufs! Denn ein Lehrer für Geometrie, der nicht zeichnen kann, 
ist ein Unding. 

Andererseits mufs auch der Vortrag des Dozenten diesen Umstand 
gebührend berücksichtigen. Hier in Strafsburg ist das nicht schwer, da 
wir regelmäfsige Vorlesungen über synthetische Geometrie, verbunden mit 
Übungen im Seminar haben, die wohl kein Student der Mathematik zu 
versäumen pflegt. Man ist also nicht genötigt, die Geometrie der Lage 
in die darstellende Geometrie zu verarbeiten, wie dies in dem vor- 
trefflichen, für andere Verhältnisse berechneten Lehrbuche von Röhn und 
Papperitz geschieht; so gewinnen wir erheblich Zeit für Dinge, die für 
das praktische Zeichnen wichtiger sind. Jeder, der einmal am Reilsbrett 
gearbeitet hat, kennt das unbehagliche Gefühl, das einen überkommt, wenn 
in einer sonst schönen Zeichnung eckige Ellipsen oder Hyperbeln sich ein- 
stellen. Man verlangt graphische Mechanismen. Das beste Instrument zur 
Erzeugung vollkommener Kurven ist aber immer noch der Zirkel, man mufs 
ihn nur anzuwenden wissen. Und so lege ich denn ganz besonderes Gewicht 
auf Alles, was die Krümmung der Kurven betrifft, auf die Konstruktion 
von Tangenten und Krümmungskreisen. So ist die Krümmungstheorie von 
grofsem praktischen Wert, und wir geben uns nicht eher zufrieden, bis wir 
von einer darzustellenden Kurve wenigstens in den wichtigsten Punkten die 
Krümmungsradien konstruieren können. Das geht oft überraschend leicht. 
Dadurch wird es möglich, die darstellende Geometrie rein praktisch zu be- 
treiben, ohne oberflächlich zu werden. Im ersten Kursus aber, wo die 
Krümmungstheorie nur für die Kegelschnitte in Betracht kommt, kann man 
selbst bei elementarer Darstellung doch den wissenschaftlichen Charakter 
sehr gut wahren, indem man etwa Rücksicht nimmt auf die Bedürfnisse 
des Schulunterrichtes. Die Herren, welche bei mir die Vorträge über 
Perspektive gehört haben, werden sich erinnern, mit wie wenig Hilfsmitteln 
man bis zu den schwierigsten Gebieten der Perspektive vordringen kann. 
Auch hier haben wir unsere besondere Aufmerksamkeit auf das gerichtet, 
was für die Herstellung eines gröfseren Bildes von praktischem Wert ist, 
auf die Methoden z. B., die man anwenden mufs, wenn nur der Rand des 
Zeichenblattes zu Hilfskonstruktionen verfügbar ist. 

Wenn wir diese allgemeinen Grundsätze beim Studium der ange- 
wandten Mathematik nicht aufser Acht lassen, kann es m. E. nur ange- 
nehm und fruchtbar für uns sein. Dafs wir es nicht oberflächlich treiben 
und uns mit der Erwerbung äufserlicher Fertigkeiten begnügen, das ver- 
hindert schon ein sehr zweckmäfsiger Paragraph der Prüfungsordnung, 
welcher vorschreibt, dafs man die Lehrbefähigung in der angewandten 
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Mathematik nur zugleich mit der vollen facultas in der reinen erwerben 
kann. Wie wird man nun das Studium in diesem neuen Lehrfache am 
vernünftigsten einrichten? Das Allgemeine ist schon im Vorhergehenden 
gesagt, lassen Sie mich nur kurz noch einige Einzelheiten nachtragen. Die 
darstellende Geometrie und Perspektive wird man am besten in den ersten 
Semestern hören, vor oder unmittelbar nach den Vorlesungen über synthe- 
tische Geometrie. Die technische Mechanik setzt die Anfangsgründe der 
Differentialrechnung und Integralrechnung voraus. Ausgleichungsrechnung 
und Geodäsie wird man wohl am besten zugleich neben den physikalischen 
Vorlesungen hören. Dafs in den graphischen Vorlesungen die Übungen 
Hauptsache sind, brauche ich wohl kaum zu wiederholen; aber auch in der 
Geodäsie sollte man sich nicht damit begnügen, den Gebrauch des Theodo- 
liths im physikalischen Praktikum erlernt zu haben. Es werden hier in 
Strafsburg sehr ausführliche praktische Übungen veranstaltet, in denen man 
alle wichtigen Vorkommnisse der Geodäsie kennen lernt. Und noch etwas 
erfahren Sie bei derartigen Übungen: Wenn es an das Ausrechnen der 
Resultate geht, das oft viele Kechenarbeit kostet, dann wird man erst recht 
gewahr, dafs Mathematiker sein und rechnen können zweierlei ist. Ich 
habe das als Student auch einmal durchgekostet, als ich mich überreden 
liefs, ein paar Tage aushilfsweise für die Sternwarte zu rechnen. Da stellt 
sich ganz von selbst der Wunsch ein, die Kunst des praktischen Rechnens 
doch noch etwas besser kennen zu lernen: auch hierfür ist hier auf das 
beste gesorgt durch eine Vorlesung, welche Herr Professor Wislicenus von 
Zeit zu Zeit hält. Das numerische Rechnen, so nüchtern es scheint, hat 
einen ganz merkwürdigen Reiz, wenn man etwas tiefer in die Sache ein- 
gedrungen ist, und es fällt Manches dabei ab, womit man beim Schul- 
unterrichte dem Quartaner Freude machen kann. Ich erinnere mich noch 
lebhaft der Aufregung, in die ich als Probekandidat eine Quarta versetzte, 
als ich ihr zeigte, wie man in drei Sekunden zu einem Datum des laufen- 
den Jahres den Wochentag angeben kann. Hilfsmittel? Division durch 7! 
Überhaupt kann man Kindern aufserordentlich leicht Freude am Rechnen 
beibringen, wenn es nur nicht rein abstrakt betrieben wird, sondern auch 
sonst noch etwas dabei herausspringt; ich glaube darin einen Hinweis er- 
blicken zu dürfen, dafs man auch im mathematischen Unterricht auf An- 
wendungen mehr Gewicht legen sollte. Doch dürfen sie den Blick nicht 
von der Hauptsache ablenken. Man soll den Unterricht so beleben, wie es 
ohne Schaden für die Sache möglich ist. Man soll dem Schüler die Mathe- 
matik so leicht machen, als man kann, ohne die logische Strenge, den 
wissenschaftlichen Charakter aufzuopfern. Aber auch nicht leichter! Denn 
gerade in der ernsthaften Arbeit, welche das Erlernen der Mathematik nun 
einmal verlangt, in der festen Konzentration des Willens auf die Über- 
windung der Schwierigkeiten, die das rein abstrakte Denken dem jugend- 
lichen Geiste bereitet, liegt m. E. der grofse erzieherische Wert des mathe- 
matischen Unterrichts. Und durch die glückliche Verbindung der reinen 
Mathematik mit der angewandten, sowie mit den naturwissenschaftlichen 
Lehrfächern wird dieser Unterricht in hohem Mafse befähigt, willensstarke, 
arbeitstüchtige Menschen zu erziehen, die mit offenen Augen, klarem Ver- 
stand und warmem Herzen durch das Leben schreiten. 

Auf diese pädagogischen Betrachtungen bin ich deshalb gern eingegangen, 

Jahreabericht d. Deutschen Mathem. -Vereinigung. XI. Heft 4. 14 
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weil wohl die Mehrzahl von Ihnen, meine Herren, den schönen, aber schweren 
Beruf des Lehrers ergreifen wird. Uns beim Studium der angewandten 
Mathematik noch weitere Ziele zu stecken, so wie es etwa in Göttingen 
geschieht, verbietet vorläufig die Ungunst der Verhältnisse. 



Mitteilungen und Nachrichten. 

Geeignete Mitteilungen wird der Herausgeber stets mit gröfstem Danke entgegen- 
nehmen. 

1. Akademien. GeseUschaften. Vereinigungen. Versammlungen. 

Berliner Mathematische Gesellschaft. V. Sitzung am 26. Februar 
1902. Tagesordnung: Hermes: Die Darstellung der Vielflache (Abschlufs.) 
— Adler: Zur Theorie der Zeicheninstrumente. — Wallenberg: Zur 
Theorie der Differentialgleichungen erster Ordnung. — VI. Sitzung am 
19. März 1902. Tagesordnung: Hauck: Über uneigentliche Projektionen. — 
Hensel: Analytische Funktionen und algebraische Zahlen. — Reissner: 
Mechanische Analogieen zur Elastizität. 

Mathematische Gesellschaft zu Göttingen. XI. Sitzung am 
28. Januar. M. Abraham: Die Dynamik des Elektrons und ihre Be- 
deutung für die gewöhnliche Mechanik träger Massen. Der Vortragende 
knüpft an die Arbeiten von W. Wien, Poincare sowie an seine eigene 
Publikation: Dynamik des Elektrons (Göttinger Nachrichten) an, die zu den 
experimentellen Untersuchungen von W. Kaufmann über Bequerel-Strahlen 
in enger Beziehung steht. Die Materie wird als aus Elektronen bestehend 
aufgefafst, deren Bewegung durch die Maxwell-Lorentzschen Gesetze 
der Elektrodynamik bestimmt ist. Der Begriff „Masse" bedarf dabei 
einer Erweiterung, er wird abhängig von der Richtung der Beschleunigung 
(longitudinalo und transversale Masse) und von dem Verhältnis, in dem die 
Geschwindigkeit des Elektrons zur Lichtgeschwindigkeit steht. In den Be- 
wegungen makroskopischer Massen gehen die feineren Erscheinungen der 
Elektronenmechanik verloren, während die Ablenkbarkeit der Kathodenstrahlen 
und Bequerelstrahlen durch die für die transversale Masse erhaltene Formel 
befriedigend dargestellt wird. 

XII. Sitzung am 4. Februar. — Bei der Litteraturbesprechung 
berichtet Hansen über eine Arbeit von G. Lindelöf aus dem Gebiete der 
ganzen transzendenten Funktionen. Darauf setzt Hans Müller seinen Vor- 
trag vom 21. Januar fort und erläutert seine Methoden auf mehr geo- 
metrische Weise. 

XIII. Sitzung am 11. Februar. — F. Bernstein berichtet über die 
Theorie der Vokalbildung unter Demonstration von Modellen und spricht 
besonders über die neueren Forschungen von Pipping und L. Hermann. 
Dann berichtet G. Bohlmann über den prinzipiellen Streit, der sich über 
die Anwendung der Ausgleichungsrechnung auf die harmonische Analyse 
von Kurven zwischen L. Hermann einerseits und Pipping und Lindelöf 
andererseits erhoben hat. Der Referent erkonnt die Ausführungen der letzt- 
genannten Autoren als vom mathematischen Standpunkte aus einwandsfrei 
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an. Ferner zeigt noch F. Bernstein Modelle, die das Zustandekommen 
der Augenbewegungen zeigen, wie sie entsprechend dem Listing sehen Ge- 
setze vor sich gehen, 

XIV. Sitzung am 18. Februar. — D. Hilbert trägt über Grund- 
lagen der Geometrie vor. Indem er (mit Eiemann, Helmholtz und Lie) den 
Baum als Punktmannigfaltigkeit auffafst, baut er die Geometrie wesentlich 
nur auf die Begriffe der stetigen Bewegung und der Gruppe auf. Eine 
ausfuhrliche Publikation wird vorbereitet. 

XV. Sitzung am 25. Februar. — F. Klein und G. Hamel: Uber 
die praktische Integration von Differentialgleichungen. F. Klein spricht 
über die praktische Integration von Differentialgleichungen, die nicht auf 
Quadraturen zurückgeführt werden können. Im Anschlufs daran trägt 
G. Hamel über die Integration der, bei der Bewegung eines schweren 
Punktes im Mo ebius sehen Nullsystem auftretenden, Differentialgleichungen 
vor, sowie über das asymptotische Verhalten der Integralkurven im Unend- 
lichen und die Annäherung an die Achse des Nullsystems. — F. Schilling 
demonstriert neuere Modelle zur Kreiseltheorie. 

XVI. Sitzung am 4. März. — F. Klein: Über Kreiselexperimente. 
Aus der Vorlesung, die der Vortragende im Wintersemester über Mechanik 
gehalten hat, ist eine Reihe von Kreiselexperimenten hervorgegangen, die 
vor allem geeignet sind, mit einfachen Mitteln einem gröfseren Hörerkreis 
die wesentlichen Erscheinungen der Kreiselbewegung zu demonstrieren. 

Unter Erläuterung der Theorie zeigt der Vortragende zunächst die 
reguläre Präzession des kräftefreien Kreisels mit festem Punkt, sowie die 
seitliche Ausweichung desselben gegen einen auf die Kreiselachse ausge- 
übten Zug. Bei diesem Experiment, wie bei dem folgenden, das die 
pseudoreguläre Präzession des schweren Kreisels zum Gegenstand hatte, 
wurde die Bewegung dadurch sichtbar gemacht, dafs der Lichtkegel der 
Projektionslampe auf ein am Kreiselmodell befestigtes Spiegelchen geworfen 
wurde, und das reflektierte Bild an der Zimmerdecke gesehen werden konnte. 
Die Nutationsbewegung erzeugte einen hellen Lichtkreis, der langsam auf 
der Decke herumwanderte. Deutlich war das allmählige Erlöschen der 
Kreiselbewegung in der Reihenfolge (entsprechend der Theorie), dafs zuerst 
die Nutation, dann die Präzession, schliefslich die Rotation erstarb. 

Dann wurde am Culbuteur (Bohnenberg ersches Maschinchen) und 
am Kelvin sehen Gyrostaten gezeigt, wie, entsprechend dem Theorem von 
Kelvin (Natural Philosophy, VI. Edition) nur eine ungerade Anzahl von 
Freiheitsgraden stabiliert werden kann. Die Drehachse des Culbuteurs ver- 
liert ihre Stabilität, wenn durch Festhalten des äufseren Ringes ein Grad 
der Freiheit vernichtet wird. Bewegt man den äufseren Ring in geeignetem 
Rhythmus, so kann man dieselbe sogar in eine beliebig schnelle Rotation 
versetzen. Der Gyrostat steht frei auf einer Glasplatte, und fällt um, 
sobald er mittels zweier Lineale auf eine eindimensionale Bahn beschränkt 
wird. Schliefslich wurden die Bahnkurven, die ein freier Kreisel auf einer 
berufsten Glasplatte beschreibt, durch den Projektionsapparat sichtbar gemacht. 

Mathematische Gesellschaft zu Königsberg i. Fr. Im Winter- 
semester 1901/2 sind folgende Vorträge gehalten worden: 1. Fr. Meyer, 
Über ein neues Restabschätzungsverfahren bei unendlichen Produkten. — 

14* 
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2. F. Cohn; Über ein Grundprinzip der Ausgleichungsrechnung. — 3. L. Saal- 
schütz: Über gewisse Entwickelungskoeffizienten, die durch Bernoullische 
Zahlen ausdrückbar sind. — 4. F. Meyer: Über die Grundzügo einer neuen 
Tetraedergeometrie. — 5. K. Th. Vahlen: Über gleiche Polyeder. — 

6. 7. 8. E. Müller: Über die geschichtliche Entwickelung der verschie- 
denen Koordinatensysteme. — 9. F. Meyer: Referat über neuere Inva- 
riantenlitteratur. — 10. A. Schoen flies: Über einen grundlegenden Satz 
aus der Analysis situs. 

Mathematisch -naturwissenschaftlicher Verein in Württemberg. 

Auf der Herbstversammlung am 10. November 1901 in Stuttgart wurden 
folgende Vorträge gehalten: C. Reuschle: Periodisch -unendliche natürliche 
Brüche und Summierung von unendlichen Reihen durch bestimmte Inte- 
grale. — E. Wölf fing: Über spezielle Dreiecke. — R. Mehmke: Uber 
die Konstruktion der Beschleunigung, wenn die Geschwindigkeiten aller 
Systempunkte gegeben sind. — A. Haas: Über gewisse Ortprobleme, welche 
mit den Tangentialkegeln eines Ellipsoides zusammenhängen. 

Verein zur Förderung des Unterrichts in der Mathematik und 
den Naturwissensehaften. Die elfte Hauptversammlung wird in der 
Pfingstwoche d. J. in Düsseldorf abgehalten werden. Anmeldungen von 
Vorträgen für die allgemeinen Sitzungen wie für die Sitzungen der Fach- 
abteilungen sind an Herrn Oberrealschul-Direktor Prof. Vieh off in Düssel- 
dorf oder an Herrn Prof. Pietzker in Nordhausen zu richten. 

Astronomische Gesellschaft. Die alle zwei Jahre tagende Haupt- 
versammlung der astronomischen Gesellschaft wird dieses Jahr vom 5. bis 
8. August in Göttingen stattfinden. 

Astronomieal and Astrophysical Society of Amerika. Auf der 

Versammlung, welche in der „Convocation Week" zu Washington statt- 
fand, wurden 40 wissenschaftliche Mitteilungen gemacht, deren Verzeichnis 
sich in der Wochenschrift „Science'' angegeben findet; auch finden sich 
a. a. 0. kurze Berichte über die Vorträge. Die nächste Versammlung soll 
in der entsprechenden Woche 1902 — 03 zu Washington abgehalten werden. 

Physiko- Mathematische Gesellschaft zu Kiew. Die Gesellschaft 
bestand im Jahre 1901 aus 45 Mitgliedern; sie hielt 19 Sitzungen ab, 
auf denen folgende 37 Mitteilungen gemacht wurden: B. Bukreieff; 
1. Über die Tangenten in isolierten Punkten, 2. Nekrolog von Hermite, 

3. Die Diric^letsche Aufgabe für eine algebraische Randkurve. J. Bie lan- 
kine; 4. Zum Theorem von Guldin. P. Woronetz; 5. Über die Gleich- 
ungen der Dynamik, G. Das Rollen ohne Gleiten eines starren Körpers, 

7. Das Rollen ohne Gleiten eines starren schweren Körpers auf einer 
horizontalen Ebene. W. Ermakoff; 8. — 13. Auflösung der Gleichungen 
durch Radikale, 14. Bericht über die Ostrogradsky-Feier in Poltava, 

15. Neue Untersuchungen in der Theorie der Differentialgleichungen, 

16. Integration der Laplaceschen Differentialgleichung. N. Joukovsky; 

17. Die Reibung der kinematisch verbundenen Räder, 18. Das Aufheben 
des Wassers durch die Reibung. J. Joucque; 19. Gegenseitige Wirkungen 
der Leiter im Felde eines wechselnden Stromes, 20. Elektrische Spannungen, 
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21. Die Wirkung des elektrischen Feldes auf Dielektrika. G. Pfeiffer; 

22. u. 23. Auflösung der binomischen Gleichungen von zusammengesetztem 
Grade, 24. Abtrennung der Radikale in den Lösungen der Abelschen 
Gleichungen. A. Pscheborsky; 25. Zum Gedächtnis von P. Pokrowsky. 
W. Roche; 26. Demonstration einer Spektrallampe von H. Bekmann. 
G. Souslow; 27. Über eine Schrift von H. Selezneff, 28. Prinzipien der 
Leibnizschen Dynamik, 29. Minimum der Lagrangeschen Wirkung, 30. Über 
eine Modifikation des D'Alembertschen Prinzips, 31. Beispiele der uninte- 
grirbaren Zusammenhänge. S. Tschirieff; 32. Elektromotorische Eigen- 
schaften der Nerven und der Muskeln, 33. Über elektrische Apparate der 
Fische. N. Schiller; 34. Nekrolog von P. Pokrowsky, 35. Über das 
Dopplersche Gesetz, 36. Eine Bemerkung über die Zentripetalkraft, 37. Die 
mechanische Analogie thermodynamischer Eigenschaften der Gase. 

Im Jahre 1901 starben 2 Mitglieder: Prof. P. Pokrowsky und 
das Ehrenmitglied Prof. K. Theophilaktoff. 

Zum Vorstande für 1902 wurden gewählt: Präs.: Prof. N. Schiller, 
Vizepräs.: Prof. W. Ermakoff und Prof. G. Souslow; Schriftführer: Priv, 
doc. Woronetz; Geschäftsführer: Priv. doc. J. Kossonogoff. 

40ieme Congres des Sociötes savantes. Der 40. Kongrefs der ge- 
lehrten Gesellschaften wird Dienstag den 1. April 1902 um 2 Uhr in der 
Sorbonne eröffnet werden. Die Arbeitsprogramme sind im Juli 1901 in 
der Imprimerie nationale zu Paris veröffentlicht worden. Die Tage vom 
1. — 4. April werden den Arbeiten des Kongresses gewidmet sein. Sonn- 
abend den 5. April findet unter dem Vorsitz des Unterrichtsministers die 
allgemeine Schlufssitzung statt. 



2. Preisaufgaben und gekrönte Preisschriften. 

(vacat.) 



3. Hochschulnaclirichten. 

Zur Frage der Etats der mathematischen Seminare und 
Institute an deutschen Universitäten und Hochschulen erfolgt die 
weitere Berichtigung der auf S. 80 — 81 veröffentlichten Zusammenstellung: 
Innsbruck; Leitung: 1800 Kr., Stipendien für Studierende: 360 Kr., 
Bibliothek: 400 Kr. 



4. Personalnachrichten. 

Ernennungen und Auszeichnungen. 

Professor Dr. K. L. Barth eis in Bonn zum Ehrenmitglied der Akademie 

der Wissenschaften zu Chieti. 
Privatdozent Dr. F. Hausdorff an der Universität Leipzig zum a. o. 

Professor daselbst 

Der a. o. Professor Dr. R. Haufsner zum o. Professor der Mathematik und 
Vorstand der Bibliothek an der Technischen Hochschule zu Karlsruhe. 
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Der a. o. Professor der darstellenden Geometrie an der Technischen Hoch- 
schule in Graz Dr. R. Schüfsler zum ordentlichen Professor dieses 
Faches daselbst. 

Wilhelm Winkler, Astronom und Privatgelehrter in Jena, wurde von 
der philosophischen Fakultät der Universität Jena zum Dr. phil. honoris 
causa ernannt. 

Professor Dr. G. Mittag-Leffler in Stockholm wurde zum auswärtigen 
Mitgliede der Societa Reale di Napoli und zum Associe de PAcademie 
royale des sciences de Belgique ernannt. 

Jubiläum. Geheimer Regierungsrat Prof. Dr. R. Dedekind in Braun- 
schweig feierte am 18. März sein goldenes Doktorjubiläum. Die Deutsche 
Mathematiker -Vereinigung übersandte dem Jubilar eine kunstvoll aus- 
geführte Adresse, deren Wortlaut unten wiedergegeben ist. 

Adresse der Deutschen Mathematiker-Vereinigung zum goldenen 
Doktorjubiläum des Herrn Geheimen Hofrat Prof. Dr. E. Dedekind. 
18. März 1902. 

Hochzuverehrender Herr Jubilar! 

Am 18. März dieses Jahres begehen Sie die fünfzigste Wiederkehr des 
festlichen Tages, da die Göttinger Georgia Augusta Ihnen durch Verleihung 
des Doktorgrades die wissenschaftliche Weihe erteilte. 

Diesen Gedenktag wie ein Familienfest zu feiern, Ihnen bei dieser 
willkommenen Veranlassung auszusprechen, was ihre Mitglieder einmütig 
für Sie empfinden, ist der Deutschen Mathematiker- Vereinigung ein Herzens- 
bedürfnis. 

Ihre wissenschaftlichen Leistungen bilden Marksteine in der Entwicke- 
lung der neueren Mathematik; wir bewundern an ihnen ebensosehr die 
kunstvolle Schlichtheit der Darstellung, wie den logisch exakten Aufbau, die 
eindringende Schärfe der Gedanken nicht minder, als die Kühnheit der Ideen. 

Mit der wuchtigen Methode eines Euklid, deren Druck die härtesten 
Probleme nachgeben, durchdrungen zugleich von den mächtigen Begriffs- 
bildungen eines Gaufs, Galois und Dirichlet, haben Sie die fundamentalen 
Gesetze der Zahlenlehre durch Schöpfung der Modul- und Idealtheorie auf 
die ungleich höhere Stufe der Körpertheorie erhoben; Sie haben die wahre 
Stellung der höheren komplexen Zahlen aufgedeckt, und auf der anderen 
Seite den Begriff der ganzen Zahl bis in seine feinsten Fasern zergliedert; 
Sie haben durch Festlegung eines einwandfreien Stetigkeitsbegriffes der 
Geometrie, Funktionen- und Mannigfaltigkeitslehre eine unverrückbare Grund- 
lage gegeben; durch konsequente Einführung des Begriffes der rationalen 
Invariante haben Sie der modernen Theorie der Modulfunktionen die Wege 
geebnet; Ihro Untersuchungen über die Permutationen endlicher Körper, von 
deren Tragweite noch Ihre jüngste Arbeit ein beredtes Zeugnis ablegt, 
haben die Galois sehe Gruppentheorie vertieft und ausgedehnt. 

Doch es kann hier nicht der Ort sein, Ihr wissenschaftliches Wirken im 
Einzelnen zu würdigen; Sie haben sich damit selbst ein Monument errichtet, 

Quod non imber edax, non Aquilo inpotens 
Possit diniere aut innumerabilis 
Annorum series et fuga temporum. 
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Und dieses Aufgehen in der Wissenschaft hebt sich ab von dem 
Grande eines geschlossenen Charakters, der, unberührt von Gunst und Un- 
gunst, unbeeinflufst von den flüchtigen Störungen des Tages, in gleichmäfsiger 
Stetigkeit seine Bahn durchmifst, eines Gemütes, das, für alles Schöne und 
Edle des menschlichen Herzens tief empfänglieh, Auserwählte mit dem köst- 
lichen Geschenke treuer Freundschaft beglückt. 

Unsere Glückwünsche aber an Sie, hochverehrter Herr Jubilar, den 
wir mit Stolz den Unsrigen nennen, wollen wir zusammenfassen in die 
Mahnung an die Vertreter der jetzigen und künftigen mathematischen 
Jugend: 

Eifert solchen Idealen nachf 

Anfang März 1902. 

Der Vorstand der Deutschen Mathematiker -Vereinigung. 

W. Fr. Meyer, Vorsitzender. 

Dr. W. v. Dyck. A. Gutzmer. R. Mehmke. 
H. Minkowski. H. Weber. 



5. Vermischtes. 

Der Einflufs der deutschen mathematischen Wissenschaft auf das 
Universitätsstudium in Amerika. Aus Berichten über die Einwirkung der 
deutschen Wissenschaft auf das Universitätsstudium der Vereinigten Staaten, die 
den Vertretungen des Deutschen Reiches in Amerika von Seiten dortiger reichs- 
deutscher Gelehrten erstattet worden sind, verdienen folgende, die Mathe- 
matik betreffende Ausführungen, welche in der Wissensch. Beilage der 
Leipziger Zeitung vom 25. Januar d. J. veröffentlicht wurden, besonderes 
Interesse : 

Von denjenigen europäischen Kulturländern, deren Einflüsse die Mathe- 
matik in Amerika als Wissenschaft ihre Entwickelung, ja ihre Existenz 
verdankt, kommen — nach diesen Berichten — im wesentlichen nur zwei, 
England und Deutschland in Betracht. Die Gemeinsamkeit der Sprache 
erklärt zunächst den Einflufs Englands, dann aber war es vor allem 
Sylvester, der von 1876 — 1883 an der Johns Hopkins University in 
Baltimore Vorlesungen hielt, und sich dabei eine Reihe von Schülern heran- 
bildete, die gegenwärtig als Lehrer und Forscher der Mathematik in den 
Vereinigten Staaten thätig sind. Auch Cayley, der bedeutendste englische 
Mathematiker des 19. Jahrhunderts, hat in Baltimore während eines 
Semesters Vorträge gehalten. Unter der direkten Mitwirkung Sylvesters 
entstand im Jahre 1877 das American Journal of Mathematics, welches 
sich sogleich internationale Anerkennung verschaffte und neben den Trans- 
actions of the American Mathematical Society als die vornehmste mathe- 
matische Zeitschrift in Amerika gilt. Heutzutage gehört indessen der Ein- 
flufs englischer Mathematik auf amerikanische Hochschulen durchaus der 
Vergangenheit an. Wohl werden gelegentlich klassische Abhandlungen von 
Cayley und Sylvester, auch Bücher und Arbeiten von Forsyth u. a. 
studiert, doch findet ein Besuch englischer Universitäten seitens amerikanischer 
Studenten nicht mehr statt, sowie denn überhaupt die mathematische 
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Aktivität in England seit dem Tode Cayleys und Sylvesters im Rück- 
gange begriffen ist. 

Bei weitem nachhaltiger und eingreifender machte sich von Anfang an 
'deutscher Einflufs geltend, und zwar in einem solchen Grade, dafs die 
gegenwärtige amerikanische Mathematik eine unverkennbar deutsche Phy- 
siognomie aufweist. Schon in den 70 er Jahren begann es für den ameri- 
kanischen Studenten der Mathematik als Axiom zu gelten, dafs er, um eine 
tüchtige wissenschaftliche Ausbildung zu erhalten, einige Zeit in Deutschland 
studiert haben müsse. Ganz besonders war es Felix Klein, der zuerst in 
Göttingen eine derartige Anziehungskraft auf amerikanische Studenten aus- 
übte, dafs stellenweise die Majorität seiner Studenten aus Amerikanern be- 
stand. Dieser Umstand war in erster Linie der faszinierenden Persönlichkeit 
Klein s überhaupt zuzuschreiben, in zweiter Linie auch seiner ausgesprochenen 
Vorliebe für Amerika. Er hat diese Vorliebe mehrfach bethätigt: Zweimal 
ist er selbst in Amerika gewesen; das erste Mal 1893 während der Welt- 
ausstellung, wo er an den Sitzungen der mathematischen Abteilung des 
World's Congress in Chicago thätigen Anteil nahm, woran sich dann ein 
Cyclus von Vorlesungen anschlofs, den er während einer Woche in Evanston 
hielt; das zweite Mal im Oktober 1896, wo er auf Einladung der Princeton 
University eine Reihe von Vorlesungen in Princeton hielt. Klein stand 
aufserdem mehrfach mit hervorragenden amerikanischen Universitäten be- 
treffs Übernahme einer ausgedehnteren Lehrthätigkeit in Verhandlungen, die 
sich jedoch jedesmal zerschlugen. Von anderen Mathematikern an deutschen 
Universitäten, deren Vorlesungen amerikanische Studenten mit Vorliebe auf- 
suchten, sind zu nennen die Berliner Universitätslehrer: Weierstrafs und 
Kronecker in den 70er nnd 80er Jahren, dann später Fuchs, Schwarz u. a., 
ferner Gordan in Erlangen, dann vor allen auch Sophus Lie in Leipzig, 
und die jüngeren Mathematiker der Gegenwart: Hilbert in Göttingen, 
Hurwitz in Zürich u. a. 

So ist es denn nicht zu verwundern, dafs gegenwärtig gerade diejenigen 
akademischen Lehrer der Mathematik, welche in den Vereinigten Staaten 
die führenden Stellungen einnehmen, sowohl betreffs Organisation, als 
namentlich auch betreffs wissenschaftlicher Produktivität und Lehrfähigkeit, 
fast ausnahmslos solche sind, die direkt oder indirekt ihre mathematische 
Erziehung Deutschland verdanken. Nachstehend wird versucht, eine Liste der 
angesehensten amerikanischen Universitäten zusammenzustellen, unter Angabe 
derjenigen Mathematiker, die in Deutschland promoviert oder studiert haben, 
sowie derjenigen, die ihre Ausbildung unmittelbar den erstgenannten verdanken. 

Univertity of California (Berkeley, Cal.) : Prof. Stringham (studierte in 
Leipzig), Prof. Haskeil (promovierte in Göttingen), Dr. Wilczynski (promo- 
vierte in Berlin). — University of Chicago (Chicago): Prof. Moore (stud. in Berlin, 
Ehrendoktor in Göttingen), Prof. Bolza (Deutscher, prom. in Göttingen), Prof. 
Maschke (Deutscher, prom. in Göttingen), Prof. Young (prom. in Clark-Univ. 
unter Bolza), Prof. Slaught (prom. in Chicago unter Moore), Prof. 
Dickson (stud. in Leipzig, prom. in Chicago unter Moore), Dr. Boyd 
(stud. in Göttingen), Dr. Hancock (bis 1899 in Chicago, prom. in 
Berlin). — Clark-University (Worcester, Mass.): Prof. Story (prom. in 
Leipzig). — Columbia-University (New York): Prof. Colo (stud. in Göttingen), 
Prof. Pupin (prom. in Berlin), Dr. Chittenden (prom. in Königsberg). 
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— Cornell-University (Ithaka, N.-Y.): Dr. Hutchinson (prom. in Chicago 
unter Bolza), Dr. Snyder (prom. in Göttingen), Dr. Miller (Schüler 
von Cole). — Harvard University (Cambridge, Mass.): Prof. Pierce 
(prom. in Leipzig), Prof. Osgood (prom. in Erlangen), Prof. Bö eher (prom. 
in Göttingen), Dr. Bouton (prom. in Leipzig). — University of Indiana 
(Bloomington, Ind.): Prof. Miller (prom. in Chicago unter Maschke) Prof. 
Rothrock (prom. in Leipzig). — Northwestern -University (Evanston): 
Prof. White (prom. in Göttingen), Prof. Holgate (prom. in Clark-Univer- 
sity unter Story). — Princeton- University (Princeton, N.-Y.): Prof. Fine 
(prom, in Leipzig), Prof. Thompson (prom. in Göttingen), Prof. Lovett 
(prom. in Leipzig), Dr. Gillespie (prom. in Chicago unter Bolza). — 
University of Wisconsin (Madison, Wisc): Prof. S kinner (prom. in Chicago 
unter Maschke). — Yale-University (New-Haven, Conn.): Prof. Pierpont 
(prom. in Wien). 

Übrigens ist hiermit die Liste der amerikanischen Mathematiker, welche 
in Deutschland studiert und promoviert haben, keineswegs erschöpft. Eine 
grofse Anzahl solcher Lehrer sind an anderen Universitäten und Colleges 
der Vereinigten Staaten in erfolgreicher Weise thätig. Gegenwärtig geht 
der Zuflufs amerikanischer Studenten an deutsche Universitäten etwas zurück. 
Die wissenschaftliche Ausbildung an den amerikanischen Universitäten ist 
bereits soweit erstarkt, dafs eine abegrundete wissenschaftliche Ausbildung 
in der Mathematik möglich ist, ohne dafs ein Besuch deutscher Universitäten 
erforderlich wäre. Aber die Lehrer, die jene Ausbildung gaben, stehen mehr 
oder weniger unter dem Einflufs deutscher Wissenschaft. Die Bedingungen, J 
die zur Erlangung des Doktortitels mit Mathematik als Hauptfach an den j 
besseren amerikanischen Universitäten gestellt werden, sind mindestens i 
ebenso hohe, wenn nicht höhere, als an den deutschen Universitäten. Der ^ 
letzte Zusatz bezieht sich auf den im Interesse der amerikanischen Universi- 
täten beklagenswerten Umstand, dafs vielfach in Deutschland die Praxis 
gehandhabt wird, bei der Promotion von Ausländern mehr oder weniger ein 
Auge zuzudrücken. 

Es könnte auffallend erscheinen, dafs von einem Einflüsse Frankreichs, 
wo doch die Entwickelung der Mathematik in hoher Blüte steht, auf 
amerikanische Mathematik so wenig die Rede ist. Aber an den französischen 
Lehrinstituten war bisher die Ausbildung so ganz und gar auf Franzosen 
zugeschnitten, dafs Ausländern der Zutritt formell stark erschwert, wenn 
nicht unmöglich gemacht wurde. Darin ist in den letzten zwei bis drei 
Jahren Wandel geschaffen worden. Die französische Regierung hat sieh 
bestrebt, auch Ausländern ihre Lehrinstitute leichter und in vorteilhafterer 
Weise zugänglich zu machen. Der Erfolg ist, dafs in den letzten Jahren 
die mathematischen Hörsäle in Paris schon gelegentlich von Amerikanern 
frequentiert wurden. Es ist zu erwarten, dafs diese Tendenz im Laufe der 
Zeit zunehmen wird. Nimmt man die stetig wachsende selbständige Ent- 
wickelung der amerikanischen Mathematik hinzu, so ist für die Zukunft mit 
Sicherheit anzunehmen, dafs allmählich der direkte Einflufs Deutschlands, 
wie er bisher in so hervorragender, ja ausschliefslicher Weise sich geltend 
machte, zwar nicht aufhören, aber doch zurücktreten wird. 
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Sprechsaal und Anfragen. 

Zur Anfrage 1 (Bd. XI, Heft 1/2, S. 87). Infolge der auf S. 87 
veröffentlichten Anfrage hat mir Herr Felix Müller in sehr dankenswerter 
Weise eine Nachschrift der Weier straf sschen Vorlesung üher Abel sehe 
Funktionen vom S. S. 1866 zur Verfügung gestellt. Indem ich meine Bitte 
um Überlassung von Nachschriften bezw. Ausarbeitungen Weierstrafsscher 
Vorlesungen, die vor dem Jahre 1870 gehalten wurden, wiederhole, möchte 
ich bemerken, dafs ev. auch lückenhafte Notizen mir von Wert sein können. 

Kiel. P. Stäckel. 

Litterarisches. 

1. Notizen. 

Leopold Kroneckers gesammelte Werke und akademische Vor- 
lesungen. Von der Sammlung der Werke Kroneckers, welche auf Ver- 
anlassung der Kgl. Preufsischen Akademie der Wissenschaften von dem 
Unterzeichneten herausgegeben werden, sind bis jetzt die beiden ersten und 
die erste Hälfte des dritten Bandes erschienen; sie enthalten 60 von Kronecker 
selbst veröffentlichte Abhandlungen aus dem Gebiete der „allgemeinen Arith- 
metik". Ihnen wird sich zunächst die zweite Hälfte des dritten Bandes 
anschliefsen, welche die letzten Abhandlungen aus diesem Gebiete umfassen 
soll. Der folgende vierte Band enthält einmal alle die algebraischen Unter- 
suchungen, welche sich auf die Auflösung der Gleichungen und die hieran 
sich schliefsenden Fragen beziehen, insbesondere auf die Einteilung der 
Gleichungen in Klassen nach ihrem „Affekte", und zweitens alle Arbeiten 
über die Anwendung der Analysis auf Probleme der Zahlentheorie. Hier 
sind es die beiden Begriffe der Gleichungswurzeln und der Grenze, durch 
deren Hinzutreten diese Untersuchungsgebiete scharf von denen der allgemeinen 
Arithmetik geschieden werden. Den Inhalt der letzten Abteilung bilden 
die rein analytischen Arbeiten Kroneckers, ferner die Untersuchungen über 
Potentialtheorie und über Gegenstände der mathematischen Physik, sowie 
einige kleinere Abhandlungen vermischten Inhalts. Von den Kroneckerschen 
Vorlesungen sind bis jetzt diejenigen über einfache und mehrfache Integrale 
und der erste Band der Vorlesungen über allgemeine Arithmetik erschienen, 
welcher die erste Hälfte der Zahlentheorie enthält. Die drei Vorlesungen 
über Zahlentheorie, Determinantentheorie und Algebra, welche Kronecker 
unter dem Titel „Vorlesungen über allgemeine Arithmetik" zusammenfaßte, 
bildeten den Hauptbestandteil der akademischen Vorträge Kroneckers an der 
Berliner Universität, wie sich ja auch seine wissenschaftliche Lebensarbeit 
zum grofsen Teile in diesen drei Gebieten bewegte. Im Herbste dieses Jahres 
wird die erste Hälfte der Determinantentheorie, im darauf folgenden Frühjahr 
voraussichtlich die ganze zweite Hälfte der Zahlentheorie erscheinen.. An 
sie soll sich dann die Herausgabe der Algebra anschliefsen. 

Berlin. Kurt Hessel. 

Weierstrafs' Werke. Nach einer in der Gesamtsitzung der Berliner 
Akademie der Wissenschaften vom 16. Januar gemachten Mitteilung ist der 
Band IV (Abelsche Funktionen) bis auf das Inhaltsverzeichnis zu Ende ge- 
druckt und wird binnen kurzem ausgegeben werden. 
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Von Ernst Pascals Repertorium der höheren Mathematik, unter 
wissenschaftlicher Mitarbeit des Verfassers sowie der Herren Fr. Engel und 
A. Löwy deutsch herausgegeben von A. Schepp, ist soeben der zweite 
(Schlufs-) Band erschienen, der die Geometrie behandelt, während der erste 
Band, die Analysis enthaltend, schon seit 1900 vorliegt Der Zweck des 
Buches ist, wie der Verfasser im Vorwort sagt, auf einem möglichst 
kleinen Baum die wichtigsten Theorien der neueren Mathematik zu ver- 
einigen, von jeder Theorie nur so viel zu bringen, dafs der Leser imstande 
ist, sich in ihr zu orientieren, und auf die Bücher zu verweisen, in welchen 
er Ausführliches finden kann. Für den Studierenden der Mathematik soll 
es ein „Vademecum" sein, in welchem er, kurz zusammen gefaf st, alle mathe- 
matischen Begriffe und Resultate findet, die er während seiner Studien sich 
angeeignet hat oder noch aneignen will. 

John Perrys höhere Analysis für Ingenieure ist soeben in 
deutscher Bearbeitung von Rob. Fricke in Braunschweig und Fr. Süchting 
in Minden erschienen. Dieses Buch ist bestimmt für die Studierenden an 
den technischen Hochschulen und zwar sowohl als Vorbereitung und Er- 
gänzung der mathematischen Vorlesungen als auch zum Studium während 
der höheren Semester, falls eine Wiederauffrischung der mathematischen 
Kenntnisse von nöten ist. Die Lektüre leistet zugleich dem praktischen 
Ingenieur gute Dienste, falls ihn seine mathematische Bildung im Stiche 
zu lassen droht. Die Bedeutung des Buches ist in dem Umstände be- 
gründet, dafs der Verfasser Ingenieur ist und dem entsprechend die mathe- 
matischen Begriffsbildungen fortgesetzt in die Sprache und Vorstellungs- 
weise des Ingenieurs einzukleiden befähigt ist, dafs er aber andrerseits 
die richtige Würdigung der Mathematik in ihrer Bedeutung für die tech- 
nischen Wissenschaften besitzt Die ersten beiden von den drei Kapiteln 
des Buches handeln nur von den allereiufaehsten Funktionen, das erste sogar 
nur von der Funktion x n . Um so reichlicher sind die Ausführungen an 
Beispielen, welche den verschiedensten Gebieten der Technik entnommen 
sind. Auch der Studierende, welcher sich eine über das Notwendigste 
hinausgehende mathematische Bildung aneignen will, findet im dritten 
Kapitel „Schwierigere Aufgaben und Lehrsätze" hierzu die ersten Anfange. 

Englische Werke unter der Presse: Arthur Gordon Webster, 
the Dynamics of Particles, of Rigid, Elastie and Fluid Bodies being Lectures 
on Mathematical Physics. 



2. Bücherschan. 

Albrecht, Th., Anleitung zum Gebrauche des Zenitteleskopes auf den internatio- 
nalen Breitenstationen 2. Ausgabe. V, 29 S. Mit 2 Tafeln. 8°. Berlin 1902. JK 3 

Arzelä, C, Lezioni di calcolo infinitesimale. Vol. I, parte I. 8°. 436 S. Firenze. 
1901. 9.— Lire. 

Bach, C, Elasticität und Festigkeit. Die für die Technik wichtigsten Sätze und 
deren erfahrungsmäfsige Grundlage Mit in den Text gedruckten Abbildungen 
und 18 Tafeln in Lichtdruck. 4. Aufl. [XXII, 650 S] gr. 8°. Berlin 1902. 
Geb. JC 18.— 

Bartheis, K. L., Lehrbuch der Stereometrie und Trigonometrie in ausführlicher 
Darstellung. Mit 65 Abbildungen im Texte. 8°. [IV, 120 S.] Wiesbaden. M. 2,80. 



Digitized by Google 



212 



Litterarisches. 



Baiischinger, 4., Genäherte Oppositions-Ephemeriden von 57 kleinen Planeten 
für 1902. Januar bis August. Unter Mitwirkung mehrerer Astronomen, ins- 
besondere von A. Berberich und P. Neugebauer. Berlin 1902. 1.20. 

Bohnert, F., Elementare Stereometrie. VII, 183 S. Mit 119 Figuren. 8°. Leipzig 
1902. t fc 2.40. 

Bonnel, J. F., La geometrie atomique rationnelle. 8°. 99 S. Paris 1902. Fr. 6.— 

Boiiton, C. L., Invariants of the linear differential equation and their rclation to 
the theory of continuous groups. 4°. 62 S. Diss. Leipzig 1901. 

Die Fortschritte der Physik im Jahre 1902. Halbmonatliches Literaturver- 
zeichnis, redigiert von Karl Scheel und Richard Assmann. 1. Jahrgang. 
24 Nrn. (Nr. 1. 40 S.) gr. 8". JL 4 — 

Föppl, A., Die Mechanik im 19. Jahrhundert. Vortrag. München 1902. M. —.80. 

Frank, W., Über die analytische Bestimmung der elastischen Verrückungen von 
Fachwerken und vollständigen Trägern mit Anwendung auf die Berechnung 
von statisch unbestimmten Systemen. 4°. 58 S. Diss. Stuttgart 1901. 

Geitel, H., Über die Anwendung der Lehre von den Gasionen auf die Erschei- 
nungen der atmosphärischen Elektricit&t. Braunschweig 1901. „/K 0.60. 

Gibbs, J. W., Elementary principles in Statistical mechanics, developed with 
especial reference to the rational foundation of thermodynamics. 8°. New- York 

1901. & 2.50. 

Greiner, R., über die Einführung der Bedingungen in das Hamiltonsche Prinzip. 

8°. 55 S. Diss. Freiburg 1901. 
Gundelflnger, S., Sechsstellige Gaufsische und siebenstellige gemeine Logarithmen. 

Zweite, dufch eine Ergänzungstabelle vermehrte Auflage. IV, 31 S. 4°. Leipzig 

1902. +H, 2.80. 

Hammer, E., Sechsstellige Tafel der Werte log j Für jeden Wert des 

Arguments log# von 3.0 — 10 bis 9.99000 — 10. [IV, 73 S.] Leipzig 1902. 
Kart. **£ 3.60. 

Hoppe, E., Ein Beitrag zur Zeitbestimmung Hcrons von Alexandrien. 4°. 9 S. 

Progr. Hamburg 1902. 
Korn, A., Abhandlungen zur Potentialtheorie. 5. Heft. Über einen Satz von 

Zaremba und die Methode des arithmetischen Mittels im Räume. [XVI, 66 S.] 

Berlin 1902. JL 2.— 
Krug, A., Die lineare Differentialgleichung dritter Ordnung. Bd. 1. (Progr.) 8°. 

115 S. Aussig 1901. 

Lauenstein, R., Die graphische Statik. Elementares Lehrbuch für den Schul- und 
Selbstunterricht sowie zum Gebrauch in der Praxis. 7. Aufl. [VIII, 252 S. mit 
285 Abbildungen.] gr. 8°. Stuttgart 1902. Geb. 6.— 

Mitteilungen der mathematischen Gesellschaft zu Hamburg. 4. Bd. 2. Heft. 
Leipzig 1901. J(. 1.20. 

Mitteilungen der Kgl. Universitäts- Sternwarte zu Breslau. Hcrausgeg. von Dir. 
J. H. G. Franz. 1. Band. Mit 6 Tafeln. [V, 116 S.] gr. 4°. Breslau 1901. 
JL 10.— 

Rapports, memoire» et Communications presentes au Congres international de 
Ch ronomdtrie, reuni ä Paris en 1900, rassembbis et publies par E. Caspari, 
secre'taire general du Congres. Paris 1902. 

Reiger, R*, Innere Reibung plastischer und fester Körper. 8°. 55 S. Diss. Er- 
langen 1901. 

Scheffers, G., Anwendung der Differential- und Integral-Rechnung auf Geometrie. 

2. Band: Einführung in die Theorie der Flächen X, 518 S. Mit Figuren. 8°. 

Leipzig 1902. JL 13.— 
Vogler, A., Johann Heinrich Lambert und die praktische Geometrie. Festrede. 

8°. Berlin 1901. JK 1.— 
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3. Zeitschriftenscliaa. 

(Von dem Inhalt der Zeitschriften werden nur die Aufsätze erwähnt, welche dem 
Gebiete der mathematischen Wissenschaften angehören.) 

Mathematische Annalen. 65. Band. 4. Heft. 

E. B. Christoffel, Querschnittstheorie. (Mit 27 Figuren im Text.) — 
F. v. Dalwigk, Bemerkungen zum Weierstrafsschen Doppelreihensatz und zur 
Theorie der gleichmäßig konvergenten Reihen. — L. E. Dickson, The hyper- 
orthogonal groups. — D. de Francesco, Sul moto di un corpo rigido in uno 
spazio di curvatura costante. — K. Th. Vahlen, Über Bewegungen und komplexe 
Zahlen. — P. Muth, Zur geometrischen Deutung der Invarianten ebener Kolli- 
neationen. — J. Kürschäk, Das Streckenabtragen. (Mit 1 Figur im Text.) — 
M. Brendel, Bemerkungen zu meinem Aufsatz „Über partielle Integration", 
Band 56, Heft 2 dieser Zeitschrift. 

Mathematisch-naturwissenschaftliche Hitteilungen. Begründet von 0. Böklen, 
im Auftrag des mathematisch-naturwissenschaftlichen Vereins in Württemberg 
herausgegeben von A. Schmidt, A. Haas, E. Wölf fing. Stuttgart. 2. Serie. 
4. Band, 1. Heft, Januar 1902. 
0. Reuschle, Die periodisch-unendlichen natürlichen Brüche und periodisch- 
unendlichen Nullreihen. — Ders., Genetische Herleitung und neue transfinite 
Grenzwertausdrücke der Eulerschen Konstanten. — Ders., Die all wertigen Aus- 
drücke ~ etc. 
o 

Unterrichtsblätter für Mathematik und Naturwissensehaften. Organ des 
Vereins zur Förderung des Unterrichts in der Mathematik und den Natur- 
wissenschaften. Herausgegeben von F. Pietz ker. Jahrgang VIII, 1902, Nr. 1. 
P. Natorp, Die erkenntnistheoretischen Grundlagen der Mathematik. — 
R. Heger, Näherungsweise Autlösung von numerischen höheren Gleichungen. — 
Th. Schwartze, Dynamische Betrachtungen über mechanische Fundamentalbegriffe. 

Zeitschrift für mathematischen und naturwissenschaftlichen Unterricht. 

32. Jahrg. 

Heft 7. Hertter, Die Dreieckstransversalen. Eine didaktische Studie. Mit 
1 Figur. — G. Majcen, Über einige Beziehungen der allgemeinen Hyperbel zu 
der gleichseitigen. — G. Leonhardt, Eine merkwürdige Beziehung zwischen den 
Koefficienten und den Wurzeln einer quadratischen Gleichung. — Hof, Prefsstüeke 
aus Metallklein als neue physikalische Lehrmittel. Mit 1 Tafel. — Hey mann, 
Diehm und Pfaff, Zwei Schlömilchsche Aufgaben. — Aufgaben-ltepertorium. — 
Litterarische Berichte. — Pädagogische Zeitung etc. 

Heft 8. Abschied des Herausgebers vom Leserpublikum. — Vorwort des 
Herausgebers zur Einführung des 1. Jahrg. der Zeitschritt 1870. (Revid. Abdruck.) 

— Weinmeister, Über die Begründung des Cavalierischen Satzes. Mit 
4 Figuren im Text. — Ad. Bremer, Beiträge zur Methodik der sphärischen 
Trigonometrie. Mit 4 Figuren im Text. — Mittag, Zur anschaulichen Be- 
handlung des Satzes von Ceva. Mit 6 Figuren im Text. — Aufgaben-Repertorium. 
Rezensionen und Anzeigen. — Pädagogische Zeitung etc. 

Trangactions of the American Mathematicnl Society. 

Vol. II. No. 4: E. J. Wilczynski, Geometry of a simultaneous systoin of 
two linear homogeneous differential equations of the second order. — L. E. Dick- 
son, Theory of linear groups in an arbitrary field. — W. H. Met zier, On certain 
aggregates of determinant minore. — A. Pringsheim, Über die Anwendung der 
Cauchyschen Multiplikationsregel auf bedingt konvergente oder divergente Reihen. 

— A. Pringsheim, Über den Goursatschen Beweis des Cauchyschen Integral- 
satzes. — 0. Bolza, New proof of a theorem of Osgood 1 « in the calculus of 
variations. — M. Böcher, On certain pairs of transcendental funetions whose 
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roots separate each other. — J. H. McDonald, On the System of a binary eubie 
and quadratic and the reduetion of hyperelliptic integral» of genus two to elliptic 
integrals by a transformation of the fourth order. — E. H. Moore, On the theory 
of improper definite integrals. — E. B. Van Vleck, On the convergence and 
character of a certain form of continned fraction. 

Vol. III. Nr. 1: J. J. Hutchinson, On a class of automorphic funetions. — 
H. F. Stecker, Concerning the existence of surfaces capable of conformal repre- 
sentation upon the plane in such a manner that geodetic lines are represented by 
a prescribed System of curves. — 0. Stolz, Zur Erklärung der Bogenlänge und 
des Inhaltes einer krummen Fläche. — L. E. Dickson, The groups of Steiner in 
Problems of contact. — A. S. Hathaway, Quaternion space. — E. J. Wilczinski, 
Reciprocal Systems of linear differential equations. — C. N. Haskins, On the 
invariante of quadratic differential forme. — E. McClintock, On the nature and 
use of the funetions employed in the recognition of quadratic residues. — 
E. ß. Van Vleck, A determination of the number of real and imaginary roots 
of the hypergeometric series. — G. A. Bliss, The second Variation of a definite 
integral when one end-point is variable. — E. H. Moore, On the projective 
axioms of geometry. 

Acta mathematica. Herausgegeben von G. Mittag -Leff ler. Stockholm. Band 25, 
Heft 1, 2. 

P. Painleve\ Sur les e'quations diffe"rentielles du second ordre et d' ordre 
superieur, dont l'integrale g^n^rale est uniforme. — E. Picard, L'oeuvre scientifi- 
que de Charles Hermite. — S. Kantor, Das Maximalgeschlecht der algebraischen 
Kurven im Ii . — E. Picard, Sur les equations Unfaires aux de'rivees partielles 
et la gen£ralisation du probleme de Dirichlet. (Extrait d'une lettre ä M. Mittag- 
Leffler.) — Hj. Meilin, Über den Zusammenhang zwischen den linearen Diffe- 
rential- und Differenzengleichungen. — Hj. M ellin, Eine Formel für den Loga- 
rithmus transcendenter Funktionen von endlichem Geschlecht. — ü. Dini, Sur la 
methode des approximations successives pour les e'quations aux de'rive'es partielles 
du deuxieme ordre. 

Comptes rendug hebdomadaires den säances de l'Acadämie des scienees r£dig£s 
par MM. les Secrätatres perpgtnels. Tome 134. 1902. Nr. 1—4. 
P. Duhem, Stabilite, pour des perturbations quelconques, d'un Systeme affecte" 
d'un mouvement de rotation uniforme. — E. Cotton, Sur certains syatemes 
d'equations lineaires aux differentielles totales. — A. Korn, Sur les vibrations 
universelles de la matiere. — Emile Picard, Sur les päriodes des integrales 
doubles et sur une classe d'equations differentielles Unfaires. — A. Guldberg, 
Sur les parametres integraux. — P. Boutroux, Sur la the"orie des fonetions 
entieres. — V. Karpen, Principe relatif ä la distribution des lignes d'induction 
magnetique. — E. Guyou, Sur l'emploi des distances lunaires a la mer. — 
P. Duhem, Sur le« eonditions aux limites en Hydrodynamique. — P. Boutroux, 
Sur la eroissance des fonetions entieres. — P. Painlevd, Remarque sur la Com- 
munu-ation prdce'dente. Leur application aux Equations differentielles du second 
ordre. — N. Nielsen, Sur les series de factorielles. — J. Mascart, CoYncidences 
entre les Clements des planetes. — Lidnard, Sur l'application des equations de 
Lagrange aux phenomenes electrodynamiques et electromagnetiques. — E. Car- 
vallo, Electrodynamique des corps en mouvement. — .1. Fredholm, Sur une 
classe de transformations rationelles. — B. Levi, Sur la rdsolution des points 
singuliers des surfaces algebriques. 

Journal de MathöniatiqueH pures et appliquees, ö^e 8 <srie publice par Camille 
Jordan avec la collaboration de M. Ldvy, A. Mannheim, E. Picard, 
H. Poincare. Tome 7. Annee 1901. 
Paul Appell, Remarques d'ordre analytique sur une nouvelle forme des 

equations de la Dynamique. — Edmond Maillet, Sur de nouvelles analogies 
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entre la theorie des groupes de substitutions et celle des groupes finis Continus 
de transformations de Lie. — Paul Saurel, Sur un theoreme de M. Duhem. — 
C.Jordan, Notice sur Ch. Hermite. — 6. Humbert, Sur les fonctions abeliennes 
singulieres (troisieme memoire). — C. Sautreaux, Mouvement d'un liquide partait 
8onmi8 ä la pesanteur. Determination des lignes de courant. — H. Poincare", 
Sur les proprie'te's arithmetiques des courbes algebriques. — Jouguet, Le theoreme 
des tourbillons en Thermodynamique. — Lovett, Sur la Geometrie ä n dimensions. 

— G. Brunei, Sur les deux systemes de triades de treize elements. — P. Duhem, 
Sur la stabilite de l'equilibre relatif d'une masse fluide animee d'un mouvement 
de rotation. — Le"on Autonne, Sur les groupes quaternaires reguliere d'ordre 
fini. Premier Memoire: Ge'neralite's et groupes decomposables. — Georges 
Humbert, Sur la transformation ordinaire des fonctions abeliennes. — Edmond 
Maillet, Sur les racines des equations transcendantes ä ccefficients rationnels. 

Revue de mathematiques speciales, r^dige'e par E. Humbert et G. Papelier, 
avec la collaboration des N. Charruit, P. Lamaire, E. Dessenon, Ch. Ri- 
viere, H. Vuibert. 12 me Anne"e. n<>- 1—3, Octobre — Deceinbre 1901, n<> 4, 
Jan vier 1902. 

Lelieuvre. Sur certaines relations involutives. — G. Papelier, Propriete's 
du parallelepipede construit sur trois generatrices de meme Systeme d'un hyper- 
bolo'ide ä une nappe. — V. Jamet, Sur les triangles conjuguds a une conique. 

— L. Bickart, Note sur les reseaux de quadriques. — Maurice Cosandey, 
Note sur la r<$solution de l'equation x* -j- bpx*-\- öp*x -\- q = 0. — C. Grolleau, 
Note de Geometrie. Demonstration purement geometriquc de la proposition: 
„Deux coniques JE et S etant conjugu£es par rapport ä un triangle ABC, s'il 
existe un triangle PQR inscrit duns l'une et circonscrit a l'autre, les six points 
ABCPQJR sont sur une meme conique." — G. Halley des Fontaine», Sur la 
deterniinatiön des axes d'une Bection plane d'une quadrique. — Solution de divers 
problemes d'Algebre, de Geometrie, de Geometrie analytique et de Physique. — 
Queations propos^es. 

Berne scientiflque. Fondee en 1868. 4° serie. tome 16 (deuxieme semestre). 
n<> 14—25, 1 Octobre— 21 Decembre 1901. 

E. Müntz, Leonard de Vinci et les savants du moyen äge. — Lcewy, Les 
travaux de l'Observatoire de Paris. — Causerie bibliographique sur „la logique 
de Leibniz" de L. Couturat. — J. Skvortzow, L'energie dans le monde et la 
formation des corps Celeste«. — G. Darboux, Discours prononed au cinquante- 
naire scientifique de M. Berthelot, le 24 Novembre 1901, dans le grand amphi- 
theätre de la Sorbonne, en pr^sence du President de la Republique et des 
representants des pouvoirs publics et des societes savantes. 

Rendiconti delP Accademia delle Scienze fisiche e matematiche di Napoli. 

(Sezione della Societa reale.) 1901. Heft 8 — 12. 
E. Cesäro, Sopra una equazione funzionale trattata dal Beltrami [Es handelt 
sich um Berechnung der Funktion tjf(x) aus der Funktionalgleichung: 

<p(x) ^(x) - ^_ I y (x - - ) e ~ "*du. 

l 

V* 

Eine der benutzten einfacheren Methoden der Herleitung von -if>(x) gestattet, aus 
der allgemeineren Gleichung 

2 /* / 1 \ * 1t 

<p(x) = y(x) + — J y\x — at j nie " " du 

i i 

Vi 
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die Funktion 

herzuleiten.] — Derselbe, Sülle superficie isotermiche. — Derselbe, Formole 
per l'analisi intrinseca delle superficie. — Derselbe, Sopra un modo di utilizzare, 
nella teoria intrinseca delle superficie, le condizione d'immobilitä dei punti. — 
Derselbe, Sülle deformazioni infinitesime delle superficie. 



4. Kataloge. 

Buchhandlung Gustav Fock, G. m. b. H., Leipzig: Lagerverzeichnis 201. Mathe- 
matik und Physik, zum Teil aus der Bibliothek Schlömilch. 

A. Hermann, Paria: 1) Catalogue d'ouvrages et collections de journaux sur les 
sciencea methematiques, astronomiques et physiquea. (Antiquarischer Katalog 
Nr. 69, 1901.) 2) Verlagsk atalog 1902. 

0. Schack, Leipzig: Verzeichnis 95. Exakte Wissenschaften. 



5. Bei der Redaktion eingegangene Schriften. 

[Titel, Preis u.h. w. der eingesandten Schriften werden hier regelmäfsig veröffentlicht. 
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Uber die Konstantenzahl 
der w- dimensionalen Verallgemeinerung des Polyeders. 

Von H. Schubert in Hamburg. 

Ein ebenes m-Eck hat bei fester Ebene die Konstantenzahl 2m 
bezw. 2 m — 3, je nachdem die Lage mit bestimmt werden soll oder 
nicht. Beim Polyeder mit e Ecken, k Kanten, f Flächen ergiebt sich 
bekanntlich k + 6 bezw. k für die Konstantenzahl. Es liegt daher der 
Gedanke nahe, dafs auch die Konstantenzahl der n - dimensionalen 
Verallgemeinerung des Polyeders sich allgemein durch die Anzahlen 
fiir die konstituierenden Grenzgebilde niederer Dimension ausdrücken 
läfst. Dies ist jedoch im allgemeinen nicht der Fall, sondern es ist 
aufserdem noch mindestens eine Zahl aus einer zweiten Gruppe von 
Zahlen erforderlich, um die Konstantenzahl allgemein ausdrücken zu 
können. 

Wenn nämlich für die n- dimensionale Verallgemeinerung des 
Polyeders js Q die Zahl der Ecken, die Zahl der (w — 1)- dimen- 

sionalen Grenzgebilde bezeichnet, und wenn zweitens z 0> „ _ i die Summe 
aller Eckenzahlen aller (n — 1) - dimensionalen Grenzgebilde be- 
zeichnet, und zwar jede Ecke so oft gerechnet, wie sie auf einem 
solchen Gebilde liegt, so ergiebt sich für die Konstantenzahl c die 
Formel: 

(1) c = n • z Q -f n •£„_!— £o, « - j. 

Um diese Formel zu beweisen, führe ich die folgenden Bezeich- 
nungen ein: 

jR ( . bedeute einen i - dimensionalen linearen Raumj g x bedeute 
einen völlig begrenzten Teil eines B u also eine Strecke, g t einen nur 
von Gebilden g x vöUig begrenzten Teil eines i^, g $ einen nur von 
Gebilden g 2 vöUig begrenzten Teil eines R^, also ein Polyeder und so 
fort, so dafs g n einen nur von Gebilden g H — i völlig begrenzten Teil 
eines M n bedeutet. Hiernach besitzt ein g„ immer n Arten von Grenz- 
gebilden, nämlich solche, die mit 

ffo, ffv 02> '•' ffn-l 

zu bezeichnen sind. 

Jahresbericht d. Deutschen Matbeio. -Vereinigung. XI. Heft Tn 15 
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Für ein g H bezeichne nun die Anzahl seiner g t . Ferner be- 
zeichne z ik} wo i < k ist, die Gesamt -Anzahl aller auf den sämtlichen 
g k liegenden g. f jedes g ( so oft gerechnet, wie es auf einem g k liegt. 
Man bemerke, dafs z ik zugleich auch die Anzahl aller g k bedeutet, die 
von den sämtlichen g { ausgehen, jedes g k so oft gerechnet, wie ein g t 
auf ihm liegt. 

Die 2n — 2 Gleichungen, welche wegen des von Stringham auf 
den B n verallgemeinerten Euler sehen Lehrsatzes und wegen des Prin- 
zips der Dualität zwischen den n Zahlen z i und den \n(n + 1) Zahlen 
Z ik bestehen, reichen nun für n > 3 nicht mehr aus, um alle Zahlen 
e ik durch die Zahlen z { auszudrücken. Deshalb gelingt es auch für 
w> 3 nicht, die vorhin durch z 0 , z R - x und z 0 , n -i ausgedrückte Kon- 
stantenzahl allein durch die Zahlen z i auszudrücken. Die erwähnten 
2n — 2 Gleichungen sind in den beiden folgenden Formeln enthalten: 

(2) z Qp - z ip + **, + •-• + (- iy- i z P -i, P - * P [i - (- m 

(3) Zn-l- P , n-1 ~ Zn-\-p, n-i + h (~ ^'^n-l-p, n-p 

= r„_ 1 _ p [i-(-in 

wo für p die Zahlen 1 bis n — 1 einzusetzen sind. Weim man aus 
diesen 2n — 2 Gleichungen alle Zahlen z ik eliminiert, so ergiebt sich 
bei ungeradem n eine Identität, bei geradem n der verallgemeinerte 
Euler sehe Lehrsatz. Die Einführung der Zahlen z ik ermöglicht es 
also, durch eine blofse Elimination die Richtigkeit des verallgemeinerten 
Euler sehen Lehrsatzes für ein gerades n zu erkennen, falls die Gültig- 
keit desselben für die Zahlen, die kleiner als n sind, feststeht. 

Die Richtigkeit der Formel (1) erkennt man nun durch folgende 
Überlegung: Wenn jedes der Gebilde g H —i, welche ein g n begrenzen, 
nur genau soviel Ecken hätte, wie es mindestens haben mufs, also w, 
so wäre das g n gerade bestimmt, wenn man der Reihe nach immer 
durch alle n Punkte, welche Ecken eines g n -i werden sollen, die 
(n — l)-dimensionalen Räume R„-i legt. Das Gebilde g n wäre also 
durch seine z 0 Ecken genau so bestimmt, wie ein nur von Dreiecken 
begrenztes Polyeder dadurch gerade bestimmt ist, dafs die Punkte ge- 
geben sind, die seine Ecken bilden. Nun ist aber die Bedingung, dafs 
in einem ll„ ein Punkt gegeben ist, eine n- fache. Man erhält also 

n od / 

für das erwähnte spezielle g n als Konstantenzahl: 

n • Zq. 

Wenn nun ein g n —\y das ein g n begrenzt, nicht w, sondern n-\-p 
Ecken hat, so sind p Bedingungsgleichungen zwischen den Koordinaten 
der n + |> Eckpunkte zu erfüllen. Wenn also u H -f i die Zahl der- 
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jenigen bezeichnet, welche n + i Ecken haben, so ist die Anzahl 
y aller zu erfüllenden Bedingungsgleichungen: 

(4) y = l'U n+ i + 2-u H +2 + 3-u*+i + ••• 

Diese Zahl y ist also von der oben erhaltenen Zahl n-z 0 zu sub- 
trahieren, um die Konstantenzahl c des g n zu erhalten. So ergiebt sich: 

(5) c = n • e 0 — y. 

Die Zahl y läfst sich nun aber durch die beiden Zahlen und 
*o, n-i ausdrücken. Nach der Definition von £ 0) »-i ist nämlich: 

(6) *o. «-1 + (»+ + (»+ 2)-a, + 2 -f ••• 
Andererseits ist natürlich: 

(7) *n-l = + + l + W„+ 2 + ••• 

Subtrahiert man nun das n- fache der Gleichung (7) von Gleichung (6), 
so erhält man: 

(8) *o, »-1 — n-z H -i = a, + , + 2a,+ 2 + 3a, + s H = y- 

Die rechte Seite dieser Gleichung stellt die oben mit y bezeichnete 
Zahl dar. Daher ergiebt sich für die gesuchte Konstantenzahl c: 

(9) c = n • Zq Oo, *-i - w-*„-i). 

Dies ergiebt aber die oben mit (1) bezeichnete Formel. 

Da z 0 und sich dual entsprechen und da z 0 , „_i sich selbst 

dual entspricht, so ist auch der für die Konstantenzahl gefundene Aus- 
druck sich selbst dual, wie zu erwarten war. 

Wenn ein Gebilde g n genau definiert ist, so lafst sich nicht allein 
* 0 und sondern auch die Zahl z 0 , , — i, und damit auch die Kon- 

stantenzahl e leicht berechnen. 

Dies habe ich zunächst für die drei homogenen g n gethan. Mit 
Herrn Victor Schlegel nenne ich nämlich ein g n homogen, wenn 
seine sämtlichen g k gleichviel g. enthalten. Im B z giebt es nur fünf 
homogene Polyeder, nämlich die, deren reguläre Spezialfälle die ele- 
mentare Stereometrie „Platonische Körper" nennt. Im it 4 giebt es 
sechs homogene Polyeder, im R n aber giebt es für n > 4, wie wohl Herr 
Stringham zuerst gezeigt hat, nur drei homogene g n . Da diese für 
n = 3 das Tetraeder, das Hexaeder und Oktaeder ergeben, so wollen 
wir sie das tetraedrische, das hexaedrische und das oktaedrische g n 
nennen. 

Zur Definition des tetraedrischen g n (Simplex des Herrn Schoute) ge- 
langt man auf folgende Weise. Geht man von einem Dreieck aus und ver- 
bindet jede seiner drei Seiten mit einem aufserhalb seiner Ebene gelegenen 

15* 
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Punkte durch drei Verbindungsebenen, so erhält man das Tetraeder. Ver- 
bindet man jede der vier Ebenen des in einem liegenden Tetraeders mit 
einem Punkte, der aufserhalb dieses J? s in einem i? 4 liegt, durch einen Jv s , 
so erhält man das Fünfzell des Ii v So weitergehend, gelangt man zu 
einem in einem i? M gelegenen g nf das von » + 1 Gebilden g n —\ be- 
grenzt wird. Für das so entstehende tetraedrische g n ist allgemein: 

*,« ^+i>+i = (t + 1)!(w _ 0 r 

Die Richtigkeit des verallgemeinerten Eulerschen Lehrsatzes für das 
tetraedrische y n ergiebt sich aus der binomischen Entwickelung 
von 0 = (1 — + Da dieses Gebilde n + 1 Gebilde #„„i besitzt, 
und jedes g n -i n Ecken hat, so ergiebt sich z 0 , »_i = (n + 1)*. Wir 
erhalten also für die Konstantenzahl c des tetraedrischen (/ n : 

c = n • (w + \\ + » • (w + 1)„ — (m -f 1) • n 

oder: 

c = n(n + 1). 

Hierbei ist vorausgesetzt, dafs die Lage im R n zu bestimmen sei. Da 

es im R n immer ao* " ( " + 5) einander kongruente Gebilde giebt, so ist 
die bei beliebiger Lage gedachte Konstantenzahl b um |w(n-f 1) 
kleiner, also 

b \n(n + 1). 

Zu diesem Ausdruck kann man auch direkt synthetisch gelangen 
durch folgende Überlegung. Eine Strecke ist durch eine Bedingung, 
nämlich ihre Länge bestimmt, ein Dreieck durch 2 mehr, da man das- 
selbe konstruieren kann, indem man an eine Strecke in jedem ihrer 
Endpunkte je einen Winkel anträgt. Beim Tetraeder treten noch 
weitere drei Bedingungen hinzu, etwa die drei Neigungswinkel der 
drei Ebenen, welche sich an die drei Seiten eines Dreiecks anschliefsen. 
Zur Bestimmung des Fünfzells treten noch weitere vier Bedingungen 
hinzu, u. s. f. Also mufs sein: 

6=1 + 2 + 3 + ..- + «, 

welche Summe auch In in +1) ergiebt. 

Beim hexaedri sehen Gebilde g n beginnen wir mit dem synthetischen 
Aufbau, um dadurch zugleich seine Definition und seine die Lage be- 
liebig voraussetzende Konstantenzahl b zu gewinnen. Wir gehen in 
einer Ebene von einer Strecke aus, tragen an dieselbe in jedem ihrer 
Endpunkte je einen Winkel an, und legen danu eine begrenzende Ge- 
rade. Für das so gewonnene Viereck ist also 

6-1 + 2-1+2 = 5. 
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Um das Hexaeder des JRj zu gewinnen, tragen wir an die Ebene eines 
Vierecks in jeder seiner Seiten einen Neigungswinkel au, und legen 
dann eine begrenzende Ebene. Es kommt also zu der vorigen Zahl 
2 mal 2 plus 3 hinzu. Beim Achtzell des jftj kommt dann 2 mal 3 
plns 4 hinzu, u. s. f. Wir erhalten also für das hexaedrische g n : 

6 = (1 + 2 + 3 + • • • «); + 2 (1 + 2 + 3 -f 1- n — 1) 

= \n(n + 1) + 2 • \(n - \)n - f»(3w - 1). 

Da die Konstantenzahl c, welche voraussetzt, dafs die Lage mit zu be- 
stimmen ist, um \n(n -f grölser ist, so ergiebt sich. 

c = |w(3m- l) + >(»+ l) = 2t* 2 . 

Zu diesem einfachen Ausdruck gelangen wir auch durch die all- 
gemeine Formel (1). Für das hexacdrische g n ist nämlich allgemein 

sodafs für dasselbe der verallgemeinerte Eni ersehe Lehrsatz durch die 
binomische Entwickelung von 

1 « (2 - l)» 

als richtig erkannt wird. Hiernach ist 

* 0 = 2", 2— 2» 

zu setzen. Für -gr 0 . « i erhält man >*-2". Also ergiebt sich: 

c = »» . 2" + » • 2 « — m • 2" = 2n*, 

also dasselbe Resultat, das wir soeben auf anderem Wege gewannen. 

Um die Definition und die Konstantenzahl des oktaedrischen Ge- 
bildes (j n zu erhalten, denken wir uns in einer Ebene E 2 zwei Gruppen 
von je zwei Punkten A v A t und B lf B 2 und dann immer zwei Punkte 
durch eine Gerade verbunden, die beide Indizes enthalten. Im 11% 
denke man sich zwei Gruppen von je drei Punkten A lf A 2 , A 3 und 
-Bj, ü,, 2? 3 und dann immer je drei Punkte, die alle drei Indizes ent- 
halten, durch eine Ebene verbunden. So entsteht das Oktaeder. All- 
gemein denke man sich in einem R n zwei Gruppen von je n Punkten: 

und dann immer je n Punkte, die alle n Indizes enthalten, durch 
einen JR n _! verbunden. Für das so entstehende oktaedrische g n ist 
allgemein: 

Z; = W/ + i •2 / + 1 

und 
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Daher ergiebt sich aus Formel (1) die Koustantenzahl c aus: 

c = n • 2w + n • 2" — n • 2" = 2»*. 

Dieses erkennt man auch direkt, da dieses g n bestimmt ist, wenn seine 
2n Eckpunkte gegeben sind, und da die Bestimmung eines Punktes 
im H n n einfache Bedingungen erfordert. 

Im J? 4 treten bekanntlich zu den drei besprochenen homogenen 
Gebilden g n noch drei hinzu. Eins von diesen ist sich selbst dual. 
Es ist das Vierundzwanzig-Zell. Es wird von 24 Oktaedern begrenzt, 
sodafe von jeder Ecke 6 Oktaeder, 8 Kanten und 12 Dreiecke aus- 
gehen, während von jeder Kante drei Oktaeder und drei Dreiecke aus- 
gehen. Für dieses homogene g A ergiebt sich 48 als Konstantenzahl. 
Die andern beiden homogenen g i entsprechen sich dual, es sind das 
120-Zell und das 600-Zell. Das 120 Zell besteht aus 120 Dodekaedern, 
sodafs von jeder Ecke 4 Dodekaeder, 6 Fünfecke und 4 Kanten aus- 
gehen, während von jeder Kante drei Dodekaeder und drei Fünfecke 
ausgehen. Als Konstantenzahl ergiebt sich 480. Das diesem g A dual 
entsprechende 600-Zell besteht aus 600 Tetraedern, sodafs von jeder 
Ecke 20 Tetraeder, HO Dreiecke und 12 Kanten ausgehen, während 
von jeder Kante 5 Tetraeder und 5 Dreiecke ausgehen. Als Konstanten- 
zahl ergiebt sich natürlich wieder 480. 

Um nun auch noch ein nicht homogenes y n als Beispiel für die 
Konstantenzahl -Formel zu haben, wollen wir noch die Polyeder -Pyra- 
mide betrachten. Darunter möchte ich dasjenige Gebilde g n verstanden 
wissen, das entsteht, wenn man jede Fläche eines in einem R 9 liegen- 
den Polyeders mit einem aufserhalb des i? 8 in einem B A liegenden 
Punkte durch einen R 9 verbindet, dann jedes g z des entstandenen # 4 
mit einem aufserhalb des i? 4 in einem liegenden Punkte durch 
einen R A verbindet und diesen Entstehungs-Prozess bis zu einem R n 
fortsetzt. Das so entstehende Gebilde g n hat e|« — 3 Ecken, 
(» — 3) ■ e + k Kanten , sowie (n — 3) f • e (» — 3) • k + /' Flächen^ 
wenn das zugrundegelegte Polyeder e Ecken, k Kanten und /* Flächen 
besitzt. Uberhaupt ergiebt sich für die Anzahl e. der Gebilde g t : 

Si = (ii - 3), •« + («- 3),-! • k + 0 - 3),_, • f 
+ (*_3>_, + (n-3) H . 1 . 
Für 2 0 . n-i ergiebt sich: 

n -i = (n - 3) : c + (n - 3) • f + 2k + 2 . (n - 3V 
Durch Einsetzung folgt dann aus Formel (1): 

c = n • e -f n(n — 3) -f n • /' + n(n — 3) 
- [(* - 3) • e + (n - 3) • f + 2k + 2(n - 3),], 
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woraus durch Vereinfachung entsteht: 

e - 3 • e + 3 •/' + 2n(n - 3) - 2A - (n - 3)(* - 4). 
Hieraus wird nach Anwendung des Eulerschen Lehrsatzes: 

c = A + (» + 3)(» - 2). 

Diese Konstantenzahl der Polyeder -Pyramide kann man auch synthe- 
tisch erhalten. Denn die Konstantenzahl eines Polyeders ist gleich A, 
wenn die Lage nicht mit zu bestimmen ist. Zu dieser Zahl kommt 
wegen des im H A angenommenen Punktes 4, wegen des im B b ange- 
nommenen Punktes 5 hinzu, und so fort bis n. Endlich kommt noch 
durch die Bestimmung der Lage der Polyeder- Pyramide ±n(n + 1) 
hinzu, sodafs sich ergiebt: 

c = fc + (4 + 5 + 6 + h n) + \n(n + 1) 

oder: 

c-k + \\n{n + 1) - 6| + >(n + 1) 
= A + »* + n - (i = H (m -I- 3)(w - 2). 



Über das Nullsystem ^„-x im Räume 

Von P. H. Schoute in Groningen. 

Zweck dieser Arbeit ist eine einheitliche Behandlung des Null- 
systems in den höheren Räumen zu geben, unabhängig von der Frage, 
ob dabei auch etwas geboten wird, was teilweise schon bekannt sein mag. 

1. Analytische Erzeugung des Nullsystems. — Wir wählen in 
unserem Operationsraume Ii n von n Dimensionen n -f 1 von einander 
imabhängige, d. h. nicht in einem nämlichen 22 rt _i liegende Punkte und 
bringen mit der Figur dieser n + 1 Punkte und der sie zu je zweien 
verbindenden Geraden, zu je dreien verbindenden Ebenen u. s. w., welche 
ein Simplex heifsen und mit dem Symbole S(n + 1) angedeutet werden 
möge, in der gebräuchlichen Weise zwei homogene Koordinatensysteme 
in Verbindung, ein System von Punktkoordinaten (t iy t^,...t n ) und ein 
System von Raumkoordinaten (ri, Tg, . . . r,|). Mit Hilfe der «-f 1 
Gleichungen 

(1) Gt'i = Ci ih + c% , ti H h c n _|_ i, it n + 1 

(i= i, a. . . n -f 1) 

ordnen wir dann dem Punkte P von li n mit den Punktkoordinaten U 
den Raum Rn-i von B' n mit den Raumkoordinaten t- zu. Dadurch 
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ist dann bekanntlich zwischen den konjektiven Bäumen R n und R' n , von 
welchen der erste die Punkte P, der zweite die Räume R' n -i trägt, 
eine reziproke Verwandtschaft erzeugt. Denn es entsprechen nicht 
nur den Punkten P von R„ Räume R'„ — i von R' n , sondern es sind 
auch den Punkten P' von R' n wieder Räume R„ _ i von R n zugeordnet. 
Es befriedigen nämlich vermöge der Gleichungen (1), falls die %\ des 
Raumes R' n —\ der linearen Gleichung 

n + 1 

Genüge leisten, die t : des entsprechenden Punktes P die ebenfalls lineare 
Gleichung 

n + i »+i 

£ % 5! c*, ih =- o. 

, = i kT\ 

Die Gleichungen (1) enthalten eine Anzahl von (n + l) 2 — 1 = /i 2 -f 2n 
Verhältnisse der bestimmenden Koeffizienten c i>k . Da zwischen diesen 
Verhältnissen (n + 1) — 1 = n lineare Beziehungen obwalten, sobald 
man weifs, dafs einem gegebenen Punkte P ein gegebener Raum R'„-i 
entspricht, gilt der Satz: 

Sollen zwei Systeme R n und Rn reziprok auf einander bezogen werden, 
so darf man n + 2 beliebigen Punkten P von R H , von denen jedoch keine 
n + 1 in einem Räume R n - X liegen, irgend n-\- 2 Räume R' n -i von R' n} 
von welchen keine n -f 1 durch einen Punkt gehen, als entsprecliende zu- 
weisen, wodurch dann aber jedem Punkte P von R n ein Raum R' n -i 
von R' n zugewiesen ist. 

Wir fragen nun zuerst nach dem Orte der Punkte P von R„, 
welche in den ihnen entsprechenden Räumen R' n ~i von R' n liegen, und 
fügen zu diesem Zwecke die Werte der x\ aus (1) in die Bedingungs- 
gleichung n + 1 

= 0 

« = i 

ein. So erhalten wir 

Deshalb ist der gesuchte Ort ein Gebilde zweiter Ordnung von n — 1 
Dimensionen. 

Es leuchtet unmittelbar ein, dafs der Ort der Punkte P' von Rn, 
welche in den ihnen entsprechenden Räumen R n — \ von R„ liegen, mit 
dem gefundenen Orte identisch ist. Dreht sich nämlich der Raum JK^_ i 
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mit den Raumkoordinaten x\ um den Punkt P' mit den Punktkoordi- 
naten t' iy so gilt die Bedingung 

welche mit Hilfe der Gleichungen (1) in 
übergeht; durch Vergleichung mit 

^xA - 0 

ergiebt sich also, dafs der entsprechende Punkt P mit den Punkt- 
koordinaten tk unter diesen Umstanden den Raum P„_i erzeugt, dessen 
Raumkoordinaten von den n + 1 Gleichungen 

(3) 6 ' Xi = Cnti -f + • — h C,; „ + it' H + i 

bestimmt werden. Und nun zeigt dieses neue System von Gleichungen, 
dessen Determinante mittels Transposüion, d. h. durch Vertauschung 
von Zeilen und Kolonnen, aus der Determinante des Systems (1) hervor- 
geht, dafs Vertauschung von c, )k und c k , { den einen Ort in den andern 
transformiert; allein dieser Umtausch läfst die Gleichung (2) des Ortes intakt. 

Die Vergleichung der Gleichungssysteme (1) und (3) mit einander 
lehrt auch unmittelbar, unter welchen Umständen die den Punkten P 
und P' von P„ und P* entsprechenden Räume _ i und P» _ i immer 
zusammenfallen, sobald P und P' dies thun, d. h. unter welchen Um- 
ständen die konjektiven reziproken Systeme P« und P^ invdutorisch 
liegen. Denn irgend einem nämlichen Wertsysteme der U und t\ ent- 
sprechen offenbar nur dann einander proportionale Wertsysteme der r\ 
und t„ wenn die Determinante der Verwandtschaftsgleichungen ent- 
weder symmetrisch (c i>k = c*, ,) oder aber schiefsymmetrisch (c itk = — c*,„ 
c it i = — c it i = 0) ist. Die erste Voraussetzung führt zum Polarsystemej 
die zweite zum Nullsysteme; wir gehen also mit der zweiten Voraus- 
setzung weiter. 

Ist die Determinante der Gleichungen (1) schiefsymmetrisch, so ver- 
schwindet das linke Glied der Bedingungsgleichung (2) identisch und es 
liegt also jeder Punkt P von P„ in dem ihm entsprechenden Räume P«_ i 
von P^. Allein diese merkwürdige Lage kann nur bei reziproken 
Systemen ungerader Dimensionenzahl eintreten. Denn für gerade n ist 
die schief symmetrische Determinante der c,, k ungeraden Grades, und 
eine solche Determinante verschwindet bekanntlich. Diese nur in 
Räumen Pg „ _^ i von ungerader Dimensionenzahl möglichen involutorischen 



Digitized by G 



226 



P. H. Schoutb: 



reziproken Systeme, deren Ort von Punkten P, welche in den ihnen ent- 
sprechenden Räumen R„—i liegen, unbestimmt geworden ist, werden 
Nullsysteme oder Fokalsysteme genannt. Anstatt von Pol und Polraum 
der Polarsysteme spricht man hier von Nullpunkt und Ntälraum, Fokus 
(Brennpunkt) und Fokalraum (Brennraum). 

Sind in dem Falle n = 3, wo der Operationsraum R^n — i ein P 5 
ist, die drei Punkte P, P', P" in diesem P5 willkürlich gewählt und 
entsprechen ihnen die Räume J? 4 , R\, Pi', so entspricht der Geraden 
g - (P', P") der Schnittraum Jf, = (P 4 ', P^) und der Ebene £ = (P, P', P") 
die Schnittebene R i = (R Ay R' iy RÄ)\ dabei liegt # dann nicht in dem 
ihr entsprechenden Räume P s und ist f zu der ihr entsprechenden 
Ebene I( 2 windschief. Wählt man aber den zweiten Punkt P' in 
dem Raum P 4 , welcher P zugeordnet ist, so geht Ri durch P 
und liegt die Gerade g = (P, P') in dem ihr entsprechenden 
Räume P3; diese einander zugeordneten Elemente g } R s mögen dann 
Ijeitstrahl und Leiiraum des Nullsystems heifsen. Hängen weiter P, P', P" 
in der Weise zusammen, dafs jeder dieser Punkte den Räumen P 4 der 
beiden anderen angehört, so entspricht die Ebene s = (P, P', P") sich 
selbst; sie wird eine Leitebene des Nullsystems genannt. Und hieraus 
geht deutlich genug hervor, was man im allgemeinen Falle des Null- 
systems im Rin-i unter Leitelementen zu verstehen hat. 

Wir untersuchen für den Fall eines beliebigen n die Leitelemente 
verschiedener Ordnung auf ihre Konstantenzahl. Soll die Gerade PP' 
Leitstrahl sein, so mufs P' in dem P entsprechenden Räume P 2 «-2 
liegen; deshalb ist die Bedingung, dafs PP' Leitstrahl sei, eine ein- 
fache und die Konstantenzahl der Leitstrahlen — und jene der ihnen 
zugeordneten Leiträume Rm — a — also die um die Einheit verringerte 
Konstantenzahl 2(2»— 2) der Geraden in P 2 „_i, d. h. 4» — 5. Soll 
die Ebene PP'P" Leitebene sein, so mufs jeder Eckpunkt des 
Dreiecks PP'P" in den den beiden anderen Eckpunkten ent- 
sprechenden Räumen P2„_ 2 liegen, was drei einfachen Bedingungen 
äquivalent ist; d.h. die Konstantenzahl der Leitebenen und der ihnen 
entsprechenden Leiträume P 2 „_ 4 ist 3 (2» — 3) — 3 = 6» — 12. So 
fortfahrend findet man 4(2» — 4) — 6 = 8» — 22 für die Konstanten- 
zahl der Leiträume P 3 und R 2n -5, 5(2» - 5) - 10 = 10» - 35 für 
jene der Leiträume P 4 und P 2 *-6> im allgemeinen 

(k + 1)(2» - k - 1) - ±k(k + 1) - 2(* + 1) n - l(jfc + 1) (3/,- + 2) 

für jene der Leiträume R k und 7i 2 « _ * — 2. Allein hierbei ist sofort zu 
bemerken, dafs die Reihe 

4« -5, 6« -12, 8» -22, 10» - 35, • • • 
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nicht über das n — l sto Glied hinaus fortgesetzt werden darf. Denn 
bei den Leiträumen B n , P„-fi • • • -R*,, — a ist es offenbar nicht mehr 
notwendig, dafs dieser Raum P„_i+ A enthalten sei in den allen ihren 
Punkten zugeordneten Räumen B in — i, deren Anzahl (n — 1 -f Ä)-fach 
unendlich ist, sondern nur, dafs jedem der Räume Ps„_2 durch 
deren Anzahl [2w — 1 — (n — 1 — /»)]- oder (n — 7i)-fach unendlich ist, in 
# w _ , + A liegende Pole entsprechen. Übrigens beweist man leicht, dafs der 
Raum 7l iM -\ nach der Voraussetzung, jede Gerade enthalte m Punkte, 
(vgl. u. a, Hamburger Mitteilungen, Teil 4, S. 50, 1901) eine Anzahl von 

( m * +"i — l) (m* — 1) ~ . (m* - 1) (m — 1) 

Leiträumen Jfo enthält, wobei i<n zu nehmen ist, und dieses Resultat 
führt für m = oo auf obige Konstantenzahlen zurück. 

2. Geometrische Erzeugung des Nullsystems. — Ist im Baume Ri n -\ 
ein willkürliches einfacJies 2n-\-l-Eck gegeben und nennt man einen 
Eckpunkt P und eine Kante g dieses Gebildes E einander gegenüberliegend , 
sobald P auf beiden Seiten durch die nämliche Anzahl von Eckpunkten 
von g getrennt ist, so erzeugt man immer ein Nullsystem N 2n -i im 
Rin-i, wenn man jedem der 2n + 1 Bäume B in - 2 durch 2n — 1 auf- 
einanderfolgende Eckpunkte von E jenen Eckpunkt von E zuordnet, welcher 
der Kante mit den beiden nicht im Rt n — 2 enthaltenen Eispunkten als 
Endpunkte gegenüberliegt. 

Es leuchtet sofort ein, dafs man in der im Satze angegebenen 
Weise zwischen den Punkten P von B n und den Räumen -R«_i von B' n 
eine reziproke Verwandtschaft erzeugt; denn man ordnet wirklich n -\- 2 
Punkten P, von welchen keine n -f 1 in einem Bn _ i liegen, n + 2 
Räume R' n —\ zu, von welchen keine n + 1 durch einen Punkt gehen. 
Also wird ein Beweis des Satzes erbracht sein, sobald gezeigt wird, 
dafs der Ort 0 zweiter Ordnung der in den ihnen entsprechenden 
Räumen jß»_i liegenden Punkte P unbestimmt wird. Wir thun dies 
sowohl geometrisch wie analytisch und beschränken uns dabei zuerst 
auf den Fall n = 3 eines Nullsystems JV 5 im P 5 . 

Der geometrische Beweis kann jenem, welchen Reye für n — 2 ver- 
öffentlicht hat, vollkommen nachgebildet werden. Im Falle n = 3 liegt 
im R$ ein einfaches Siebeneck Pj P 2 . . . P 7 gegeben vor. Es enthält 
der Ort 0 dann nicht nur die Eckpunkte dieses Vielecks, sondern auch 
seine Kanten P,P I + 1 , seine Seitenflächen P ( P 4 + iP (+2 , ja sogar seine 
Seitenräume von drei und vier Dimensionen. Dafs der Ort 0 die End- 
punkte, Kanten und Seitenflächen des Vielecks enthält, ist sofort ein- 
leuchtend. Denn irgend einem Punkte P von P 1 P i oder von P t P s P 
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entspricht ein Raum B 4 durch P^P l P i P }i oder durch P 1 P 2 P i u. s. w. 
Allein dann schneidet der Seitenraum P 1 P i P^P A diesen Ort 0 in den 
zwei Ebenen P l P i P s , P 2 P 3 P 4 und auiserdem in dem Punkte P, 
welchen er mit der gegenüberliegenden Seitenfläche P 5 P 6 P 7 gemein 
hat; es niufs deshalb 0 den Seitenraum P i P i P s P 4 ganz enthalten. Und 
dann findet man weiter, dafs der Ort 0 auch den Seitenraum P 1 P 2 P 5 P i P 5 
von vier Dimensionen enthalten mufs, weil dieser Raum mit ihm die 
Räume P 1 P 2 P s P 4f P^P^P 4 P b und den Schnittpunkt mit P 6 P 7 gemein 
hat u. s. w. 

Behufs des analytischen Beweises nehmen wir die Eckpunkte 
P lf P 8 . . . P t . des Siebenecks als Eckpunkte des dem Systeme 
von homogenen Koordinaten zu Grunde zu legenden Simplexes 
S (6), den Endpunkt P 7 als Emheitspufüct an. Es giebt dann die Tabelle 
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links die Koordinatensextupel (t lf ^, . . . / 6 ) der sieben Eckpunkte, rechts 
die Koordinatensextupel (ri, tJ, . . . tq) der sieben ihnen zugeordneten 
Räume Iii Und nun giebt die Einsetzung dieser Werte in die Formeln 
(1), wo n = 5 angenommen worden ist, das einfache Resultat, dafs 
von der Determinante der c,,* nur die Elemente 

°1V V 15) C ib> °26} C 36) C 41» C 51? C 52> C 62> C 63 

nicht verschwinden und zwischen diesen die neun Beziehungen 

C Al + C M = 0 > C G2 + C 63 = 0, % "f % = 0, 

C 51 + C 52 = ®> C 63 + C U ®) % + C 2G = ®y 

+ C 14+^15 = 0, C 26 + ^6 = 0 

bestehen; hieraus geht hervor, dafs diese Determinante mit jener der 
Raumkoordinaten x'i der sechs den Punkten P i} P 2 . . . P 6 entsprechenden 
Räume jß 4 identisch ist. So findet man 

r l T 2 *3 H = Jß T 6 

und diese Formeln befriedigen wirklich die Bedingungsgleichung 
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was wegen der schiefsymmetrischen Determinante nun auch wohl nicht 
anders sein könnte. 

Es ist an sich klar, wie beide Beweise sich auf den Fall eines 
beliebigen n ausdehnen lassen. Analytisch erhalten wir das analoge 
Resultat 

Tl T n-1 T n T 7i + l X «+* 

Z t= _ »mm ■ ■ Z=Z — - — — ■ - • ■■■ = • 

_ . . . y _ t > 

wofür auch 

2» 

^fc«; = o 

ist. 

3. Einfachste analytische Darstellung des Nullsystems. — Alle Ge- 
raden, Ebenen, Räume u. s. w., deren entsprechende Elemente unend- 
lich fern liegen, heifsen Durchmesser, Durchmesserebenen, Durchmesser- 
räume u. s. w. des Nullsystems. Sie gehen sämtlich durch den Null- 
punkt des unendlich fernen Raumes 27 2 « — » vom Operationsraume 72 2 « — i ; 
deshalb sind alle Durchmesser zu einander parallel. Und man beweist 
leicht, dafs jeder diesen unendlich fernen Punkt U enthaltende Raum B m 
ein Durchmesserraum ist. Sind nämlich 

(B mf Ii 2H _ TO _i), (Mm' f Jfo« — t«' — l) 

zwei Paare einander entsprechender Räume und geht Em durch JC> so 
liegt — dem Charakter der reziproken Verwandtschaft zufolge — 
Rin — m-i im B2 H — m'-i. Also mufs jedem Räume E m durch den 
Nullpunkt U von U^n — 2 ein im U« n — 2 liegender Raum Um—m — 1 cut- 
sprechen; d. h. jeder Raum R m durch U mufs Durchmesserraum sein. 

Die Nullpunkte paralleler Räume i^„_ 2 liegen in einem Durch- 
messer, nämlich in der Geraden, welche dem diesen Räumen Rsn-z 
gemeinschaftlichen unendlich fernen Räume U 2 » - s entspricht. Derjenige 
Durchmesser, welcher die Nullpunkte aller zu ihm senkrechten Räume 
Rin—s enthält, wird die Acfise des Nullsystems genannt. Diese Achse 
ist zu allen sie schneidenden Leitelementen normal u. s. w. 

Wir beweisen nun weiter, dafs irgend ein Nullsystem iV*» — 1 im 
ßs n _i durch ein Gleichungssystem 

(*=i, 2 . .. *) 

dargestellt werden kann, und fangen dazu mit dem bekannten Falle 
w = 2 unseres dreidimensionalen Raumes an. 
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Ist das dem Koordinatensysteme zu Grunde gelegte Tetraeder 
P l P 2 P i P A so gewählt, dafs die Gegenkanten PjP, und P S P 4 einander 
entsprechen, so ist dem Punkte (k, 1, 0, 0) von P X P 2 wegen der Be- 
Ziehung 

^titi - 0 

die Ebene (1, — k, 0, 0) durch P 3 P 4 zugeordnet. Also werden die 
Formeln 

<jt 3 = — Cjjfj — c iS t% 4- c S4 f 4 

tfr 4 c u t t - - 

des allgemeinen Falles übergeführt in 

6t x = c x% t t | tfr, = c 34 * 4 

(Tr 2 = — <?t 4 = — c u t^ 

Wir bemerken, dafs, wenn das Nullsystem N s gegeben ist, von den 
vier Eckpunkten P, des Koordinatentetraeders P x und P 8 ganz will- 
kürlich sind und P 3 und P 4 auf der P X P 2 entsprechenden Geraden will- 
kürlich gewählt werden können. Deshalb kann das Gleichungssystem (5) 
mit Hilfe einer achtfach unendlichen Anzahl von Koordinatentetraedern 
in die neue Form gebracht werden. Ist P 3 P 4 die Achse des Null- 
systems und P x Pi also die sie senkrecht kreuzende unendlich ferne 
Gerade, so geben die neuen Gleichungen in gewöhnlichen rechtwinkligen 
Cartesischen Koordinaten 

(6) ^ = - A. «= fe- - 1 . 

v ' ax 9 — ax x 1 — x a 

In den Gleichungen (5) treten sechs Koeffizienten c, tk auf; also 
kommt dem Nullsysteme iV r 3 die Konstantenzahl fünf zu. In der That 
wird es durch fünf Leitstrahlen bestimmt u. s. w. 

Ist nun weiter im i? 6 ein Nullsystem N 5 gegeben und entspricht 
jeder der drei zu einander windschiefen Geraden g, g f g" der von den 
beiden anderen bestimmte Raum i^, so hat man nur als Koordinaten- 
simplex das S(Q) zu wählen, welches irgend drei Punktenpaare dieser 
Geraden, (P 1; P 2 ) von g, (P 3 , P 4 ) von g', (P 5 , P 6 ) von g\ zu Eck- 
punkten hat, um auf die analogen Gleichungspaare 

6t x = e^U <Jr 3 = e 3A ti\ <7r 5 = c u M 

6t t c 12 t x y ttt^-c^M 6t, = - c^h) 

zu stofsen; denn den Punkten 

(*, 1, 0, 0, 0, 0), (0, 0, *, 1, 0, 0), (0, 0, 0, 0, l; 1) 



Digitized by Google 



Über das Nullsystem l? 2n _ l im Räume B in _ ml . 231 

der Kanten P x P if P^P^ P&P& entsprechen nacheinander die vier- 
dimensionalen Räume 

(1, -k, 0, 0, 0, 0), (0, 0, 1, 0, 0), (0, 0, 0, 0, 1, — Je) 

durch die dreidimensionalen Räume P 9 P A P 6 P t , P b P 6 P x P i} P t P % P 9 P A . 
Wir nennen die drei Geraden g, g\ g" ein StraMentripel des Null- 
systems N 6 und bemerken, dafs das allgemeine Gleichungssystem mit 
Hilfe einer achtzehnfach unendlichen Anzahl von Koordinatensimplexen 
in die neue Form gebracht werden kann. 

In welcher Beziehung stehen irgend zwei Geraden g t g' y welche 
eine gegebene Gerade g" zu einem Strahlentripel ergänzen, zu einander? 
Man beweist leicht, dafs diese Geraden einander zugeordnet sind in 
dem Nullsysteme N if welches den Schnitt des gegebenen Nullsystemes N 6 
mit dem der Geraden g" in ihm zugeordneten Räume B£ bildet. Be- 
schränkt man sich nämlich im auf die in 22J,' liegenden Elemente 
und ordnet man den Punkten, Geraden und Ebenen dieses Raumes die 
Schnitte der ihnen im N b entsprechenden Räume B l7 Räume 2^ und 
Ebenen mit diesem Bi zu, so erzeugt man im R'i das in Rede stehende 
Nullsystem N St in welchem g und g einander zugeordnet sind. Ist 
nun g" die Achse von N b und sind g und g' in dem g" zugeordneten 
unendlich fernen Räume Uli zwei einander nicht nur im Schnittnull- 
systeme N's, sondern auch senkrecht zugeordnete Geraden — welche, 
wie wir sofort beweisen werden, immer zu finden sind — , so führt 
irgend ein rechtwinkliges Koordinatensystem mit // und g als unend- 
lich fernen Geraden der Ebenen 0(X 1 X^) und 0(X s X A ) und g" als 
Achse 0X 6 zu den Gleichungen 

A = _ V a h. _ _.. = k = 

asc t — ax t bx A — bx 9 1 ~ x t 

Es bleibt also noch zu beweisen, dafs es in irgend einem i\T 3 im 
Vi zwei einander entsprechende Strahlen giebt, die einander aufserdem 
senkrecht zugeordnet sind. Dazu bemerken wir: 

1°. dafs die einander senkrecht zugeordneten Geraden im Uä einander 
zugeordnet sind in einem besonderen Polarsysteme, welches P 3 heifsen möge, 

2°. dafs man im U» eine kollineare Verwandtschaft erzeugt, falls 
man die einer nämlichen Ebene £ in jV 3 und JP 3 entsprechenden Punkte 
P,P' einander als entsprechende zuweist, 

3°. dafs keiner der vier Koinzidenzpunkte dieser kollinearen Ver- 
wandtschaft reell sein kann, weil einem reellen Koinzidenzpunkte P = P' 
nach dem Charakter von JV 3 eine durch diesen Punkt gehende Ebene s 
entspricht und dies dem besonderen Charakter von P 3 zufolge unmög- 
lich ist, 



Digitized by 



232 



P. H. ScHorTK: 



4°. dafs das Tetraeder dieser vier Koinzidenzpunkte also nur ein 
Paar reeller Gegenkanten besitzt, die Verbindungsgeraden der Paare 
konjugiert imaginärer Koinzidenzpunkte, 

5°. dafs in diesen reellen Kanten <y, <f die Paare von Koinzidenz- 
punkten, dem besonderen Charakter von 1\ gemäfs, Kreispunkten- 
paare sind. 

Li dem allgemeinen Falle eines JV 2b _i im B tn ~\ bestimmen wir 
ein Koordinatensimplex S(2n) mit den Eckpunkten F if P it . . . P SH) 
welchem die Eigenschaft zukommt, dafs die n alle Eckpunkte auf- 
nehmenden Kanten PxP i} PsPa, ... P21.-1 Pan ein System K(n) von 
n Geraden bilden von der Beschaffenheit, dafs jeder dieser Geraden der 
von den übrigen bestimmte Kaum 2^ M _s entspricht. Die Konstanten- 
zahl dieses Simplexes ist offenbar 

2 (2n - 1) + 2 (2ii - 3) + 2 (2n - 5) + • • • + 2 

d. h. 2» 2 . In Bezug auf irgend ein mit einem dieser 00- Simplexe 
in Verbindung stehendes Koordinatensystem wird das Nullsystem N% „ _ 1 
dann durch die Gleichungen (4) dargestellt. 

Ist nun weiter C' 2 „_ a der unendlich ferne Raum, welcher der Achse 
von iV^n-i entspricht, so beweisen wir, dafs es in diesem U 2n - 3 ein 
System von n — 1 reellen Geraden giebt, welche mit der Achse ein System 
K(n) von n Geraden der oben beschriebenen Beschaffenheit bilden. Dazu 
inufs dann wieder hervorgehoben werden, dafs der Schnitt des Null- 
systemes N^n — i niit dem der Achse entsprechenden Räume Z/s»» — 3 ein 
Nullsystem N* n — s ist, dafs die in diesem Uin — s einander senkrecht 
zugeordneten Elemente ein besonderes Polarsystem P 2 „_s bilden, dafs 
die kollineare Verwandtschaft zwischen den einem nämlichen ZJg« — 4 
des U» H -$ in N 2n ~3 und P 2n _ 3 zugeordneten Punkten 2n — 2 imagi- 
näre Koinzidenzpunkte besitzt und diese Punkte also immer ein und 
auch nur ein System von n — 1, sie alle enthaltenden reellen Geraden 
zulassen, die Verbindungsgeraden der Paare konjugiert imaginärer 
Punkte, von welchen Geraden diese Paare dann wieder die Kreispunkten- 
paare sind. Nimmt man nun die Achse von N 2n -i als Achse OX 2b _, 
eines rechtwinkligen Koordinatensystems an, für welches weiter die 
n — 1 oben gefundenen unendlich fernen Geraden die Stellungen der 
Ebenen ^(XjJ^), 0{X 3 X 4 ) . . . 0(X 2n _ 3 X 2n _2) bestimmen, so erhält 
man für N 2n ~i das Gleichungssystem 

n\ £1 = .__ V = & ^ _ . . . = _it«__3 hn_L- % 

^ ' ax t — ax x bx A —bic 3 ~ ''#2« 2 — ^s« 3 

1 — -*aw 1 
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Hiermit ist die einfachste analytische Darstellung des Nullsystems 
gegeben. 

4. Beweglichkeit des Nullsystems. Nennt man die n — 1 oben ge- 
fundenen unendlich fernen Geraden die uneigentlichen Achsen des Null- 
systems, so beweist man mit Hilfe der Gleichungen (7) unmittelbar den 
folgenden Satz: 

Als Ganzes ändert das Nullsystem ^w-i sich nicht bei irgend 
einer Schraubung um seine n Achsen. 

Diese Schraubung ist die Resultante von den n — 1 Drehungen 
und der einen Schiebung dargestellt durch die Gleichungen 

> 

x 2k -i = y-ik-\ cos <p k — y ik sin <p k I 
#2* =Vik-\ sin <p k + y 2k cosqpjt J 

X*n-\= y*n-l + P, 

welche, in Verbindung mit der Bedingung 

2n-l 

2}xt +1=0 

zwischen Punktkoordinaten und Raumkoordinaten, der Transformation 



= a 2A . ! sin qp A . + ^ cos <p A . 

1 

„ _ ^2« 1 



(*=1, 2 . . .w — 1) 



entsprechen. Und nun erhält man nach Umkehrung des letzteren 
Systems und Einfügung der Werte für x { und in (7) mittels einer 
leichten Umbildung das Gleichungssystem, in welches (7) übergeht, 
wenn man x, und %\ durch y t und y t ersetzt. Also ist obiger Satz be- 
wiesen. 

5. Das Nullsystem in der Mechanik. Die Beweglichkeit des Null- 
systems JV*,,.-! im Ho n -\ deckt sich vollkommen mit der allgemeinsten 
Bewegung im 7t 2 « — i- Aufserdem beweist man leicht folgende mehr- 
dimensionale Verallgemeinerung eines bekannten Satzes von Chasles: 

Erleidet ein starres System S* n — i in seinem Baume R-2 H — i eine 
unendlich Meine Bewegung allgemeinster Art, so sind die Räume B 2n - L >, 
welche durch seine einzelnen Punkte P normal zu den Bewegungsrit-htungcn 
dieser Punkte gelegt Bierden, diesen Punkten zugeordnet in einem gewissen 
Nulkysteme N 2n -i- Und umgekehrt kann jedes im « - 1 gegeben vor* 
liegende Nullsystem N 2 „-i auf diese Weise erzeugt werden. 

Jahreabericht d. Deutscheu Mathem.-Vereinigung. XI. Heft 5. IG 
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Wir unterdrücken den Beweis, der sowohl geometrisch wie analytisch 
geführt werden kann und keine Schwierigkeiten darbietet. 

Endlich steht das Nullsystem im li% n — 1 auch in Verbindung mit 
Kräftesystemen im 7?2*-i. Es gelten nämlich folgende allgemeine 
Sätze: 

Ein im li^ n -\ geyebenes Kräftesystem allgemeinster Art läfst sich 
auf oo 2 »* 2 " -1 ) wirklich verschiedene Weisen auf n nicht in einem näm- 
lichen jR 2n -2 liegende Einzelkräfte zurückführen. Die Systeme K(n) von 
den n diese Kräfte tragenden Geraden gehören im oben angedeuteten 
Sinne einem nämlichen Nullsysteme an. 

Umgekehrt kann jedes dieser dem Nullsysteme angehörenden Systeme 
K(n) von n Geraden n Kräfte tragen, welche das gegebene Kräftesystem 
zu ersetzen imstande sind. 

Insbesondere steht das System der Aclise des Nullsystemes und der 
n — 1 einander senkrecht zugeordnete unendlich fernen Geraden mit der 
Ersetznng des Kräftesystemes durch eine einzige Kraft und n — 1 Kräfte- 
paare in Verbindung. 

Am Ende erwähnen wir folgende Ausdehnung eines anderen be- 
kannten Satzes von Chasles: 

Alle Simplexe, deren 2n Eckpunkte die Anfangs- und Endpunkte 
eines Systems von n mit einem gegebenen Kräftesysteme im äqui- 
valenten Kräften sind, sind inhaltsgleich. 



Die neuere Entwickelung 
der geographischen Ortsbestimmung zu Lande und auf See. 

Von Adolf Marcuse in Berlin. 

In einer vereinigten Sitzung der Abteilungen für Mathematik und 
Astronomie, Geodäsie und Geographie der Hamburger Versammlung 
gab der Vortragende einen Überblick über die Entwickelung der In- 
strumente und Methoden zur geographisch- und nautisch-astronomischen 
Ortsbestimmung innerhalb der letzten Jahrzehnte. 

Für die Beobachtungen mit Reflexionsinstrumenten auf See wurde 
der neuesten Apparate gedacht, welche dazu dienen, eine künstliche 
Horizontmarke als Absehenslinie für die Messungen an Bord her- 
zustellen. Dieselben, insbesondere der Libellenquadrant von B utenschön 
und der Gyroskop-Kollimator von Fleuriais sind von grofser Wichtig- 
keit, weil häutig, vorzugsweise des Nachts, die Kimmlinie unsichtbar 
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ist, und weil aufserdem auch für Tagbeobachtungen sehr oft die bisherige 
Kimm tief enkorrektion um mehrere Bogenminuten falsch werden kann, in- 
folge anomaler Lagenänderung, abhängig vom Unterschiede zwischen Luft- 
und Wassertemperatur. Nach neueren Spezialuntersuchungen kommen 
abnorme Hebungen der Kimmlinie bis zu 10' vor und, selbst wenn 
man die Tafeln der Kimmtiefenkorrektion aufser mit dem Argument 
der Augenhöhe auch noch in Funktion des jeweiligen Unterschiedes 
von Luft- und Wassertemperatur ausdrückt, so bleiben doch noch 
Fehler von fast 1 ' übrig, welche die Genauigkeit einer nautischen 
Ortsbestimmung ernstlich in Frage stellen. 

Zur geographischen Orientierung bei Landreisen dient am besten 
ein mittelgrofses Universalinstrument, dessen Fernrohr zentrisch und 
gebrochen eingerichtet ist. Grofse Vorteile bietet die Ortsbestimmung 
auf photographischem Wege, für welche der Vortragende ein besonderes 
Reiseinstrument nach dem Prinzip der Kopp eschen Phototheodoliten, 
aber mit manchen astronomischen Erweiterungen, hat konstruieren lassen. 
Mit diesem gegenwärtig noch in Untersuchung befindlichen photo- 
graphischen Universal sollen alle Aufgaben geographischer Orientierung, 
Zeit, Breiten- Azimut- und Längenbestimmungen sowohl visuell als auch 
auf photographischem Wege gelöst werden. 

Im zweiten Abschnitte des Vortrags wird ein Überblick über die 
Methoden zur Lösung der geographischen Orientierungsaufgaben ge- 
geben. Dieselben werden nicht nur im Hinblick auf die verlangte 
Genauigkeitsstufe (astronomisch, geographisch und nautisch), sondern 
auch mit Rücksicht auf die geographische Lage des Bestimmungsortes 
(mittlere Breiten, Tropen, Polargegenden) individualisiert. 

Besondere Beachtung wird den photographischen Methoden ge- 
schenkt, und aufserdem werden die neueren, auf französischen und 
englischen Vorarbeiten basierenden Lösungen von Borgen näher 
besprochen. Dieselben beruhen auf der Anwendung der sogenannten 
Mercatorschen Funktionen und Kofunktionen der wachsenden Breiten, 
mit deren Hilfe alle Aufgaben der nautischen und genäherten geo- 
graphischen Ortsbestimmung bis auf die Zehntelbogenminute genau durch 
einfache Tafeln sich lösen lassen, ohne logarithmisch- trigonometrische 
Rechnungen. Die grofsen Vorteile dieser Börgenschen Tabellen der 
Mercator-Funktionen beruhen auf Vereinfachung, Sicherung und Uber- 
sichtlichkeit aller Rechenoperationen. 

Hinsichtlich der Längenbestimmungen, welche noch immer das 
Schmerzenskind der geographischen Orientierung bilden, wird auf 
die grofse Zukunft der Methode photographischer Monddistanzen auf- 
merksam gemacht, welche besonders von Koppe durch Elimination 

lü* 
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des hierbei stets unscharf photographierten Mondrandes bedeutend ver- 
bessert worden ist. 

Das wichtige und weite Gebiet der geographischen Ortsbestimmung, 
auf welchem noch grofse Fortschritte zu machen sind, gilt als Grenz- 
gebiet zwischen der astronomischen und geographischen Wissenschaft; 
die Himrnelskunde ist der gebende, die Geographie der empfangende Teil. 



Über den mathematischen Hochschulunterricht*). 

Von Robert Fkicke in Braunschweig. 

Meine Herren! Der äufsere Anlafs zu meinem heutigen Vortrage ist, 
dafs ich in diesen Tagen eine Arbeit vollendet habe, welche, wie ich glaube, 
für die mathematische Ausbildung der Ingenieure nicht ohne weitgehendes 
Interesse ist. Ich lege hier auf den Tisch des Hauses das zweite Exemplar 
der deutschen Ausgabe von John Perrys „Calatlus for engineers" nieder, 
nachdem ich am 18. d. M. das erste Exemplar meinem hochverehrten Amts- 
vorgänger, Herrn Professor Dr. Dedekind, zu seinem goldenen Doktor- 
jubiläum gewidmet habe. Meine heutigen Worte sollen den Zweck verfolgen, 
Ihnen die Bedeutung des genannten Werkes für den Hochschulunterrieht 
darzulegen; und ich will die Gelegenheit nicht vorübergehen lassen, mich 
über eine Reihe von Fragen, die hierbei in Betracht kommen können, im 
Zusammenhang zu äufsern. 

Die Idee einer deutschen Bearbeitung von Perrys genanntem Werke 
habe ich in den Jahren gefafst, als im lebhaften Austausche der Meinungen 
die Fragen der Organisation des mathematischen Hoehschuhinterrichts zwischen 
den beteiligten Kreisen diskutiert wurden**). Es wurde uns damals durch- 
aus nicht immer leicht, zum inneren Ausgleiche der Meinungen zu gelangen; 
und es war auch für den Klarblickenden kein Zweifel über den Grund 
dieser Schwierigkeit vorhanden. Wir Deutsche waren eben nicht so glück- 
lich, wie z. B. unsere Nachbarn im Westen, führende Geister zu besitzen, 
die zugleich im Lager der Techniker, wie in dem der Mathematiker die 
Anerkennung besafsen. Sie hätten 'uns vermöge ihrer Erfahrung und Ein- 
sieht durch den Zwiespalt der widersprechenden Meinungen hindurch den 
richtigen Weg gewiesen. 

*) Vortrag, gehalten in der mathematischen Abteilung des Vereins für Natur- 
wissenschaft in Braunschweig am 19. März 1902. 

**) Ich will übrigens gleich am Anfange betonen, dafs meine Ausführungen 
keinerlei persönliche Spitze haben, am allerwenigsten aber gegen irgend eine der 
hiesigen Hochschule angehörende Persönlichkeit gerichtet sind. Ich will damit 
nicht sagen, dafs unsere Hochschule von der damaligen Diskussion nicht auch 
mehr oder weniger lebhaft ergriffen sei. Indessen meine ich, dafs unsere damaligen 
Meinungsäufserungen interne Angelegenheiten unserer Hochschule sind. Ich habe 
bei meinem heutigen Vortrage nur die Angriffe und Entgegnungen im Auge, 
welche damals in Vereinen, Versammlungen und Zeitschriften laut geworden sind, 
die in keiner direkten Beziehung zu der hiesigen Hochschule stehen, die aber 
zweifellos ein treues Bild von der damaligen Stimmung über den mathematischen 
Hochschuluntevricht geben. 
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Wie steht es denn in dieser Hinsicht dank der Wirkung der Pariser 
Ewlc polyteehniqtte seit langer Zeit und auch noch heute in Frankreich? 
Ich brauche Sie nur kurz an den hervorragendsten Namen zu erinnern, 
den Poncclets, der als Ingenieur und Mathematiker gleichermafsen geachtet 
war. In seinem „Tratte des proprietes projeefives des figures" hat er schöpferisch 
in die Fortentwicklung der Geometrie eingegriffen und einen neuen Zweig 
dieser Wissenschaft ins Leben gerufen; in der Hydraulik ist sein Name 
mit dem „Ponceletrad u unvergessen geblieben. Denken Sie an Na vier, der 
seine Laufbahn 1808 als Brückeningenieur begann, der bereits wenige 
Jahre später (1813— 16) ein hervorragendes Werk über Brückenkonstruktionen 
schrieb, und der später ein Buch über Differential- uud Integralrechnung 
schrieb, welches noch bis in unsere Tage hinein zahllose Leser gefunden 
hat. Ich nenne ferner Poinsot, Professor der Mathematik und Mechanik 
an der Ecole polyteebnique, dessen Ideenbildungen innerhalb der Statik 
für die technische Mechanik grundlegend geworden sind, und dessen glänzende 
Untersuchungen über die Kinetik der starren Systeme bahnbrechend in 
diesem Gebiete gewirkt haben. Aber nicht nur in der älteren Zeit, sondern 
bis in das modernste Frankreich hinein finden wir analoge Beispiele. Hat 
doch selbst Poincare, dessen Genie in der gegenwärtigen mathematischen 
Wissenschaft Frankreichs am hellsten leuchtet, seine Laufbahn als ingenieur 
des mines begonnen. 

Wie aber steht es bei uns in Deutschland? Die Wissenschaften der 
Technik und diejenige der Mathematik sind bei uns, jede gesondert von der 
anderen, ihren Entwicklungsgang gegangen und haben im verflossenen Jahr- 
hundert eine reiche Entfaltung gefunden. Welch' ein Unterschied zwischen 
der ersten in Preufsen 1796 erbauten gufseisernen Brücke über das Striegauer 
Wasser in Schlesien und -der 100 Jahre später dem Verkehr übergebenen 
Müngstener Brücke, welche den Beschauer wie ein neues Weltwunder an- 
mutet, zwischen der Zeit, da Deutschland anfing, sich am Dampfmaschineu- 
bau zu beteiligen, und der Epoche unserer bedeutenden Thermodynamiker 
Redtenbacher, Zeuner u. A. bis zu den komplizierten Dreifach-Expansions- 
niaschinen, welche unsere grofsen Ozeandampfer fortbewegen, zwischen den 
Anfangen der elektrischen Telegraphie und den gewaltigen Drehstrommaschinen 
vou ca. 2000 P. S., welche die grofsen deutschen Firmen vor zwei Jahren 
in Paris ausstellten. Nicht minder grofsartig ist die Entwicklung der 
Mathematik während des verflossenen Jahrhunderts in Deutschland gewesen, 
seit ihr zu Beginn jenes Jahrhunderts Gaufs die Wege gewiesen hatte. In 
allen Disziplinen der höheren Mathematik sehen wir einen fast beispiellosen 
Fortschritt: Die Zahlentheorie ist von unseren deutschen Arithmetikern 
durch Erweiterung und Vertiefung des Zahlbegriffes zu einem bewunderungs- 
würdigen Wissensgebäude ausgestaltet, in der Funktionentheorie ist durch 
deutsche Forscher ein gewaltiges neues Gebiet hinzuerobert, und die Algebra 
und Geometrie haben zum guten Teil auf Grund deutscher Arbeiten ihre 
moderne Gestalt gewonnen. 

Das war der in Deutschland erreichte Entwicklungsstand der Technik 
einerseits und der Mathematik andrerseits, als die Zeitverhältnisse vor etwa 
sieben Jahren zu einer Aussprache zwischen beiden Wissenschaften trieben. 
Da war es kein Wunder, dafs hier wie dort mit dem stolzen Bewufstsein 
der Kraft und Gröfse das Wort geführt wurde. Aber es zeigten sich auch 
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die bedenklichen Folgen des Umstandes, dafs in Deutschland die Technik 
und die Mathematik den gemeinsamen Weg verfehlt hatten: Das Gemein- 
schaftsgefühl, wie es der nahen Beziehung beider Wissenschaften entsprochen 
hätte, war verloren gegangen. 

Dies zeigte sich schon rein äußerlich genommen in der gegenseitigen 
Wertschätzung, wie sie, von sicherlich mancher rühmenswerten Ausnahme 
abgesehen, hüben wie drüben von der grofsen Menge empfunden wurde. 
Der Techniker sagt, die höhere Mathematik sei eine „Hilfswisscnsctiaft" 
der Technik, von der man so wenig als nur irgend möglich aufnehmen 
mufs: Dies Wenige erstreckt sich auf die Elemente der Differential- nnd 
Integralrechnung, der analytischen Geometrie und, wenn es hoch kommt, 
ein wenig Differentialgleichungen und ein wenig Potentialtheorie. Manchen 
Ingenieuren mag bekannt sein, dafs damit die Mathematik noch nicht erschöpft 
sei, dafs es Leute gäbe, die auch noch andere tiefer liegende Disziplinen 
der höheren Mathematik betreiben. Doch das seien Phantasien ohne Be- 
deutung, Hirngespinste ohne äußeren Wert, und den Leuten, welche von 
einer „ Wissmsctiaft um ihrer selbst willen" sprächen, könne man im modernen 
Leben eigentlich nur noch mit einem mitleidigen Lächeln begegnen. Natür- 
lich hat die Medaille auch ihre Kehrseite. Wie denken denn die Mathe- 
matiker strenger Richtung über die Hochschulmathematik. Die entbehre 
der sicheren Grundlage in den fundamentalen Begriffsbildungen, sie stelle 
etwas Unbestimmtes, „Quallenhaftes" dar, das man kaum noch mit dem 
Namen einer fest begründeten Wissenschaft bezeichnen könne, die Einzel- 
heiten der technischen Wissenschaften liegen ihnen gewöhnlich recht fern; 
es hat ihnen an Gelegenheit gefehlt, die Gröfse der wissenschaftlichen Arbeit 
kennen und schätzen zu lernen, welche in den technischen Disziplinen ge- 
leistet worden ist. Allerdings ist in den letzten acht Jahren von Göttingen 
eine Bewegung ausgegangen, welche die grofse Bedeutung der technischen 
Wissenschaften für unser gesamtes modernes Leben richtig ermifst und an 
unseren Universitäten zur Geltung bringen will. Aber selbst diese zeit- 
gemäfse und höchst wichtige Bewegung war wenigstens in ihrem allerersten 
Stadium von dem Gedanken nicht frei, die Technik müsse wissenschaftlich 
gehoben werden und die höhere Technik gehöre an die Universität. 

So war denn die Lage bei unseren damaligen Aussprachen für alle 
diejenigen eine wenig erfreuliche, welche bestrebt waren, nach beiden Seiten 
hin gute Beziehungen zu unterhalten. Insbesondere aber mutete uns allen 
daran liegen, dafs die Lehrorganisation der technischen Hochschulen von den 
Folgen widersprechender Meinungen befreit werden müsse. Die Art des 
mathematischen Hochschulunterrichts wurde demnach die Hauptfrage, über 
welche eine Verständigung möglichst bald angestrebt werden mufste. 

Da hat es erstlich nicht an ganz Kadicalen gefehlt, welche darauf 
hinzielten, die höhere Mathematik überhaupt von den Hochschulen zu ver- 
bannen oder wenigstens in der Hauptsache mit der Elementarmathematik 
allein zu arbeiten. Seltsamer Weise ist ein Mathematiker der Hauptträger 
dieser Tendenz gewesen. Von technischer Seite wurde diesen Vorschlägen, 
wie es sich gebührte, gedient. Im Verein deutscher Ingenieure ist die 
Diskussion hierüber in dem Jahre 181M> und [)7 ausgefochten; die Zeit- 
schrift jenes Vereins giebt nähere Auskunft über die Einzelheiten. 

Vor allen aber wurden zahlreiche Stimmen laut, welche den üblichen 
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mathematischen Hochschulunterricht nicht frei hielten von bedenklichen Schäden. 
Es wurden Umwandlungen der Lehrmethode und der Stoffauswahl in den 
mathematischen Vorlesungen gefordert, welche dem vornehmlichen Zwecke 
unserer Hochschulen, der Bildung der für die grofse industrielle Praxis und 
für die staatlichen Bauunternehmungen alljährlich nötigen Ingenieure, mehr 
dienlich sein sollten, als bisher. 

Ich bin nicht im Zweifel, dafs alle Dozenten der Mathematik an den 
Hochschulen den so an sie herangetretenen Bedenken und Wünschen die 
ernsteste Aufmerksamkeit geschenkt haben. Denn es besteht, wie gesagt, die 
Hauptaufgabe unserer Hochschulen in der Sorge um die Ausbildung der 
weitaus überwiegenden Zahl studierender Techniker, welche nach Absolvierung 
ihrer Studien für den Eintritt in die Praxis wohl vorbereitet sein wollen. 
Für diese Studierenden haben die Vorlesungen über höhere Mathematik in 
erster Linie den Zweck, als Vorbereifung zu dienen für das Verständnis der 
weiter folgenden technisch* n Vorlesungen, zunächst derjenigen über technische 
Mechanik, dann aber auch über Dampfmaschinentheorie, Elektrotechnik, 
Brückenbau u. s. w. Dass der Lehrer der höheren Mathematik in den diesem 
Zwecke dienenden Vorlesungen seinen Zuhörern jede mögliche Erleichterung 
der Auffassung zukommen lassen wird, ist eigentlich selbstverständlich. Er 
wird sich auf das Notwendige beschränken, der abstrakten Formulierung 
seiner Sätze, wo es irgend angeht, zu Gunsten einer geometrisch anschau- 
lichen Darstellung entsagen, sowie überhaupt seinem Gegenstande die ele- 
mentarste Seite abzugewinnen suchen, welche mit dem wissenschaftlichen 
Charakter desselben noch vereinbar ist. Der Lebensnerv des Dozenten hängt 
viel zu sehr am Lehrerfolge, als dafs eine Abweichung von jener Eicht- 
schnur eine häufiger hervortretende Erscheinung sein könnte. 

Aber es wurde die Forderung laut: „Das sei nicht einmal genug, der 
Mathematiker solle seine Beispiele dem Tdeenkreisc des Technikers entnehmen 
und an diesen seine mathematischen Überlegungen einführen." Einiges läfst 
sich ja in dieser Hinsicht leicht erreichen. Bei den Grundbegriffen „Vari- 
able", „Funktion", „Differentialquotient'' knüpft man an mechanische oder 
sonstige physikalische Vorgänge an; bei der Anwendung der Differential- 
rechnung auf die Kurvengeometrie wird man für die Kurvenerzeugung solche 
Mechanismen gern bevorzugen, welche den künftigen Ingenieur interessieren; 
in der Integralrechnung wird man vom statischen Moment und vom Träg- 
heitsmoment handeln u. s. w. Man wird ferner, wo es angeht, kinematische 
Modelle, Integraphen, Planimeter u. s. w. in der Vorlesung demonstrieren, 
um die unmittelbare Umsetzung mathematischer Vorstellungen in mechanisch 
greifbare Wirklichkeit darzuthun. Eine Sammlung von Apparaten der genannten 
Art müfste für die Vorlesungen über höhere Mathematik zur Hand sein. 

Vielleicht darf ich hier ein paar Bemerkungen über die Verhältnisse 
an unserer Braunschweiger Hochschule einschalten. Ich will nur einige 
besonders wertvolle Stücke unserer Sammlung nennen, und zwar nur solche, 
welche in direkter Beziehung zur Differential- und Integralrechnung stehen. 

Für die kurventheoretischen Anwendungen der Differentialrechnung haben 
wir eine Auswahl aus der Sammlung kinematischer Modelle von Schilling 
zur Hand. Die Theorie der unbestimmten Integrale findet ihre Erläuterung 
am Integraphen von Abdank-Abakanowicz, von dem wir die kleinere von 
Coradi in Zürich hergestellte Konstruktion besitzen. Zwei weitere ausge- 
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zeichnete Apparate von Cor ad i dienen den Grundlagen der Theorie der be- 
stimmten Integrale. Das Kugelrollplanimeter zeigt uns in überaus anschau- 
licher Weise das Zustandekommen des bestimmten Integrals bei rechtwinkligen 
Koordinaten; ein gewöhnliches Polarplanimeter und ein Vräcisionsscheibcn- 
planimctcr haben eine ähnliche Bedeutung für Quadraturen in Polarkoordinaten. 
Ein ganz besonders wertvoller Bestandteil unserer mathematischen Sammlung 
ist endlich ein Integrator von Amsler, welcher gestattet, gleichzeitig den 
Inhalt, das statische, sowie das Trägheitsmoment eines ebenen Flächenstückes 
in Bezug auf eine Achse zu bestimmen. Ich glaube, dafs jeder, der überhaupt 
für Mechanismen und deren Theorie Sinn hat, für diese und ähnliche Apparate 
lebhaftes Interesse haben mufs, und ich meine, dafs man nur sehr günstige 
Wirkungen erzielen kann, wenn man dieselben in der Vorlesung über 
Differential- und Integralrechnung in ausgiebigster Weise zur Geltung bringt. 
Ich hoffe nach dieser Richtung im Laufe der nächsten Jahre noch weiter 
gehen zu könneu. Insbesondere erscheint es mir auch als etwas sehr 
Wünschenswertes, dafs man in den Vorlesungen über reine Mathematik 
einen Projektionsapparat zur Hand hätte. Zahlreiche Figuren, welche man 
jetzt überhaupt nicht oder nur in ganz unvollkommener Form an der Wand- 
tafel entwerfen kann, würden dem Zuhörer deutlich und in korrekter 
Gestalt vorgeführt werden können; Apparate, welche man nicht selbst zu 
demonstrieren ün stände ist, lassen sich im Bilde vorführen; Maschinenteile 
oder Baukonstruktionen, an welche sich eine raathematische Entwicklung 
anknüpfen läfst, könnten einem groisen Zuhörerkreise vor Augen gestellt 
werden u. s. w. 

Ist denn nun mit einer solchen Ausgestaltung der Vorlesung den 
Wünschen genügt, die an den mathematischen Hochschulunterricht heran- 
getreten sind? Einige bejahen diese Frage. Von der Mehrzahl wird sie 
offen oder insgeheim verneint! Man meint, es bliebe immer noch eine 
tiefgehende Lücke zwischen der Vorlesung über Differential- und Integral- 
rechnung und der nächst benachbarten Vorlesung über technische Mechanik. 
Mancher Studierende, der vielleicht noch mit Mühe der mathematischen 
Vorlesungen Herr geworden war, könnte die Kluft nicht mehr recht überwinden 
und wäre seinem eigentlichen Studienziele durch die mathematischen Vor- 
lesungen mehr entfremdet als zugeführt. Der Mathematiker leite, ohne es 
zu wissen und zu wollen, seine Zuhörer auf einen Abweg, er könne in 
seinen Vorlesungen das richtige Milieu nicht entwickeln, in dem der junge 
Techniker gedeihe; es müsse gefordert werden, „dafs der Mathematiker die 
Bedürfnisse der Technik aus eigener praktischer Erfahrung kenne"'. Da haben 
wir denn den eigentlichen Grund der oben erwähnten Mifsstimmung zwischen 
Technikern und Mathematikern. Ich glaube, dafs die eben ausgesprochene, 
von technischer Seite in dieser Gestalt wirklich aufgestellte Forderung ein 
Ideal aufstellt, dessen Erreichung für die gedeihliche Entwickelung unserer 
Hochschulen in der That äufserst förderlich wäre. 

Die wahre Lösung der bezeichneten Schwierigkeiten kann natürlich nur 
in der 'Aufhebung jener Entfremdung zwischen den technischen und den 
mathematischen Wissenschaften liegen, von der wir schon anfangs sprachen. 
Nicht ohne Absicht habe ich Ihnen die in dieser Hinsicht glücklicheren 
Zustände Frankreichs geschildert. Wirken wir dahin, dafs die mathematische 
Wissenschaft an unseren Hochschulen reicher kultiviert wird, nicht für das 
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Gros, aber für eine Meine Zahl auserlesener Studierender , und es wird mit 
den Jahren dahin kommen, dafs wir Mathematiker haben, welche die Technik 
können, oder Ingenieure, welche mathematische Vorlesungen halten können. 
Am Schlüsse meines Vortrags will ich noch einmal zu diesen Fragen der 
wissenschaftlichen Weiterentwicklung der technischen Hochschulen zurück- 
kehren. Wir dürfen in dieser Hinsicht erst von der Zukunft Früchte und 
Erfolge erhoffen; für das augenblickliche Lehrbedürfnis an den Hochschulen 
sind uns einstweilen andere Wege gewiesen. 

Da liegt es näher, den schon eingeschlagenen Weg des Entgegenkommens 
noch weiter zu verfolgen und die Vorlesungen über Differential- und 
Integralrechnung noch weit mehr auszukleiden mit Beispielen aus dem 
Interessenkreise des angehenden Technikers. Manche Bitte um Empfehlung 
zweckmäfsiger Beispiele wird zu diesem Zwecke seitens der Mathematiklehrer 
an ihre technischen Kollegen gerichtet sein. Aber nach allem, was ich 
erfahren habe, dürfte die Ausbeute in dieser Hinsicht im ganzen eine recht 
magere geblieben sein. 

Hier ist nun die Stelle, wo mein Interesse an Perrys Werk ..The 
Cakulus for Engincers" eingesetzt hat. 

Ich hebe hierbei zunächst rühmend hervor, dafs Perry, obgleich er 
selber Techniker ist, sich doch die richtige Würdigung der Mathematik als 
einer „grundlegenden Hilfswissenschaft" der Technik bewahrt hat, und dafs 
er in dieser Hinsicht manches goldene Wort zur Beherzigung für den 
angehenden Techniker in seinem Buche ausspricht. Am Ende eines Absatzes, 
in dem sich Perry über weitergehende Pläne und insbesondere über die Be- 
deutung der partiellen Differentialgleichungen für die Ingenieurwissenschaften 
äufsert, kehrt er zur Differentialrechnung zurück und sagt: ,.So sollte denn 
der Ingenieur vor allem die Differentialrechnung mit derselben Leichtigkeit 
handhaben lernen, wie er in der Werkstatt lernt mit Meifsel und Feile 
umzugehen; das ist die Idee, welche mich bei meinem Unterricht der Ingenieure 
im Gebrauche der höheren Analysis leitet." Ein anderes Mal sagt Perry 
von der Differential- und Integralrechnung: Leider erwerben sich nur so 
Wenige eine tiefer gehende Kenntnis dieser bewundernswerten Wissenschaft; 
und leider verliert so Manch ei- gar zu schnell seine kaum erworbene Fähigkeit 
im Differenzieren, weil er sich niemals die Mühe genommen hat, den funda 
mentalen Begriff des DifferentiatquoUenten wirklich klar zu erfassen. Wenn 
aber Jemand die Grundbegriffe unserer Wissenschaft klar erkannt hat, so 
sollte er sich auch die nötige Fertigkeit in der Handhabung derselben erwerben. 
Diese Fähigkeit wird ihm aber für seine spätere Praxis von gröfstem Werte sein " 

Perry spricht öfters aus, dafs er Gewicht legt auf eine selbstverständlich 
nach seinen Zwecken bemessene Strenge in der Erklärung der Grundbegriffe. 
Eine beachtenswerte Stelle ist in dieser Hinsicht die, wo er sich über den 
Grenzbegriff und den Begriff des unendlich Kleinen äufsert, und wo er 
solche Ingenieure tadelt, die hier unstreng und unwissenschaftlich verfahren. 
Von diesen sagt er: „Sie zeigen damit, dafs sie, wenn sie auch das Alter 
des Methusalem erreichen mögen, niemals die klare Auffassung, welche den 
wissenschaftlich durchgebildeten Ingenieur macht, erreichen werden." Und 
wenige Zeilen später bezeichnet er als sein Hauptziel, „seine Leser dahin 
zu bringen, dafs sie nictit mein-, wie leider noch viele Ingenieure, cor den 
Differential' und Integralzeichen Angst bekommen". 
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Sie sehen, Pcrry versteht es, seine Auseinandersetzungen mit dem 
richtigen Humor zu würzen. Überhaupt aber besitzt er eine bewunderungs- 
würdige Lehrgabe und weifs seine Gegenstände in anregender Frische selbst 
solchen Lesern oder Zuhörern mundgerecht zu machen, welche sonst vielleicht 
inathematischen Überlegungen wenig geneigt sind. Ist es ihm doch sogar 
mit grofsem Erfolg gelungen, in Abendvorlesungen, die für Arbeiter bestimmt 
sind, mathematische Gegenstände zu behandeln, die durchaus über die 
Elemente hinausgreifen*). 

Perry hat denn auch genau die richtige Empfindung für jene Lücke, 
welche sich für so manchen Studierenden zwischen den mathematischen 
Vorlesungen und den technischen öffnet. „Vielleiclit haben manche meiner 
Leser", so äufsert er sich einmal, „schon scJiwierigc matltematiscJie Prüfungen 
abgelegt; sie können eine gegebene Funktion von x differenzieren, viele Funktionen 
van x integrieren; sie wissen allerhand schmerige Aufgaben über Fufspunkt- 
kurven, llolllinien, elliptiscJte Integrale zu tösen; aucJi solchen Lesern hoffe 
icJi nützlich zu sein. Für sie ist die Schwierigkeit, dafs ihnen ihre mathematischen 
Kenntnisse nicht von Nutzen zu sein scJieinen bei praktischen Aufgaben der 
Technik. Gieb ihren x's und y's eine physikalische Bedeutung, und was die 
leicliteste Bechenaufgabe war, wird ein schwieriges Problem. Ich kenne solcJie 

d D 

Leute, die, wenn sie in einem tedmiscJien Buche ein oder ein Integral- 

zeicJten finden, schleunigst über dasselbe hinweglcsen." 

Das sind ja freilich bisher nur mehr beiläufige Gesichtspunkte. Das 
Ausschlaggebende an Perrys Buche aber ist die überreiche Anzahl von 
Beispielen, die dem Gesichtskreise des Technikers entnommen sind, die 
Methode, überall vom konkreten Beispiele aus den mathematischen Gedanken 
entstehen zu lassen, die innige Durchdringung der mathematischen Überlegung 
mit ihrer Verwertung bei der Behandlung technischer Probleme. Eine 
mathematische Formel ist für Perry nicht nur das Ziel eines logischen 
Beweises; sondern er wird bei wichtigen Formeln nicht müde, seine Leser 
immer wieder zu ermahnen, dafs sie sich das durch eine Formel zum 
Ausdruck kommende Gesetz lebendig veranschaulichen und einprägen sollen. 
In der Einleitung spricht er von einigen elementaren Vorkenntnissen. Da 
ist es ihm nicht genug, die Formel des pythagoräischen Lehrsatzes zu nennen; 
vielmehr soll sich der Leser wirklich rechtwinklige Dreiecke zeichnen, die 
Seiten so genau wie möglich messen und den Pythagoras empirisch prüfen. 
Der Leser soll die Gleichung: 

sin (« -j- ß) = sin a cos ß -J- cos « sin ß 

nicht nur allgemein beweisen können, sondern er soll sie vermöge der 
trigonometrischen Tafel mit numerischen Einzelwerten für et und ß wiederholt 
durchrechnen, damit ihm der Inhalt dieser Formel zu einer erprobten Er- 
fahrung werde. 

Interessant ist, wie Perry den Funktionsbegriff entwickelt. Er beginnt 
damit, seinen Lesern die Vorzüge des Millimeterpapiers deutlich zu machen, 
veranlafst sie, eine grofse Reihe der Statistik entnommener Daten in bekannter 



*) „Practica!- Mathematic*." Summary of six lectures delivered to working men 
by Professor John Perry, London l«9t> (printed by Wyman and Sons, London). 
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Weise graphisch durch Kurven auf Millimeterpapier darzustellen, und spricht 
ausführlieh über die Bedeutung solcher Darstellungen. Erst allmählig rückt 
er auf zu Kurven, wie sie algebraischen Gesetzen y = 2 -j~ ^ 0 x 3 oder 
xy = 120 u. s. w. entsprechen und entwickelt seinen Lesern aus den bis 
dahin gewonnenen Erfahrungen den Begriff der Abhängigkeit zweier ver- 
änderlicher Gröfsen von einander und damit den Begriff der Funktion. 
Wie man sieht, läfst er diesen Begriff sogleich Hand in Hand mit seiner 
geometrischen Deutung entstehen. Um die Bedeutung der gewonnenen 
Vorstellungen für den Ingenieur darzulegen, folgt nun gleich die Diskussion 
einer Keine technisch wichtiger Kurven und Abhängigkeiten, so der Cykloiden- 
bewegung, der Bewegung einer Pleuelstange, der Wattsehen Geradführung, 
der Kulissensteuerungen bei Dampfmaschinen u. s. w. 

Der Begriff des Differentialquotienten wird natürlich nicht rein rechnerisch 
eingeführt, sondern der Leser lernt zunächst den Begriff der „Steigung" 
einer Kurve an ihrer einzelnen Stelle kennen; und diese Benennung der 
„Steigung" wird auch da als besonders anschaulich gern beibehalten, wo 
wir sonst gewohnt sind, von der „Ableitung 1 ' oder dem „Differentialquotienten" 
zu sprechen. Auch beim Begriff des bestimmten Integrals schliefst sich 
Perry so eng wie möglich an elementare Vorstellungen an, die er beim 
Leser als geläufig voraussetzen darf. Perry spricht einmal aus: „Ich zweifele 
nicht daran, daß die Grundideen der Differential- und IntegralrecJmung jedem 
meiner Leser an sicfi bereits ganz bekannte Dinge sind, nur kennt er sie 
nidit in der analytischen Gestalt." Perrys Ziel wird das sein, diese dem 
Leser schon geläufigen Vorstellungen in die strengere mathematische Gestalt 
nmzukleiden. 

Perry wählt seine Beispiele aus den allerverschiedensten Gebieten der 
technischen Wissenschaften. Wir begegnen Ausführungen über die Grund- 
begriffe der Mechanik, über Flüssigkeitsbewegung, über mechanische Wärme- 
theorie, über Dampf- und Gasmaschinentheorie, über den Wirkungsgrad 
der Heizfläche eines Dampfkessels, über hydraulische Kraftübertragungen, 
über die Theorie der Balkenbiegung, über zahlreiche Gegenstände der Elek- 
trotechnik u. s. w. Der Studierende der ersten Semester, welcher unser 
Buch neben der Vorlesung über Differential- und Integralrechnung lesen 
will, wird freilich manche Entwicklungen über Wechselströme, Thermodynamik, 
Balkenbiegung u. s. w. noch nicht verstehen können und mufs je nach dem 
Stande seiner Kenntnisse bei der Lektüre Auswahl treffen. Aber gerade 
solche schwierigere Entwicklungen machen unser Buch für den älteren 
Studenten, ja auch für den bereits in der Praxis stehenden Ingenieur höchst 
wertvoll. Gar zu schnell dezimieren sich leider bei so manchem Studierenden 
die beim Vorexamen dargethanen mathematischen Kenntnisse. Solchen Lesern 
wird, wenn sie später der Mathematik bedürfen, Perry wie gerufen kommen; 
denn er redet ihre Sprache und vermittelt ihnen innerhalb des Gesichts- 
kreises ihrer Interessen die mathematischen Hilfsmittel, ohne die sie nicht 
auskommen können. 

So dürfte das Interesse gerechtfertigt erscheinen, welches ich diesem 
Buche entgegengebracht habe, und zugleich die Konsequenz, mit der ich 
an dem Plane der Verdeutschung desselben festgehalten habe. Es sei mir 
gestattet, über die Entstehung der deutschen Ausgabe an dieser Stelle ein 
paar Worte einzuschalten. Ich habe sehr bald nach Aufnahme der Arbeit 
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erkannt, dafs ich von technischer Seite der Unterstützung bedürfe. T)afs 
ich dieselbe leicht finden würde, war mir anfangs aufser allem Zweifel. 
Hatten sich doch in der Zeit, von der ich schon vorhin sprach, die Vertreter 
der Technik an den verschiedensten Hochschulen aufs lebhafteste an der 
Kritik des mathematischen Unterrichts beteiligt. So glaubte ich, zehn für 
einen Mitarbeiter zu finden, welche bereit seien, Perrys Buch, das ja den 
oft geäufserten Wünschen und Idealen der Techniker so vollkommen ent- 
sprach, uns Deutschen zugänglicher zu machen. Aber ich mufste bei dieser 
Gelegenheit die Erfahrung machen, dafs man weit eher geneigt war zu 
kritisieren, als zur Besserung Hand anzulegen. Schliefslich trog mich die 
Meinung nicht, dafs bei der Jugend der richtige Idealismus zu finden sei. 
Herr Oberingenieur Fritz Süchting, der gegenwärtig, trotzdem er erst in 
der Mitte der zwanziger Jahre steht, bereits als leitender Ingenieur das 
Elektricitätswerk der Stadt Minden in Westf. baut, ist auf meinen Antrag, 
zusammen mit mir eine deutsche Ausgabe von Perrys Werk zu bearbeiten, 
bereitwilligst eingegangen und hat diese Aufgabe mit grofser Sachkenntnis 
und aufopferndem Fleifse zu Ende geführt. 

Bei aller Wertschätzung des Perryschen Buches meine ich übrigens 
nicht, dafs in diesem Buche jener Königsweg gefunden sei, welcher das 
Erlernen der Differential- und Integralrechnung ohne jede Anstrengung 
gestattet. Ich meine auch nicht, dafs nun Perrys Weg für die mathe- 
matischen Vorlesungen an unseren Hochschulen ein für alle Mal und aus- 
schliefslich vorbildlich sein soll. Sind es doch Perrys eigene Worte, dafs 
sein Buch die strengeren Darstellungen der höheren Analysis keineswegs 
überflüssig machen solle. Auch hier dürfte wieder die goldene Mittelstrafse 
die richtige sein: Unsere mathematischen Vorlesungen mögen sicfi, ohne Viren 
wissmschaftliclien Grundcliar akter dranzugehen, dem Standpunkte und der 
Methode Perrys thunlichst weit annähern. Der Studierende aber wird im 
Anschlüsse an die mathematischen Vorlesungen, vielleicht auch als Vorbereitung 
zu denselben, durch das ausführliche Studium von Perrys Werke die wesent- 
lichste Förderung gewinnen; denn das ist nach allem, was ich ausführte, 
nicht zweifelhaft, dafs der Studierende in diesem Buche das beste Bindeglied 
findet, um seine erworbenen mathematischen Kenntnisse nutzbringend in 
den späteren Vorlesungen zu verwerten. 

Es ist sogar gelegentlich die Meinung ausgesprochen, dafs sich die 
Lehrmethode Perrys in der Differential- und Integralrechnung für die Über- 
nahme dieses Lehrgegenstandes in die Prima unserer Mittelschulen eigne. 
Ich komme damit zu einer wenn auch nicht direkt, so doch mittelbar 
für den Gegenstand meines Vortrags hervorragend wichtigen Frage. So hat 
z. B. Herr Geheimrat Felix Klein in der vom 6. bis 8. Juni 1900 im 
Preufsischen Kultusministerium abgehaltenen Schulkonferenz nachdrücklich 
die Meinung vertreten, dafs es am Platze sei, in den Oberprimen der Real- 
gymnasien und Oberrealschulen die Elemente der Differential- und Integral- 
rechnung aufzunehmen, und er hat bei dieser Gelegenheit auf Perrys Buch 
Bezug genommen*). Bei aller Hochachtung vor der Bedeutung der Meinungs- 



*) Man sehe z. B. die Allhandlung von Klein „Uber den mathematischen 
Unterricht an den höheren Schulen' 1 , Jahresbericht der Deutschen Mathematiker- 
Vereinigung, 11. Bd. 3. lieft. 
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äufserungen des Herrn Klein kann ich nicht umhin, im Interesse unserer 
Hochschulen einen Zweifel an der Nützlichkeit dieses Vorschlags auszusprechen. 
Herr Klein erkennt auch sehr wohl eine Reihe von Unbequemlichkeiten 
seines Vorschlags an und beruft sich zur Rechtfertigung desselben z. 15. auf 
die Professoren der klassischen Philologie, welche sich nicht darüber be- 
schweren, dafs ihre Zuhörer einige Kenntnisse des Lateinischen und Grie- 
chischen mit auf die Universität bringen. Aber mit den „Philologen" dürfen 
nur die „Studierenden der Mathematik" im engeren Sinne verglichen werden, 
welche zur Universität gehen, keineswegs aber die Studierenden der Technik, 
welche in der Mehrzahl der Fälle die Mathematik für ein notwendiges 
Übel halten. Ich mufs Ihnen hier von meinen eigenen Erfahrungen in der 
analytischen Geometrie berichten, welche ein Lehrgegenstaud , und wie ich 
gleich hinzusetzen will, ein wohlberechtigter Lehrgegenstand der Prima der 
Realgymnasien und Oberschulen ist. Kommt ein Absolvent einer solchen 
Anstalt als Studierender zur Hochschule, so hält er es recht häufig nicht 
mehr für nötig, analytische Geometrie zu hören, und kommt er dann nach 
Jahr und Tag in das Vorexamen, so ist schon mehr als einmal ein Abfall 
zu konstatieren gewesen. Es ist wohl kaum zweifelhaft, dafs wir ähnliche 
Erfahrungen in der Differential- und Integralrechnung inachen würden, 
wenn dieselbe allgemeiner Lehrgegenstand der Prima werden würde. Natür- 
lich liegen ja die Dinge ohne weiteres anders bei solchen Studierenden, 
welche mit Interesse und Anlagen den mathematischen Vorlesungen ent- 
gegengehen. Man mag ja auch gern die Forderung aussprechen, der tech- 
nische Beruf setze einige Auffassung für die Mathematik voraus. Die 
„praktische" Erfahrung an unseren Hochschulen zeigt uns indessen, dafs bei 
den jungen Leuten, welche sich der Technik zuwenden, eine ausgesprochene 
Begabung für die Mathematik nicht sehr häufig vertreten ist. 

Will man das mathematische Lehrgebiet an den Realgymnasien und 
Oberrealschulen erweitern, warum greift man nicht zur analytischen Geometrie 
des Raumes, zu einer tiefer gehenden Behandlung der sphärischen Trigono- 
metrie oder zu sonstigen Gegenständen, welche ihrem Charakter nach der 
Elementarmathematik angehören. Es ist die Meinung hervorragender Schul- 
männer, dafs es besser sei, dem Primaner die Kenntnis der Elementarmathematik 
etwa durch Vergleichung ihrer verschiedenen Disziplinen von erhöhtem wissen- 
schaftlichen Standpunkte aus zu befestigen und zu vertiefen, als ihm einige 
lose Kenntnisse aus der Differential- und Integralrechnung zu vermitteln, 
die doch auch in ihren ersten Grundlagen der Elementarinathematik nicht 
angehöre. 

Geht aber nun einmal die Zeitströmung den anderen Weg, so möge 
man sich lieber nicht bei bedenklichen halben Mafsregeln aufhalten, sondern 
einfach diejenigen Teile der höheren Mathematik, die der Durchschnitts- 
techniker braucht, im vollen Umfange der Mittelschule zuweisen. Die 
Hochschule kann sich dann mehr nach Seiten der analytischen Mechanik 
und der verwandten mathematischen Disziplinen entfalten, was mir ohnehin 
höchst wünschenswert erscheint. Vielleicht ist dies das (wenn auch nicht 
ausgesprochene) Ziel, welches Herr Geheimrat Klein bei seinem oben 
erwähnten Vorschlage in Ansehung der technischen Hochschulen vor Augen 
gehabt hat. 

Ich komme endlich nochmals auf den Grad der Wissenschaftlichkeit 



Digitized by Google 



246 Robkrt Fkickk: I ber den mathematischen Hoehschulunterricht. 



von Penys Buch zurück, Dafs in diesem Buche die volle Strenge in den 
mathematischen Begriffsbildungen und Deduktionen keineswegs beabsichtigt 
war, will ich ausdrücklich für solche Kritiker aussprechen, welche geneigt 
sind, auf diese Strenge unter allen Umständen das Hauptgewicht zu legen. 
Einige Stellen, welche von Bedenken nicht frei waren, haben wir bei unserer 
Bearbeitung ändern dürfen, wozu uns der Verfasser in sehr dankenswerter 
Weise die Erlaubnis erteilte. Einen weitgehenden Gebrauch aber haben 
wir von dieser Erlaubnis nicht zu machen gewagt. So bleibt denn in 
unserem Buche noch manche Stelle bestehen, bei welcher di« strenge mathe- 
matische Überlegung erst in längerer abstrakter Betrachtung den Boden 
sichern und ebnen könnte, über die jedoch unser Buch mit naiver, aber 
deshalb um so frischer wirkender Sorglosigkeit hinweg geht. Ich halte 
das in einem für Ingenieure bestimmten Buche, ja selbst hie und da auch 
bei Vorlesungen an technischen Hochschulen für unbedenklich. Aber freilich 
gilt dabei als selbstverständliche Voraussetzung, dafs der Vortragende selbst 
mit vollem Bewufstsein gelegentlich den unstrengen Weg geht, und dafs 
er seine Aussage für sich selber jederzeit in strenger Überlegung zu kon- 
trollieren im stände ist. Dieser Forderung entspricht der anerkannte Grund- 
satz, dafs die mathematischen Vorlesungen an den technischen Hochschulen 
in die Hand eines geschulten Mathematikers gehören und nur dann einem 
Techniker übertragen werden dürfen, wenn derselbe zugleich ein geschulter 
Mathematiker ist. 

Dafs letzteres bei uns in Deutschland mit der Zeit erreichbar sei, 
habe ich schon wiederholt als wünschenswert hingestellt. Ich erlaubte mir 
vorhin, Ihnen die in dieser Hinsicht günstigeren Zustände in Frankreich zu 
schildern. Dabei denke ich, wie ich nochmals ausdrücklich wiederholen 
will, keineswegs an eine Hebung der mathematischen Vorlesungen für die 
grofse Zahl der Studierenden, sondern nur für eine kleinere Zahl auserwählter 
Studierender der Technik, welche Anlage und Neigung besitzen, sich nach 
Seiten der wissenschaftlichen Mechanik und Mathematik über den Durch- 
schnitt hinaus zu bilden. Liefern doch unsere Universitäten nicht nur dem 
Lehramtskandidaten die nötigen Grundlagen für den späteren Beruf, sondern 
bieten sie doch auch reichlich Gelegenheit zu einer freieren und tiefer dringenden 
wissenschaftlichen Bildung, mit der der künftige Universitätslehrer seine 
wissenschaftliche Laufbahn beginnen kann. Warum sollen denn unsere 
technischen Hochschulen nicht ähnlich dastehen können und durch wissen- 
schaftliche Hebung ihrer Lehrziele in der Mechanik und Mathematik zugleich 
die Möglichkeit gewinnen, ihre eignen künftigen Lehrer in diesen Gebieten 
selbst zu erziehen? 

Möchte sich denn in Deutschland die technische Hochschule zu einer 
wahren „Uuiversitaä" der Technik entwickeln, indem sie alle Wissenszweige, 
die ihrem inneren Charakter nach ihr angehören, in ihrem Organismus 
auch wirklich zur Entfaltung bringt. Dahin gehört aber in der That die 
Mechanik nicht nur in dem Umfange, wie sie gegenwärtig der grofsen 
Menge der Studierenden übermittelt wird, sondern in allen Teilen ihrer 
reichen Gliederung und in ihrer höchst interessanten geschichtlichen Ent- 
wicklung. Dahin gehören aber auch alle jene Disziplinen der höheren 
Mathematik, welche mit der Mechanik verwandt siml. So darf die mathe- 
matische Wissenschaft nicht nur an unseren Universitäten, wo sie in hoher 
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Blüte steht, sondern auch an den technischen Hochschulen ihr Bürgerrecht 
verlangen. Möchte es dahin kommen, dafs die Mathematik auch an unseren 
Hochschulen nicht immer nur unter dem Gesichtspunkte des Utiiitarismus, 
dieses Totfeindes aller freien Wissenschaft, betrachtet wird. Möchten unsere 
Hochschulen die Worte Lord Kelvins beherzigen, die uns Perry in dem 
Satze vermittelt, „(hat Giere is no useful mathematical weapon, whicJt an 
engineer mag not learn to use." 



Bemerkungen zu dem Aufsatz des Herrn E. Götting: Über 
das Lehrziel im mathematischen Unterricht der höheren 

Realanstalten. 

Von G. Holzmüller in Hagen. 

Der in der Überschrift erwähnte Aufsatz des Herrn E. Götting, 
S. 189 — 197 dieses Jahresberichtes, veranlafst mich zur Richtigstellung einiger 
darin enthaltenen Sätze: 

1. S. 190 sagt Herr E. Götting: „wobei Holzmüller umgekehrt sogar 
die höhere Mathematik auf den technischen Hochschulen beschränkt und 
durch Elementarmathematik ersetzt . . . haben wollte." Dies ist objektiv 
nicht wahr. 

Auf der Elberfelder Versammlung, um die es sich handelt, habe ich 
lediglich erzählt*), dafs auf meine Veranlassung ein Bezirks verein des Vereins 
Deutscher Ingenieure sich dahin erklärte, dafs auf der technischen Hochschule 
die Festigkeitslehre und einige andere Kapitel der technischen Mechanik zu 
spät einsetzten, weil zunächst die Differential- und Integralrechnung absolviert 
werden mülsten. Wenn im ersten Halbjahr eine Elementarvorlesung über 
technische Mathematik und Mechanik gehalten würde, könnten die An- 
wendungen erheblich früher einsetzen. Entsprechend hätte auch Prof. Ritter 
in Aachen gehandelt, der erst elementare Mechanik, dann erst Ingenieur- 
mechanik mit höheren Hilfsmitteln gelesen hätte. Der Bezirksverein an 
der Lenne hätte jedoch einstimmig gewünscht, den Antrag auf ein ganzes 
Jahr zu erweitern. 

Von einer BescJiränkung der höheren Matfiematik und von einem Ersatz 
der letzteren durch Elementarmathctnaük ist absolut kein Wort gefallen. 
Es handelte sich um eine vorläufige Einführung. 

Dem betreffenden Ingenieurverein hatten sich noch zahlreiche andere 
Bezirksvereine angeschlossen. Auf der Casseler Versammlung wurde der 
sieher wohlgemeinte Antrag abgelehnt, weil Herr Prof. Schüttler (Braun- 
schweig) erklärte, dafs sei eine „Degradation der Hochschule zur Provinzial- 
gewerbeschule". Eine solche war nicht beabsichtigt, wie sie auch Prof. Ritter 
in Aachen nie beabsichtigt hat. 

*) Vergl. den Abdruck meines Vortrags „t ber die Beziehungen des mathe- 
matischen Unterrichte zum Ingeuieurwesen und zur Ingenieurerziehung 14 , Zeitschrift 
für lateinlose höhere Schulen, VII. Hand, 10. Heft, S. 301 Mitte. 
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2. Falsch ist femer der Satz des Herrn Götting, dafs ich „die Schul- 
mathematik aber im Sinne einer spezielleren Vorbereitung für die technischen 
Fächer reformiert haben wollte 4 '. 

Ich hatte dort auf Vorschlag des Herrn Prof. Felix Klein lediglich 
über die Beziehungen des mathematischen Unterrichts auf den höheren Schulen 
zum Ingenieur wesen und zur rngcnieuncisscnscimft zu sprechen. Ich hielt 
mich streng an das Thema. Weil ich nun lediglich über diesen Gegenstand 
sprach, hat man vielfach geglaubt, ich wollte den Unterricht auf die 
Ingenieurwissenschaft zugeschnitten haben. Das zu sagen ist mir nicht 
eingefallen. Auch die Nautik, die Astronomie, das Vermessungswesen, 
Versicherungswesen u. dergl. hätte ich ebenso behandeln können. Für diese 
Gebiete zu sprechen war mir aber nicht aufgetragen worden. Auch Herr 
Dir. Schwalbe verfiel in diesen Irrtum, ich klärte ihn aber an Ort und 
Stelle in der Diskussion dahin auf, dafs unsere Ansichten sich vollständig 
deckten. Wenn er in seinen Berichten trotzdem dabei stehen blieb, so be- 
dauere ich es in seinem Interesse. Herr Prof. Pietzker wurde von mir 
auf die Unrichtigkeiten aufmerksam gemacht. Eine bescheidene Korrektur, 
die seine Zeitschrift brachte, befriedigte mich nicht*). 

3. Falsch ist endlich der Satz des Herrn Götting: „Zwar stimmte 
hierin die Versammlung nicht bei, sondern schlofs sich den Thesen Schwalbes 
an, . . Am Tage der Versammlung wurden aber die Thesen in folgender 
Form beschlossen. 

a) Thesen des Dir. Dr. Schwalbe. 

1) Dem Unterrichte an den höheren Lehranstalten mufs das Ziel eines 
allgemein vorbildenden Unterrichts gewahrt bleiben. Auswahl und Behand- 
lung nur mit Rücksicht auf bestimmte Berufszweige ist nachteilig. 

2) Bei der methodischen Durchführung des Unterrichts in den einzelnen 
Lehrgegenständen sind möglichst die Beziehungen derselben zum heutigen 
Leben, zu den Fortschritten in Industrie, Technik und Wissenschaft heran- 
zuziehen, ohne dafs diese zum Mittelpunkte des Unterrichts gemacht werden. 
Hierbei sind nur die Stoffe auszuwählen, welche dem Verständnis des noch mehr 
oder weniger entwickelten Auffassungsvermögens der Jugend zugänglich sind. 

3) Zur Erreichung dieses Zieles sind an den Universitäten der Städte, 
die nicht zugleich technische Hochschulen besitzen, Einrichtungen zu treffen, 
welche die allgemeine Bildung auf den Gebieten der Technik vermitteln. 

4) Die Studierenden der Mathematik und der Naturwissenschaften, 
welche das Lehrfach ergreifen wollen, müssen den Nachweis der Teilnahme 
an diesen Veranstaltungen erbringen. Die letzteren sind auch Nichtstudie- 
renden leicht zugänglich zu machen (Juristen, Lehrern u. a.). 

5) Die Lehrer Vorbildung mufs der Universität zugewiesen bleiben. 

b) Thesen des Dir. Dr. Holzmüller. 

l) Auf jeder deutschen Universität sind pflichtmäfsige Vorlesungen und 
Übungen in der darstellenden Geometrie einzuführen. 

Herrn Gottings Berufung auf Schwalbe hat leider diesen Zusatz nötig 
gemacht. 
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2) Die Prüfungsordnung für Kandidaten des raathematischen Lehramts 
ist dahin zu ergänzen, dafs mindestens in den ersten Elementen der dar- 
stellenden Geometrie geprüft wird. 

3) Dem Kandidaten des mathematischen Lehramts mufs es freigestellt 
werden, einige Semester seiner Studienzeit auf der technischen Hochschule 
zu verbringen, die ihm voll angerechnet werden. 

4 ) Auf jeder Universität sind pflichtmäfsige Vorlesungen über elementare 
Mathematik und Mechanik einzuführen. 

5) Auf den Oberklassen des Gymnasiums sind zwei Wochenstunden 
wahlfrei dem Betriebe des gebundenen Zeichnens und der darstellenden 
Geometrie zu widmen. Auf den realistischen Anstalten ist pflichtmäfsiger 
Betrieb dieser Fächer notwendig. 

Die Versammlung hielt die Diskussion über die These, durch welche mathe- 
matische und mechanische Elementarvorlesungen an der technischen Hochschule 
empfohlen werden, für außerhalb der Vereinsauf gäbe liegend. Die oben er- 
wähnten Thesen über die Lehrpläne von 1892 und über die Einführung 
der Begriffe der Energie, des Potentials und des Trägheitsmomentes wurden 
vorläufig zurückgezogen, da bei der Verschiedenheit der Ansichten über 
diese Punkte eine allzulang dauernde ZHskussion befürchtet wurde. Der 
Vorstand behielt sich vor, redaktionell an den Thesen äuXserliche Kleinig- 
keiten zu ändern, und erhielt dazu die Erlaubnis. Es wurden also 5 Thesen 
Schwalbe und 5 Thesen Holzmüller angenommen. Und daß grade die 
mtimgen auf die LeJirpläne und die neue Prüfungsordnung von mußgebendem 
Einfluß geivesen sind, toird jeder zugestehen müssen, der sich die Mühe giebt, 
m zu lesen. 

Was Herrn Dr. Göttin g veranlafst hat, die Sache so darzustellen, als 
ob meine Ansichten denen des Herrn Dr. Schwalbe hätten weichen müssen, 
weifs ich nicht. Es ist nichts angenommen worden, wogegen ich zu 
stimmen hätte. Ich persönlich hatte die Versammlung gebeten, die Thesen 
Schwalbes, die ich sämtlich unterschriebe, zur Grundlage der Verhandlungen 
zu machen. 



Erwiderung. 

Von E. Göttin« in Göttingen. 

Zu der „Richtigstellung" des Herrn Holzmüller möchte ich nur 
folgende rein sachliche Bemerkungen machen: 

Zur Begründung des Satzes, dafs Herr Holzmüller die höhere Mathe- 
matik auf den technischen Hochschulen beschränkt und durch Elementarmathe- 
matik ersetzt haben wollte, verweise ich auf die Darstellung, die B. Schwalbe*) 
von Herrn Holzmüllers Vortrag auf der Elberfelder Versammlung in 
Band 5 dieser Jahresberichte S. 37 giebt, und auf die dort angegebenen 
ursprünglichen Holzmüllerscheu Thesen, besonders auf These 5 (S. 40 a. a.O.): 
„Auf jeder technischen Hochschule ist für das erste Studienjahr eine Vor- 
lesung über Ingenieurmathematik in elementarer Behandlung einzurichten." 

*) Über die Unrichtigkeiten der Schwalbeschen Darstellungen habe ich mich 
an maßgebender Stelle sofort ausgesprochen. Holzinfiller. 

J»hre«bericht d. Deutschet! Mathem.-Verciniguug. XI Heft ft. 1 7 
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Da die Zeit, die bei der Ausbildung der Ingenieure den mathematischen 
Studien gewidmet wird, eine betciiränktc ist, so folgt aus dieser These 
unmittelbar meine Behauptung. Herr Holzraüller kommt mit seiner These 
den Wünschen der Ingenieure entgegen, denn „die grofse Mehrzahl der 
Ingenieure läfst in der Praxis die höhere Mathematik fallen und arbeitet 
mit elementaren Hilfsmitteln" (aus Herrn Holzmüllers Begründung seiner 
These). Der Grund dafür ist natürlich nicht der, dafs die höhere Mathe- 
matik an sich für den Gebrauch der Ingenieure ungeeignet ist, sondern der 
„Mehrzahl der Ingenieure" fehlt nur die Übung in der Handhabung des 
neuen Instrumentes, sie greift deshalb zu dem alten, wenn auch schwer- 
fälligen, mit dessen Gebrauch sie durch langjährige Übung auf der Schule 
vertraut ist. Herr Holz mül ler schliefst daraus, dafs man die elementaren 
Methoden auf der Hochschule weiter pflegen müsse, ich schliefse umgekehrt, 
dafs man den künftigen Ingenieur und nicht nur diesen, sondern alle, die 
sich der Erforschung der belebten und unbelebten Natur und der praktischen 
Anwendung ihrer Gesetze im weitesten Sinne zuwenden wollen, schon 
möglichst früh mit dem Gebrauch des zweckmäfsigeren und feineren In- 
strumentes vertraut machen sollte. Die Elberfelder Versammlung hat die 
obige These des Herrn Holzmüller nicht angenommen, ebenso lehnte sie 
die Kasseler Versammlung des Vereins deutscher Ingenieure ab. Dafs das 
aber, wie Herr Holzmüller in seiner Berichtigung sagt, geschehen sei, 
weil Herr Schöttler darin eine Degradierung der Hochschule erblickt habe, 
ist durchaus unrichtig. Dieser Ausdruck stammt aus Herrn Holzmüllers 
Begründung seines Antrags, rührt also wohl von ihm selbst her und Herr 
Schöttler lehnt ihn ab. Denn nach dem offiziellen Bericht in der Zeit- 
schrift des V. d. Ing. (Bd. 41 S. 871) sagt Herr Schöttler: „Ich möchte 
dann ein Wort darüber sagen, dafs in der Begründung des Antrags die 
Frage aufgestellt wird, ob man etwa eine Degradierung der Hochschule 
darin finde, dafs sie im ersten Studienhalbjahre oder Jahre auch Elementar- 
methoden berücksichtigen solle. Eine Degradierung findet der Lehrer der 
Mechanik ganz gewifs in nichts, was ihm dazu dienen kann, seinen Hörern 
das Verständnis näher zu bringen; und wenn das auf elementar-mathematischem 
Wege besser ginge, dann würde sich wohl kaum einer meiner Kollegen 
dagegen wehren, es so zu machen. Es würde aber unserer Überzeugung 
nach eben nur eine Verschleppung, eine Erschwerung des Studiums durch 
solche Vorträge herbeigeführt werden." 

Mein Satz: „die Schulmathematik aber im Sinne einer speziellen Vor- 
bereitung für die technischen Fächer reformiert haben wollte", gründet sich 
auf die drei nächsten Thesen des Herrn Holzmüller (Bd. 5, S. 40): 

6) Auf den Oberklassen des Gymnasiums sind im Interesse der künftigen 
Ingenieure zwei Wochenstunden wahlfrei dem Betriebe des gebundenen 
Zeichnens und der darstellenden Geometrie zu widmen. Auf den realistischen 
Anstalten ist pfiichtmäfsiger Betrieb dieser Fächer wünschenswert. 

7) Die Begriffe der Energie, des Trägheitsmomentes und des Potentials 
müssen auf dem Gymnasium in elementarer Weise zur Erläuterung kommen 
und an der Hand praktischer Übungsbeispiele geklärt werden. 

8) Der Verein zur Förderung des mathematischen Unterrichts sieht in 
den mathematischen Lehrplänen von 1892 einen ersten Schritt zu einem 
dem praktischen Bedürfnis entsprechenden Betriebe der Mathematik . . . 
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Diesen Thesen würde ich mit geringfügigen Änderungen durchaus zu- 
stimmen. Die Elberfelder Versammlung aber hat nur These 6) nach Streichung 
des Zusatzes: „im Interesse der künftigen Ingenicure" angenommen, die beiden 
andern aber, ebenso wie die oben erwähnte These 5) fallen lassen. Darauf 
allein bezieht sich meine Bemerkung, dafs ^hierin die Versammlung ihm 
Dicht beistimmte". Denn dafs von den Holzmüll ersehen Thesen noch die 
drei ersten angenommen wurden, kam für mich nicht in Frage; sie betreffen 
die Lehrerbildung, über die zu sprechen aufserhalb meines Themas lag. 

Übrigens ist der kurze Satz, den Herr Holzmüller angreift, für den 
ganzen Inhalt meines Aufsatzes ohne grofse Bedeutung. Er sollte nur zeigen, 
dafs zwar der Gedanke, die Elemente der höheren Mathematik dem Schul- 
unterrichte einzugliedern, vereinzelt in den Lehrerkreisen schon diskutiert 
worden ist, dafs aber mit den Führern der Bewegung zur Reform des mathe- 
matischen Schulunterrichtes die Mehrzahl der Lehrer entgegengesetzte Tendenzen 
verfolgt. Wenn Herr Holzmüller mit seiner Berichtigung sagen will, dafs 
das bei ihm nicht der Fall sei, so kann ich das nur mit Befriedigung 
annehmen.*) 

Mitteilungen und Nachrichten. 

Geeignete Mitteilungen wird der Herausgeber stets mit gröTstem Danke entgegen- 
nehmen. 

1. Akademien. Gesellschaften. Vereinigungen. Versammlangen. 

Deutsche Mathematiker -Vereinigung. Die nächste Jahresver- 
sammlung findet in Gemeinschaft mit der 1. Abteilung der 74. Versamm- 
lung Deutscher Naturforscher und Ärzte vom 21. — 27. September d. J. in 
Karlsbad statt. Vorträge und Demonstrationen sind möglichst bis zum 
15. Mai bei dem dz. Vorsitzenden, Prof. Dr. Franz Meyer in Königsberg i. Pr., 
Mitteltragheim 51, oder bei dem Herausgeber der Jahresberichte, dem dz. 
Schriftführer, anzumelden. 

— An Herrn Dr. Franz Meyer zu Königsberg i. Pr., Vorsitzenden des 
Vorstandes der Deutschen Mathematiker-Vereinigung. 

Hochverehrter Freund und Kollege! 

Der Vorstand der Deutscheu Mathematiker -Vereinigung hat mich am 
18. März zu meinem Doktor- Jubiläum durch eine künstlerisch schön aus- 
gestattete Zuschrift hoch geehrt, welche durch ihre herzliche Teilnahme 
und die überaus wohlwollende Würdigung meiner wissenschaftlichen Be- 
strebungen mich tief bewegt. Ich kann mich nicht rühmen, zu den Gründern 
der Vereinigung zu gehören, und mufs gestehen, dafs ich mir anfangs, wohl 
infolge meiner langjährigen früheren Vereinsamung, keine recht deutliche 
Vorstellung von ihren Zielen gemacht habe; aber ich bin bald von meinem 

*) Mit den vorstehenden ausführlichen Auseinandersetzungen erklärt der Heraus- 
geber die Diskussion über die berührten Punkte im Jahresbericht für geschlossen. 
Ks mag bei dieser Gelegenheit bemerkt werden, dafs dem Programm des Jahres- 
berichtes gemafs nur solche Fragen des mathematischen Unterrichts an Mittel- 
schulen hier berücksichtigt werden können, welche allgemeines Interesse besitzen 
«nid nicht schultechuische Einzelheiten u. !i. betreffen. 

17* 
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Irrtum zurückgekommen und habe mich mit Freuden von der höchst er- 
spriefslichen Wirksamkeit der Vereinigung überzeugt. Insonderheit sind es 
die von ihr veranlafsten überaus wertvollen Berichte über den gegenwärtigen 
Stand bestimmter, wohl abgegrenzter Teile unserer Wissenschaft, für welche 
wir ihren Verfassern nicht genug danken können. Wie sehr ferner der 
Entschlufs der Vereinigung, ihre Jahresversammlungen mit denen der Natur- 
forscher und Ärzte zusammenzulegen, zur Belebung und wissenschaftlichen 
Hebung der letzteren beigetragen hat, das habe ich hier im Jahre 1897 
recht deutlich erkannt durch den Vergleich mit früheren Versammlungen, 
die ich gelegentlich besucht habe. 

Doch es bedarf wahrlich nicht meiner Worte, um die jedermann ein- 
leuchtenden Verdienste und Erfolge unserer Vereinigung zu preisen. Indem 
ich Sie ersuche, hochgeehrter Herr Kollege, dem Vorstand meinen tief 
empfundenen Dank für die Teilnahme ausdrücken zu wollen, durch welche 
er mich als Mitglied der Vereinigung so herzlich erfreut hat, verbleibe ich 
mit ausgezeichneter Hochschätzung 

Braunschweig, 28. März 11102. lhr er S ebenster 

(gez.) B. Dkdeklni). 

Verein zur Förderung des Unterrichts in der Mathematik und 
den Naturwissenschaften. Die Tagesordnung der XI. Hauptversammlung, 
welche vom 21.— 24. Mai (Pfingstwoche) in Düsseldorf stattfindet, ist in 
Nr. 2 des gegenwärtigen Jahrgangs der „Unterrichtsblätter für Mathematik 
und Naturwissenschaften" veröffentlicht worden. An Vorträgen mathe- 
matischen Inhalts, die besonderes Interesse bieten, seien im einzelnen er- 
wähnt: Schotten (Halle a. S.) „Über eine geplante Enzyklopädie der 
Elementar -Mathematik 1 '. — Leisen (Dülken) „Wodurch wird die Arbeit 
des Lehrers und des Schülers im mathematischen und naturwissenschaftlichen 
Unterricht unnötiger Weise irschwert?' 4 — Bochow (Magdeburg) „Zur Be- 
handlung der regelmäßigen Vielecke' 4 . — Ley (Linz a. R.) „Die Konstruktions- 
aufgaben im mathematischen Unterricht des Gymnasiums 1 '. — Die beiden 
erstgenannten Vorträge stehen auf der Tagesordnung allgemeiner Sitzungen, 
die beiden letztgenannten werden in Sitzungen der Abteilung für Mathe- 
matik und geometrisches Zeichnen gehalten werden. In den Sitzungen 
dieser Abteilung wird aufserdem noch eine Diskussion über die Abgrenzung 
des mathematischen Pensums in der darstellenden Geometrie und in der 
Algebra stattfinden. — Von den Verhandlungsgegenständen nicht spezifisch- 
mathematischen Inhalts wird namentlich die Diskussion über die Stellung 
der biologischen Unterrichtsfächer im Leiirplan der höheren Schulen das 
Interesse weiterer Kreise erregen, sie wird sich an einen Vortrag von 
Thomä (Elberfeld) über „Die Naturwissenschaften als Grundlage der allge- 
meinen Bildung 4 ' anschlielsen. 

American Mathematical Society. Sitzung am 22. Februar 1902. 
Vorträge: E.V. Huntington: A complete set of postulates for the theory 
of absolute continuous magnitude. — M. B. Porter: On the arithmetic 
nature of the zeros of Bessel funetions. — W. B. Fite: On a property of 
groups of order p™, p being a prime. — L. E. Dickson: The groups of 
Steiner in problems of contact. — Virgil Snyder: On the forms of quin- 
tic scrolls. — Percifal Lowell: On the capture of comets by Jupiter. — 
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H. L. Rietz: On primitive groups of odd order. — Maxime B och er: On 
Systems of linear differential equations of the first order. — E. J. Wilczynski: 
Covariants of Systems of linear differential equations. — E. V. Huntington: 
Complete sets of postulates for the theories of positive integral und positive 
rational numbers. — James Maelay: On some associated surfaces of ne- 
gative curvature. — E. W. Brown: On the small divisors in the lunar 
theory. — Otto Dunkel: Some applications of Green's theorem in one 
dimension. — J. W. Yourg: On a certain group of isomorphisms. — 
W. H. Roever: Brilliant points and loci of brilliant points. — E. V. Hun- 
tington: A simplified definition of a group. — A. S. Gale: On the rank, 
order and class of algebraic minimum curves. 

Versammlung Russischer Naturforseher und Ärste. Vom 

2—12. Januar d. J. (20. — 30. Dez. 1901 a. St.) fand in Petersburg die 
XL Versammlung russischer Naturforscher und Arzte (vgl. Jahresbericht XI, 
S. 72 — 73) unter überaus reger Beteiligung (über 4000 Teilnehmer!) statt. 
Von den zahlreichen Mitteilungen, welche in der Sektion I für reine und 
angewandte Mathematik vorgetragen wurden, zeichneten sich durch neue 
Ideen aus die von Prof. G. Th. Woronol in Warschau über die divergenten 
Reihen und die von Fräulein K N. Gernett in Petersburg über eine neue 
Grundlegung der Wahrscheinlichkeitsrechnung. 



2. Preisaufgaben und gekrönte Preisschriften. 

Die Societe scientiflque de Bruxelles stellt für das Jahr 1902 
folgende Preisaufgabe: Faire une c'tude approfondie des travaux de Simon 
Stevin sur la mecanique, en les comparant aux travaux de Galilce, de 
Pascal et d'autres sarants de la meme epoque. 

Istituto Lombardo di scienze e lottere in Milano. Preisaufgabe 
rar 1903: Portare im contributo ad un perfezionemento notevole et originale 
alla teoria dei gruppi di trasformazimi , fondata speciahnente da Lie e 
svikippata neU'uHimo quarto di secolo. 

Soci&e' hollandaise des sciences ä Haarlem. Für das Jahr 1903 
wird folgende Preisaufgabe ausgeschrieben: Au müieu du 17 e sidcle il s'est 
(h'veloppc au Japon (voir Cantor, Vorlesungen Uber GcschicJite der MaÜiematik 
Bd. III, 1898, p. 646—650 et aussi llevue semesirielle des publications 
mathmatiques, t. VI, . & partie, p. 18 — 23) une science matiiematique 
particidiere , dont on ne sait pas au juste jusqu'ä quel point eile doü son 
origine ä des inftuences europeennes. Si une teile influence a existv, il n'est 
pas improbable que la langue hollandaise ait nervi de vehicüle, de sorte que 
Mite influence aurait emami de travaux hollandais originaux ou traduits. 
Quoiqu'il en soit, la Societe demande une etude relative ä la naturc et le 
(legre de dercloppement de cette science japonaise, en meine temps quune 
recherche de ses rapports avec la science europeennc. 

Die Real Academia de Ciencias exaetas, fisicas y naturales de 
Madrid schreibt für 1903 folgende Preisaufgabe aus: Determinar la figura 
definüwa que, por efecto de las presiones del gas inferior, del airc exlerior, 
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y de los sistemas de Suspension de tos dirvrsos pesos f tomaru un acroäato 
fusiforme, construido von nna tela flexible y ehistica. suponiendolo en reposo 
rn media de una atmösferu tranquila, y calculando asimisso las tensioms 
correspotidientes ti cada punto de la tela. 

Die Bewerbungsschritten sind in spanischer oder lateinischer Sprache 
abzufassen und bis zum 31. Dezember 1903 an das Secretaria de la Aca- 
demia, calle de Valverde no. 26, Madrid, einzusenden. (Vgl. auch diesen 
Jahresbericht, S. 78.) 



3. Hocliscliulnachrichteii. 

Verzeichnis der Vorlesungen über reine und angewandte Mathe- 
matik, theoretische Astronomie und theoretische Physik, welche 
an den deutschen Universitäten für das Sommersemester 1902 
angekündigt sind. 

Berlin: Schwarz, l) Synthetische Geometrie, 2) Theorie der ellip- 
tischen Funktionen. 3) Theorie der analytischen Funktionen, 4) Kolloquien, 
5) Seminar. - Frobenius, l) Analytische Geometrie, 2) Seminar. — 
Henscl, l) Differentialrechnung, 2) höhere Zahlentheorie, 3) Axiome der 
Geometrie. — Knoblauch, 1) Integralrechnung, 2) angenäherte Berechnung 
bestimmter Integrale, 3) Theorie und Anwendung der Detcnninanten. — 
Landau, 1) Höhere Algebra, 2) Übungen in derselben, 3) Bestimmung der 
Klassenzahl binärer quadratischer Formen. — Fuchs, 1) Einleitung in die 
Funktionen theorie, 2) Einleitung in die Theorie der Differentialgleichungen, 
3) Seminar. — Hettner, Unendliche Reihen, Produkte und Kettenbrüche. 

— Lehmann-Filhes, 1) Analytische Mechanik, 2) Übungen in derselben. 

— Marcuse, Allgemeine Himmelskunde. — Bauschinger, 1) Theorie 
der Bahnbestimmung der Kometen und Planeten, 2) Theorie der astrono- 
mischen Refraktion, 3) Seminar für wissenschaftliches Rechnen. — Förster, 
\) Astrometrie, 2) Seminar für wissenschaftliches Rechnen, 3) Grundzüge der 
naturwissenschaftlichen Erkenntnistheorie. — Battermann, Ausgleichungs- 
rechnung. — Scheiner, Astrophysik. — Helmert, 1) Höhemessung, 
2) Anwendung der kürzesten Linie auf die Geodäsie. — Weinstein, 

1) Naturphilosophische Grundlagen der Physik und physikalischen Chemie, 

2) physikalische Eigenschaften der Erde. — Neesen, Elementare Mechanik. 

— Warburg, mathematische Ergänzungen zur Experimentalphysik. — 
Planck, l) Theoretische Optik, 2) Übungen. — Krigar-Menzel, 

1) Theoretische Physik, 2) Übungen. — Lummer, Licht- und Wärme- 
strahlung. — Slaby, Elektrotechnik. — E. Meyer, 1) Einführung in 
die Technik, 2) technische Excursionen. — v. Bezold, Theoretische 
Meteorologie mit Übungen. — van 't Hoff, Physikalische Chemie. — 
Meyerhoff er, Elemente der höheren Mathematik für Chemiker. 

Bonn: Lipschitz, l) Elemente der Differential- und Integralrechnung, 

2) Seminar. — Kortum, l) Funktionentheorie, 2) unendliche Reihen, 

3) Seminar. — Heffter, l) Theorie der linearen Differentialgleichungen, 
2) darstellende Geometrie mit Zeichenübungen. — Küstner, Theorie und 
Praxis der astronomischen Instrumente. — Deichmüller, Theorie des 
astronomischen Fernrohrs. — Pflüg er, mechanische Wärmetheorie. 
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Breslau: Rosanes, 1) analytische Geometrie der Ebene, 2) Neuere 
Methoden der analytischen Geometrie, 3) Seminar (best. Integrale). — 
Sturm, 1) geometrische Abschnitte aus der Mechanik, 2) Elemente der 
Liniengeometrie, 3) Seminar. — London, Theorie der elliptischen Funk- 
tionen. — Franz, 1) Einleitung in die Geodäsie, 2) Rotation, Priicession, 
Nutation, Libration, Figur und Flut der Himmelskörper, 3) Astrophysik, 
4) astronomisches und geodätisches Praktikum. — Neumann, 1) Theoret. 
Physik II, 2) Übungen hierzu. 

Erlangen: Gordan, l) Differentialgleichungen, 2) Algebra, 3) Seminar. 

— Noether, l) synthetische Geometrie mit Übungen, 2) Differential- 
geometrie der Kurven und Flächen, 3) Einleitung in die Theorie der 
elliptischen Funktionen. — Schmidt, l) theoretische Physik I, 2) Seminar. 

— Müller, mathematische Ergänzungen zur Experimentalphysik mit 
Übungen. — Wehnelt, Elektrotechnik. 

Freiburg i. B.: Lüroth, l) Integralrechnung, 2) Übungen hierzu, 
3) Variationsrechnung. — Stickelberger, l) analytische Geometrie des 
R&umes, 2) bestimmte Integrale, 3) Seminar. — Loewy, 1) Einführung 
in die höhere Mathematik mit Anwendungen auf Fragen der Naturwissen- 
schaften, 2) Ausgewählte Fragen der Gruppentheorie, 3) Theorie und An- 
wendung der Determinanten, 4) Seminar. — Himstedt, Übungen aus der 
theoretischen Physik. — Königsberger, 1) Mechanik der festen und 
flüssigen Körper, 2) Anwendung neuer physikalischer Theorien in Geologie 
und Mineralogie — Rebmann, Trigonometrie. 

Glefaen: Pasch, l) Algebra, 2) ausgewählte Teile der analytischen 
Geometrie, 3) Seminar. — Netto, 1) analytische Geometrie der Ebene, 
2^ elliptische Funktionen, 3) Seminar. — Fromme, l) Thermodynamik, 

2) niedere Geodäsie mit praktischen Übungen. 

Göttingen: Klein, l) Höhere Mechanik, 2) Seminar. — Hilbert, 
l) Differential- und Integralrechnung, 2) Grundlagen der Geometrie, 3) aus- 
gewählte Kapitel der Potentialtheorie, 4) Seminar (Funktionentheorie). — 
Schilling, l) analytische Geometrie, 2) Photogrammetrie und malerische 
Perspektive, 3) Übungen hierzu, 4) Übungen über Geometrie. — Zermelo, 
1) Variationsrechnung, 2) Übungen zur Differential- und Integralrechnung, 

3) Übungen zur höheren Analysis. — Blumen thal, Galoissche Theorie 
der algebraischen Gleichungen. — Wiechert, l) Einführung in das Ver- 
messungswesen, 2) Arbeiten im geophysikalischen Institut. — Brendel, 

1) ausgewählte Kapitel der höheren Analysis, 2) Gyldensche Störungs- 
theorie. — Bohlmann, 1) Soziale Versicherung, 2) Übungen im Ver- 
sicherungsseminar. — Schwarzschild, 1 ) Theorie der optischen Instrumente, 

2) populäre Astronomie, 3) Seminar (mit Klein). — Voigt, 1) allgemeine 
Wärmelehre, 2) Magnetismus, 3 ) praktische Übungen. — Simon, 1) Wechsel- 
stromtheorie und -Technik, 2) elektrotechnisches Praktikum, 3) ausgewählte 
Kapitel der angewandten Elektrizitätslehre. — Ambronn, l) sphärische 
Astronomie, 2) Übungen an den Instrumenten. — Abraham, l) kinetische 
Gastheorie, 2) Übungen zur höheren Analysis. — Stark, energetische 
Grundzüge der Physik und Chemie. — Lorenz, l) Praktikum im Maschinen- 
laboratorium, 2) ausgewählte Kapitel aus der angewandten Hydromechanik, 
*>) Anleitung zu selbständigen Arbeiten im Maschinenlaboratorium. 
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Greiftwald: Thome, l) elliptische Funktionen II, 2) ausgewählte 
Kapitel aus der Theorie der analytischen Funktionen, 3) Seminar. — 
Study, lj Mechanik I, 2) ausgewählte Abschnitte der Theorie der Differential- 
gleichungen, 3) Seminar. — Kowalewski, 1) Integralrechnung, 2) Übungen 
hierzu, 3) Differentialgeometrie, 4) Repetitorium der analytischen Geometrie. 

— König, elementar-mathematische Ergänzungen zur Experimentalphysik. 

— Mic, l) theoretische Physik (Elektrizitätslehre), 2) theoretisch-physi- 
kalische Übungen. — Schreber, l) Theorie der Turbinen, 2) mathematische 
Einleitung in die theoretischen Naturwissenschaften. 

Halle a. S.: Cantor, l) ausgewählte Kapitel der Theorie der ellip- 
tischen Funktionen, 2) höhere Algebra, 3) Seminar. — Wange rin, 

1) Differentialrechnung mit Übungen, 2) Theorie der Raumkurven uud 
Flächen, 3) analytische Mechanik II, 4) Seminar. — Eberhard, l) höhere 
algebraische Kurven, 2) Invariantentheorie. — Grafsmann, l) analytische 
Geometrie der Ebene, 2) Übungen zur technischen Mechanik. — Buchholz, 
Jacobis Untersuchungen zur Theorie der Bewegung der Himmelskörper 
und über deren Bahn. — Dorn, Linsentheorie. — Schmidt, l) Theorie 
des Magnetismus und der Elektricität, 2) Übungen zur theoretischen Physik. 

— Nachtweh, Feldmessen und Nivellieren. 

Heidelberg: Königsberger, 1) Differential- und Integralrechnung, 

2) Theorie der Linien und Flächen, 3) Seminar. — Cantor, 1) analytische 
Geometrie der Ebene, 2) Arithmetik und Algebra für Kameralisten. — 
Eisenlohr, 1) Wahrscheinlichkeitsrechnung, 2) Mechanik. — Köhler, 
synthetische Geometrie der Ebene. — Landsberg, 1) Theorie der Deter- 
minanten, 2) Zahlentheorie. — Böhm, Ausgewählte Kapitel der höheren 
Mechanik. — Valentiner, l) sphärische Astronomie, 2) allgemeine Astro- 
nomie, 3) Stellar- Astronomie II. — Wolf, ausgewählte Kapitel der Geo- 
physik. — Pockels, Einführung in die Mechanik der nichtstarren Körper, 
mit Übungen. 

Jena: Thomae, l) elliptische Funktionen, 2) projektive Geometrie, 

3) Anwendungen elliptischer Funktionen. — Gutzmer, l) analytische 
Geometrie der Ebene, 2) Variationsrechnung, 3) geschichtliche Entwicklung 
der Analysis. — Frege, Differential- und Integralrechnung mit Übungen. 

— Rau, darstellende Geometrie mit Übungen. — Knopf, 1) Zeit- und 
Ortsbestimmung, 2) Übungen im wissenschaftlichen numerischen Rechnen, 
3) Prinzipien der Himmelsmechanik. — Auerbach, 1) Theorie der Elek- 
trizität und des Magnetismus, 2) absolute Mafse. — Straubel, Geophysik II. 

Kiel: Pochhammer, l) anal. Geometrie des Raumes, 2) ausgew. 
Kapitel aus den partiellen Differentialgleichungen, 3) Seminar. — Stacke], 

1) Differentialrechnung und Einleitung in die Analysis, 2) Algebraische 
Kurven und Flächen, 3) Abels Leben und Werke, 4) Seminar (Abels algebr. 
Abhandlungen). — Weinnoldt, darstellende Geometrie. — Weber, Thermo- 
dynamik. — Harzer, Ausgew. Kapitel aus der Mechanik des Himmels. — 
Kreutz, sphärische Astronomie. 

Königsberg i. Pr.: Meyer, 1) Differentialrechnung mit Übungen, 

2) höhere Algebra, 3) Seminar. — Sc hoen flies, l) elliptische Funktionen, 
5) Seminar. — Saals chütz, l) Bernoullische Zahlen, 2) Theorie der be- 
stimmten Integrale. — Vahlen, l) Minimalhachen, 2) geometrische Kon- 



Digitized by Google 



Mitteilungen und Nachrichten. 



257 



structionen. — Müller, 1) anal. Geometrie der Ebene und des Raumes, 
2i Übungen hierzu, 3) technische Mechanik: Festigkeitslehre. — Struve, 
l) Theorie der speziellen Störungen, 2) Bahnbestinimung der Planeten und 
Kometen. — Cohn, Geodäsie. — Volkmann, l) Einführung in das Studium 
der theoretischen Physik, 2) physikalisch- theoretische Übungen. 

Leipzig: Neu mann, 1) konstruierende Geometrie, insbes. über Kegel- 
schnitte, 2) Seminar. — Holder, l) allg. Theorie der Funktionen einer 
komplexen Veränderlichen, 2) Zahlentheorie, 3) Seminar. — Engel, l) An- 
wendung der Differential- und Integralrechnung auf Geometrie, 2) Einführung 
in die Theorie der Transformationsgruppen, 3) Transformationsgruppen und 
Invariantentheorie, 4) Gruppentheoret. Übungen, 5) Seminar. — Hausdorff, 

1) gewöhnl. Differentialgleichungen, 2) Übungen hierzu, 3) nichteuklidische 
Geometrie. — Liebmann, 1) anal. Geometrie der Ebene, 2) Übungen 
hierzu, 3) graphische Statik.*) — Bruns, l) Theorie der astron. Instrumente, 

2) Seminar für wissensch. Rechnen. — Peter, theoretische Astronomie 
(Planeten- und Kometenbahnen). - Strecker, prakt. Geometrie mit 
Übungen im Feldmessen und Nivellieren. — Boltzmann, l) Gastheorie, 
2) theoret. -physikalische Übungen, 3) physikal. Kolloquium. 

Marburg: Schottky, l) Theorie der krummen Linien und Flächen, 

2) allgemeine Funktionentheorie, 3) Seminar. — Hess, l) Differential- 
rechnung, 2) ausgew. Kapitel der Geometrie, 3) Seminar. — v. Dalwigk, 
l) Theorie der Kegelschnitte, 2) Einführung in die Geodäsie mit praktischen 
Übungen. — Feussner, l) analytische Mechanik, 2) ausgew. Abschnitte 
der theoretischen Optik. 

Manchen: Lindemann, l) Integralrechnung, 2) Theorie der Sub- 
stitationen und der höheren algebraischen Gleichungen, 3 ) Mechanik deiormicr- 
barer Körper, 4) Seminar. — Pringsheim, l) Ausgew. Kapitel aus der 
Theorie der anal. Funktionen, 2) Fouriersche Reihen, — Brunn, Elemente 
der höheren Mathematik für Stud. aller Fakultäten. — Döhlemann, 

1) darstellende Geometrie II (Axonom., Perspekt), 2) Übungen hierzu, 

3) ausgew. Kapitel aus der neueren Geometrie (räumliche Gebilde). — 
v. Weber, l) anal. Geometrie des Raumes mit Übungen, 2) Theorie und 
Anwendung der Determinanten. — Göttler, l) allg. Theorie der algebra 
ischen Kurven, 2 ) Repetitorium und Übungen. — Korn, l) anal. Mechanik, 

2) Kapillaritätstheorie. — Seeliger, Theorie der Himmelskörper (Forts.). 
— Anding, Einleitung in die Astronomie. — Grätz, l) Einleitung in 
die theoretische Physik, 2) Theorie des Lichtes. 

Münster: Killing, l) anal. Geometrie I., 2) Übungen hierzu, 3) ana- 
lytische Mechanik I, 4) Variationsrechnung, 5) Seminar. — v. Lilienthal, 
l) Differential- und Integralrechnung I, 2) Einleitung in die Differential- 
geometrie, 3) Seminar. — Delm, l) Funktionentheorie, 2) Übungen zur 
darstellenden Geometrie. — Heydweiller, Theorie des Magnetismus und 
der Elektrizität. 



*) Herr H. Liebmann macht unter Bezugnahme auf den Bericht des Herrn 
Stäclcel (S. 26 — 37 dieses Jahresber.) darauf aufmerksam, dafs über darstellende 
Geometrie im letzten Jahrzehnt regelmässig in Leipzig golosen worden ist, nämlich 
im Winter 1891/92, im Sommer 1892, und in den Wintersemestern 92/98, 93/94, 
94/95, 95/96, 96/97, 1899/190U. 
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Rostock: Staude, l) analyt. Geometrie, 5) Theorie der analytischen 
Funktionen, 3) Seminar. — Matthiessen, mathemat. Geographie und 
populäre Astronomie. 

Strasburg: Reye, l) Einleitung in die synthetische Geometrie, 2) tech- 
nische Mechanik, 3) Seminar. — Weber l) Variationsrechnung, 2) Ency- 
klopädie der Elementarmathematik, 3) Seminar. — Krazer, l) Bestimmte 
Integrale, 2) Einleitung in die Funktionentheorie, 3) Determinanten, 4 ) Seminar. 
— Timerding, Theorien von Ebbe und Flut. — Wellstein, 1) ausgew. 
Kapitel der angew. Mathematik, 2) arithmetische Theorie der algebraischen 
Funktionen. — Roth, 1) Differential- und Integralrechnung, 2) Übungen 
hierzu, 3) anal. Geometrie der Ebene. — Becker, l) Geodäsie, 2) Meridian- 
instrument und seine Aufgaben in der neueren Astronomie, 3) Übungen. — 
Cohn, Elektrizität und Magnetismus. — Wislicenus, l) theoretische Photo- 
metrie, 2) Photogrammetrie. — Zenneck, elektromagnetische Schwingungen. 

Tübingen: v. Brill, 1) analytische Mechanik, 2) ausgew. Abschnitte 
nus der Theorie der Raumkurven und Flächen, 3) Seminar. — Stahl, 

1) niedere Analysis, 2) Funktionentheorie, 3) Seminar. — Maurer, l) höhere 
Analysis, 2) Übungen hierzu, 3) Invariantentheorie der Binärformen. — 
Waitz, 1) Theorie der Elektrizität und des Magnetismus, 2) Übungen 
hierzu, 3) populäre Astronomie. 

Wttrzburg: Prym, l) Integralrechnung, 2) Übungen hierzu, 3) Ober- 
Seminar (ausgew. Kapitel der Funktionentheorie). — Voss, l) analytische 
und synthetische Geometrie der Kegelschnitte, 2) Theorie der partiellen 
Differentialgleichungen, Seminar. — Rost, 1) darstellende Geometrie II, 

2) Unterseminar (Anwendungen der Infinitesimalanalysis auf Geometrie). — 
S ellin g, sphärische Astronomie. — Des Coudres, 1) Thermodynamik, 
2) kinetische Theorie der Gase und Lösungen. 



4. Personalnachricliteii. 

Ernennungen und Auszeichnungen. 

G. H. R. Prof. Dr. Richard Dedekind wurde anläfslich seines 50jährigen 
Doktorjubiläums von der mathematisch-naturwissenschaftlichen Fakultät 
der K. W. Universität Strafsburg honoris causa zum Dr. phil. nat. 
promoviert. 

Dr. Hohenner, Privatdozent an der Technischen Hochschule in München, 
wurde zum Professor für Geodäsie an der Technischen Hochschule in 
Stuttgart ernannt. 

G. R.-R. Prof. Dr. Kiepert in Hannover wurde zum Mitgliede der Kais. 
Leopoldino-Carolinischen Deutschen Akademie der Naturforscher gewählt. 

Prof. Dr. H. Kobold in Strafsburg i. E. wurde zum Observator an der Stern- 
warte in Kiel ernannt. 

Dr. Karl Zsigmondy, Privatdozent an der Universität in Wien, wurde 
zum a. o. Professor an der Technischen Hochschule daselbst ernannt. 

Professor J. E. Boyd wurde zum Professor der Mathematik an der Uni- 
versität in Ohio ernannt. 
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A. M. Kenyon in Lafayette wurde zum Professor der Mathematik an der 
„Purdue University" daselbst ernannt. 

Dr. Milton B. Porter, Instruktor an der Yale Universität, zum a. o. Pro- 
fessor der Mathematik daselbst. 

Rcv. Thomas D. Anderson in Edinburgh erhielt die Jackson -Gwilt- 
Medaille der Royal Astronomical Society für seine Entdeckung der Nova 
Auiigae und der Nova Persei. 

T. G. J'A Brom wich zum Professor der Mathematik am „St. Johns College" 
in Cambridge. 

Professor A. G. Dixon zum Professor der Mathematik am „Queens College" 
in Belfast. 

Herr Andoyer, Dozent für mathematische Astronomie an der Faculte des 
sciences der Universität zu Paris, zum a. o. Professor daselbst. 

Herr Charles Andre wurde an Stelle von Gould zum korrespondierenden 
Mitgliede der Sektion für Astronomie der Akademie der Wissenschaften 
zu Paris gewählt. 

Herr Baillaud wurde an Stelle von Souillart zum korrespondierenden 
Mitgliede der Sektion für Astronomie der Akademie der Wissenschaften 
zu Paris gewählt. 

Herr Cousin, Dozent für Infinitesimalrechnung an der Faculte des sciences 
der Universität zu Bordeaux, wurde zum Professor daselbst ernannt. 

Herr Alfred Picard wurde zum Mitgliede der Akademie der Wissen- 
schaften zu Paris ernannt als Nachfolger von de Jonquieres. 

Herr Jules Richard promovierte bei der Faculte des sciences zu Paris 
mit einer Dissertation (These): „Sur la surface des ondes de Fresnel." 

Prof. J. C. Kapteyn in Groningen erhielt die goldene Medaille der Royal 
Astronomical Society. 

Professor E. Millosevich wurdo als Nachfolger von Professor Tacchini 
zum Direktor der Sternwarte in Rom ernannt. 

D. A. Grave, Professor der reinen' Mathematik an der Universität Charkow, 
wurde zum Nachfolger vonP.M.Pokrovsky an der Universität Kiew ernannt. 

A. M. Liapounoff, Professor der analytischen Mechanik an der Universität 
Charkow wurde für das Fach der angewandten Mathematik zum Mit- 
gliede der Petersburger Akademie gewählt als Nachfolger von 
P. L. Tschebychef (f 26. Nov. 1894). 

Prof. Dr. N, J. Sonin, Mitglied der Akademie der Wissenschaften zu 
St. Petersburg, legte seine Stelle als Kurator des Petersburger Schul - 
distriktes nieder und wurde zum Mitgliede des Conseils des Ministers 
für Volksaufklärung ernannt. 

W. A. Stekloff, a. o. Professor der analytischen Mechanik an der Uni- 
versität Charkow wurde nach der öffentlichen Verteidigung seiner Disser- 
tation: „Die allgemeinen Methoden zur Lösung der Fundamental- Auf- 
gaben der mathematischen Physik" (Charkow 1901, russisch) am 
20. Januar 1902 zum Doktor der angewandten Mathematik ernannt. 

Privatdozent A. Wim an in Lund zum Professor der Mathematik an der 
Universität in Upsala. 

Zu Ehrendoktoren der Victoria University in England wurden ernannt: 
Dr. J.W. L. Glaishor; Prof. Dr. E.W. Uobson; Prof. Dr. 0. J. Lodge; 
Prof. Dr. W. Voigt in Göttingen. 
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Ablehnung. Baudirektor Prof. Dr. v. Bach in Stuttgart hat einen 
ltuf an die Technische Hochschule in Wien als Nachfolger des verstorbenen 
Prof. Radinger abgelehnt. 

Habilitationsangelegenheiten. 

Dr. W. Kutta habitilierte sich für reine und angewandte Mathematik an 

der Technischen Hochschule in München. 
Dr. J. Hurwitz in Basel hat aus Gesundheitsrücksichten auf die venia 

legendi verzichtet. 

Gestorben: 

Richard Schumacher, Observator und Assistent an der Sternwarte in 
Kiel, starb daselbst am 24. Februar im Alter von 75 Jahren. 

P. S. Nasimow, Professor an der Universität Kasan, früher an der Uni- 
versität Warschau. Er studierte auf der Universität Moskau; seine 
wichtigsten Arbeiten betreffen Systeme von partiellen Differential- 
gleichungen. Er starb am 18. Dezember 1901. 

Professor Dr. Züge, Mitglied der Deutschen Mathematiker -Vereinigung, 
starb am 10. Januar 1902 zu Linden vor Hannover. 



5. Vermischtes. 

Eine neue Sternwarte in Indien. ' An dem Presidency College zu 
Calcutta in Indien hat die dortige Regierung eine Sternwarte bauen und 
ausstatten lassen, deren Eröffnung vor kurzem erfolgt ist. Das Haupt-, 
instrument ist ein 7zöller Aequatoreal von Grubb mit einem elektrisch 
kontrollierten Uhrwerk und mit elektrischer Beleuchtung aller Teilkreise. 
Das Teleskop ist für Beobachtung mit dem Auge eingerichtet, kann aber 
auch zu photographischen Aufnahmen adaptiert werden. 



Sprechsaal und Anfragen. 

Sprechsaal. 3. Zu der von Prof. Stäckel auf S. 86 dieses Jahres- 
berichts als wünschenswert bezeichneten Statistik aller Lebensstellungen, die 
für einen studierten Mathematiker in Betracht kommen, erlaube ich mir 
aus meiner eigenen Erfahrung den folgenden Beitrag zu liefern, welcher 
zeigt, wie mannigfaltig die Anforderungen sind, die an den Mathematiker 
herantreten. Bald nach meiner Anstellung hier bekam ich den Auftrag, 
die Leitung der hiesigen meteorologischen Station zu übernehmen; nach 
einiger Zeit wurde mir die Aufsicht und Einrichtung der übrigen Stationen 
in unserem Lande übertragen, auch fiel mir infolgedessen die Vertretung 
des letzteren auf meteorologischen Kongressen zu. Später bot sich mir 
Gelegenheit, die Inspektion der Aichäratcr im hiesigen Grolsherzogtum zu 
übernehmen, einen Posten, den auch im Grofsherzogtum Mecklenburg- 
Schwerin Lehrer der Mathematik verwalten. Häufig hatte ich im Auftrage 
unserer Landesregierung Prüfungen und Begutachtungen elektrischer An- 
lagen, Blitzableiter u. s. w. zu übernehmen, geodätische Arbeiten (Positions- 
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bestimmungen und Nivellements) auszuführen, bei Bohrversuchen nach 
Wasser und nutzbaren Mineralien Gutachten abzugeben u. s. w. 

Neustrelitz. Prof. M. Haberland. 

— 4. Der Vorschlag, eine Zählung der Studierenden der Mathematik 
auf allen deutschen Universitäten am 1. Mai 1902 vorzunehmen, den Herr 
Stäckel an dieser Stelle zur Diskussion gestellt hat, scheint wegen der 
mit dieser Zählung verbundenen Schwierigkeiten in diesem Semester noch 
nicht zur allgemeinen Ausführung kommen zu sollen. Immerhin erfordert 
die Wichtigkeit einer derartigen Statistik einerseits, die geringe Zuverlässig- 
keit der Personal Verzeichnisse der Studierenden andererseits, dafs dem 
Stäckel sehen Vorschlage ernsthaft näher getreten werde. Vielleicht wird 
diese Angelegenheit am besten durch die folgenden der Redaktion zuge- 
gangenen Anregungen gefördert: 

1) Die in Rede stehende Statistik wird auf der nächsten Jahres- 
versammlung in Karlsbad zur Besprechung gebracht; dabei würde auch zu 
erörtern sein, ob es sich empfehle, in regelmäfsigen Zwischenräumen 
Zählungen vorzunehmen. 

2) Die Statistik wird zum ersten Male im Winterhalbjahr 1902/3 
aufgestellt. 

3) Für die Zählung ist event. die Mitwirkung der mathematischen und 
naturwissenschaftlichen Vereine in Aussicht zu nehmen. 

Zur Anfrage 1. (Bd. XI, Heft 1/2, S. 87. Heft 4, S. 210.) Bei 
mir eingelaufene Erkundigungen veranlassen mich zu erklären, dafs meine 
Bitte um leihweise Überlassung Weierstrafsscher Vorlesungen über 
Abelsche oder hyperelliptische Funktionen mit der von der Berliner 
Akademie der Wissenschaften geplanten Herausgabe Weierstrafsscher Vor- 
lesungen in keinem Zusammenhange steht. Jene Bitte ist vielmehr aus 
der Absicht hervorgegangen, später eine Biographie von Weierstrafs zu ver- 
öffentlichen, für die schon jetzt Material zu sammeln angebracht erscheint, 
da im Laufe der Jahre immer mehr verloren gehen wird. 

Würde übrigens ein Bericht über den Einfluls, den Weierstrafs auf 
die Entwicklung der Mathematik gehabt hat, nicht ein geeignetes Thema 
sein für eine der nächsten Jahresversammlungen der Deutschen Mathematiker- 
Vereinigung, vielleicht auch für die Internationale Mathematiker-Versammlung 
im Jahre 1904? . Stäckel. 



Litterarisches. 

1. Notizen. 

Enzyklopädie der Elementarmathematik. Ein Handbuch für 
Lehrer und Studierende von H. Weber und J. Well st ein. In zwei Bänden. 
Seit vielen Jahren habe ich an den Universitäten Marburg, Gottingen, 
Strafsburg in regelmöfsigen Intervallen unter dem Titel „Encyklopädie der 
Elementarmathematik" eine Vorlesung gehalten, deren Ziel es war, die 
"Hidamentalen Lehren der Arithmetik und Algebra etwas mehr zu vertiefen, 
a } 8 es im Schulunterricht gewöhnlich geschieht, den künftigen Lehrer auf 
ei nen wissenschaftlichen Standpunkt zu stellen, von dem aus er imstande 
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ist, das, was er später zu lehren hat, tiefer zu erkennen und zu erfassen, 
und damit den Wert dieser Lehren für die allgemeine Geistesbildung zu 
erhöhen. — Einer dankenswerten Anregung der Verlagsbuchhandlung von 
B. G. Teubner ist der Plan entsprungen, dem raathematischen Publikum 
ein Buch vorzulegen, das eben dieses Ziel verfolgt, dem durch die thätige 
Hilfe meines Mitarbeiters Dr. Wellstein nach der Seite der Auwendung auf 
Geometrie und Mechanik eine wesentliche Ergänzung gegeben werden soll. 
— Das Ziel unserer Arbeit sehen wir nicht in der Vergrößerung des 
Umfanges der Elementannathematik, oder in der Einkleidung höherer Probleme 
in ein elementares Gewand, sondei-n in einer strengen Begründung und 
leicht fafslichen Darlegung der Elemente. Das Werk ist nicht sowohl für 
den Schüler selbst, als für den Lehrer und Studierenden bestimmt, die neben 
jenen fundamentalen Betrachtungen auch eine für den praktischen Gebrauch nütz- 
liche wohlgeordnete Zusammenstellung der wichtigsten Algorithmen und Probleme 
darin finden werden. Wir hoffen, noch im Laufe dieses Jahres wenigstens den 
Anfang des geplanten Werkes den Fachgenossen vorlegen zu können. 

Strafsburg, April 1902. H. Weber. 

Das soeben erschienene Lehrbuch der geometrischen Optik von 
A. Gleichen umfafst die allgemeine optische Abbildungslehre und die 
spezielle Theorie der bilderzeugenden optischen Instrumente (Lupe, Fern- 
rohr, Mikroskop, photographisches Objektiv) auf Grund der neuesten For- 
schungen und Erfahrungen. Insbesondere werden die Erscheinungen der 
sphärischen Aberration aus Chromasie, Astigmatismus, Koma, Aplanatismus, 
und Orthoskopie einer eingehenden Darstellung unterzogen und die Methoden 
zur Herstellung relativ fehlerfreier Systeme an vielen Zahlenbeispielen er- 
läutert. Hierdurch und durch die Angabe der Konstruktionsdaten historisch 
interessanter und bewährter Systeme soll das Buch trotz seines streng 
theoretischen Lehrganges auch den Bedürfnissen der Praxis Rechnung tragen. 

Helmholtz-Biographie. Eine eingehende Darstellung des Lebens und 
der wissenschaftlichen Wirksamkeit von Hermann v. Helmholtz auf Grund 
des wissenschaftlichen Nachlasses und des Briefwechsels des Verstorbenen 
mit seinem Vater, sowie mit seinen wissenschaftlichen und persönlichen 
Freunden wird von Herrn L. Königsberger in Heidelberg vorbereitet. 
Die Bearbeitung des umfangreichen Materials wird voraussichtlich einen 
Zeitraum von zwei Jahren in Anspruch nehmen. 

Geschichte der Mathematik des 16. und 17. Jahrhunderts. Herr 
H. G. Zeuthen hat seine Geschichte der Mathematik des 16. und 17. Jahr- 
hunderts beendet und wird dieselbe gleichzeitig in dänischer und deutscher 
Sprache veröffentlichen. 

Repertoire bibliographique des soiences mathematiques. Aus 

dem Berichte, welchen die Kommission des Repertoire bibliographique für 
das Jahr 1901 soeben veröffentlicht, ergiebt sich, dafs 11 Serien von Zetteln S 
mit ungefähr 1100Ü Titeln zum Verkauf gestellt worden sind, dafs die 
12. Serie sich im Druck befindet und die 13. im Laufe des Jahres 1902 
veröffentlicht werden wird. Es ist zu hoffen, dafs die 14. und 15. Serie 1903 
gedruckt werden kann. Ferner ist beschlossen worden, dafs Jahr 1900 noch mit 
zu berücksichtigen, so dafs die Arbeit das ganze 19. Jahrhundert umfassen wird. 
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2. Bücherschan. 

Aunuaire des mathematiclens pour 1901—1902. 16°. 467 S. Paris 1902. 5 Pr. 
Bohn, H., Physikalische Apparate und Versuche einfacher Art aus dem Schäffer- 

museum. Mit 216 Abbildungen im Text. Berlin. JL 2. — 
Dziobek, 0. , Lehrbuch der analytischen Geometrie. Zweiter Teil: Analytische 

Geometrie des Raumes. 8°. VIII, 314 S. Mit 36 Figuren im Text. Braun- 
schweig 1902. JL 6.— 
Klein, F., Anwendung der Differential- und Integralrechnung auf Geometrie, eine 

Revision der Prinzipien. Vorlesung, gehalten wahrend des Sommersemesters 1901. 

Ausgearbeitet von Conrad Müller. 4°. VIII , 468 S. autogr. Leipzig 1902. 

B. G. Teubner. JL 10.— 
Mascart, J., Traduction francaise de Thistoire des niathematiques dans l'antiquitc 

et au moyen-äge par H. G. Zeuthen. 
Poske, F., Bernhard Schwalbe. Gedächtnisrede. Nebst dein Bildnis Schwalbes 

und Verzeichnis seiner Veröffentlichungen. 36 S. Berlin 1001. JL 1. — 
Revue däcennale des these preseutees a la Faculte des sciences de Paris du \/ 

1. janvier 1891 au 31. de'cembre 1900. Paris 1901. 
Routh, E. J., Treatise on analytical statics. With illustrations taken from the 

theories of electricity and magnetism. 2. edition, revised and enlarged. Vol. IL 

8°. 390 S. with figures. Cambridge 1902. JL 14.80. 
Sicard, H«, Tratte" de cinematique thdorique. Paris 1901. 

Sparig, C, Gedanken über Sterblichkeit und Sterblichkeitstafeln. 8*. Dresden 
1902. JL -.80. 

Stampfer, S., Theoretische und praktische Anleitung zum Nivellieren. 10. Aufl., 
umgearb. von E. Dolezal. XIV, 308 S. mit 86 Fig. Wien 1902. JC 6.— 



3. Zeitschriftenschau. 

Bibliotheca mathematica. 3. Folge, 3. Band, 1. Heft. 

G. Ene8tröm, Über Periodeneinteilung in der Mathematik. — F. Rudio, 
Der Bericht des Simplicius über die Quadraturen des Antiphon und des Hippo- 
krates. — A. A. Björnbo, Über zwei mathematische Handschriften aus dem 
vierzehnten Jahrhundert. — G. Wertheim, Ein Beitrag zur Beurteilung des 
Pietro Antonio Cataldi. — E. Goldbeck, Galileis Atomistik und ihre Quellen. — 
d. Wertheim, Die Algebra des Johann Heinrich Rahn (1669) und die englische 
Übersetzung derselben. — G. Loria, Pseudoversiera e quadratice geometrica. — 
<>. Valentin, Über einen anscheinenden Defekt im sechsten Bande von Bon- 
compagnis „Bullettino". — E. Wölffing, Über die Abkürzungen der Titel 
mathematischer Zeitschriften. — Kleine Bemerkungen zur zweiten Auflage von 
Cantors „Vorlesungen über Geschichte der Mathematik' 1 . — Vermischte historische 
Notizen. — Anfragen und Antworten. — Rezensionen etc. 

Journal für die reine nnd angewandte Mathematik. Bd. 124, Hea 3. 

P. Kokott, Untersuchungen über die Landensche Transformation. — 
J. C. Fields, The Riemann -Roch theorem and the independence of the conditions 
of adjointness in the case of a curve for which the tangents at the multiple 
points are distinct from one auother. — L. Königsberger, Die Prinzipien der 
Mechanik für mehrere unabhängige Variable. 

L'enseignement mathematique. Directeurs C. A. Laisant et II. Fehr. 4" Annexe, 
no. 1; 15 Janvier 1902. 
E. A. Laisant, A propos d'un discours. — Cl. Royer, Une lettre a M. Lai- 
sant. — H. Fehr, Lea extensions de la notion de nombre dann leur developpe- 
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ment logique et historique. — J. F. Bonnel, L'atome dans la ge'ome'trie. — 
.1. Joffroy, Sur les heptagones et les enneagones reguliers. — L. Ripert, Sur 
une propriete des coniques. — A. Buhl, L'enseignement dans les universites 
populaires. — Chronique. Correspondance. Bibliographie. 

Journal de Phynique theorique et appliquäe 4»»* »erie, tome 1. (.Tanvier - 
Mars 1902). 

J. Boussinesq, Mise en equation des phenomi'nes de convection caloritique 
et apercu sur le pouvoir refroidissant des fluides. — J. Boussinesq, Sur le pouvoir 
refroidis8ant d'un courant lfquide ou gazeux. — Gerrit Bäk k er, Theorie de la 
capillarite. — A. Cornu, Parametres optiques d'uu cristal. 

Bulletin Astronomique. Tome 19. — Janvier — Mars 1902. 

G. Bigour d an, Sur diverses mesures d'arcs de meridien, faites dans la 
premiere moitie du I8'* me siecle (suite). — H. Andoyer, Sur le calcui des equa- 
tions de perturbation. — M. Salet, Determination des orbites des e"toiles doubles. 
— H. v. Zeipel, Remarque sur les Solutions periodiques de la troisieme sorte. — 
Revue des publications astronomiques. — Bulletin bibliographique. 

Annali di Matematica pura ed appllcata. Serie III», T. V1I°. Fase. 1° (Xiennaio 1902; 

Pascal, Introduzione alla teoria invariantiva delle equazioni di tipo generale 
ai ditferenziali totali di second' ordine. — Lovett, Les transformations de contaet 
entre les elements fondamentaux de l'espace. 

Sitzungsberichte („Rad") der südslawischen Akademie der Wissenschaften 
und Künste in Agram. Math.-naturw. Klasse, CXLÜ; 1901, 2. Hälfte. 
G. Majcen (Agram): Über die Beziehungen einer besonderen Regelflache 
3. Grades zum Nullsystem. — B. Gavrilovie (Belgrad): Über Auswertungen 
einiger bestimmter Integrale. — Derselbe: Die Sarrussche Regel in der Theorie 
der räumlichen Determinanten. 

4. Kataloge. 

Librairie H. Welter a Paris, 4 nie Bernard- Palissy: Supplement aux catalogues. 
(Histoire naturelle generale, Periodiques). 



5. Bei der Redaktion eingegangene Schriften. 

[Titel, Preis u.s.w. der eingesandten Schriften werden hier regclmäfsig veröffentlicht. 
Besprechungen geeigneter Bucher bleiben vorbehalten. Eine Rücksendung der ein- 
gegangenen Schriften kann nicht erfolgen.] 

Annuaire des Mathematicieus 1 901— 1902. Publie sous la direction de M. M. 

C. A. Laisant, Ad. Buhl. 16°. XXII, 468 S. Paris 1902. 0. Naud. 6 Fr. 
Bardey, Ernst, Algebraische Gleichungen nebst den Resultaten und den Methoden 

zu ihrer Auflösung. 5. Auflage, bearbeitet von Friedrich Pietzker. 8°. 

XIII, 420 S. Leipzig 1902. B. G. Teubner. Geb. JC 8. 
Ganfs, Karl Friedrich, General Investigations of curved surfaces of 

1827 and 1825. Translated with notes and a bibliography by James Caddali 

Morehcad and Adam Miller Hiltebeitel. 4°. 127 S. The Princeton 

University Library, 1902. Geb. $ 1.75. 
Hänfener, R., Darstellende Geometrie. I. Teil: Elemente, ebenflächige Gebilde. 

12°. 192 S. Mit 100 Figuren. Leipzig 1902. Sammlung Göschen. JC 0.80. 
Seilenthin, Bernhard, Mathematischer Leitfaden mit besonderer Berücksichtigung 

der Navigation. Auf Veranlassung der kaiserl. Inspektion des Bildungswesens 

der Marine. Mit 324 Figuren im Text. XI, 4'>o S. Leipzig und Berlin 1902. 

B. G. Teubner. 
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Über die Beziehungen zwischen drei Parallelprojektionen 

eines räumlichen Systems. 

Von G. Hauck in Berlin. 

In jeder von drei Ebenen S, S', S" seien zwei Parallelstrahlen- 
büschel gegeben, die wir Kernstrahlenbüschd nennen. Von denselben 
seien je zwei in verschiedenen Ebenen liegende projektiv aufeinander 
bezogen, wir bezeichnen sie als die gegnerischen Kernstrahlenbüschel 
zwischen S und S' } zwischen S' und S" t zwischen S" und S. Bezieht 
mau nun die Punkte der drei Ebenen in der Art auf einander, dafs drei 
zugeordnete Punkte x, x\ x" dreifach gebunden sind durch die Be- 
dingung, dafs je zwei derselben auf entsprechenden Strahlen der be- 
treffenden zwei gegnerischen Kernstrahlenbüschel liegen sollen, so be- 
zeichnen wir die hierdurch definierte Verwandtschaft der drei ebenen 
Systeme als paralMprojeMtv-triUneare Verwandtschaß. 

Da zwei projektive ParaUelstrahlenbüschel durch zwei Paare ent- 
sprechender Strahlen bestimmt sind, so ist die Verwandtschaft bestimmt, 
wenn zwei Tripel zugeordneter Punkte und in jeder Ebene die zwei 
Kernrichtungen gegeben sind. 

Drei parallelprojektiv-trilineare Systeme können stets in eine solche 
Lage im Kaum gebracht werden, in der sie sich als ParaUelprojektionen 
eines und desselben räumlichen Systems darstellen. Zu diesem Zweck 
braucht man nur je zwei gegnerische Kernstrahlenbüschel durch kon- 
gruente Punktreihen zu schneiden, die durch drei zugeordnete Punkte 
gehen. Dazu genügt es, wenn a, a', a" und x, x' y x" zwei Tripel 
zugeordneter Punkte sind, von a und zwei gleichlange Strecken 
nach den gegnerischen Kernstrahlen von x und x' zu legen, u. s. f. 
Fügt man dann die drei Systemebenen zu einem Dreikant zusammen, 
indem man das Punktetripel a f a" im Scheitelpunkt A und je zwei 
kongruente Punktreihen in einer Kante (Grundschnitt) vereinigt, so 
ist die gewünschte Lage hergestellt. Es liegt jetzt jedes Paar gegne- 
rischer Kernbüschel perspektivisch. Legt man dann durch je zwei 
gegnerische Kernstrahlen des Tripels x, x', x" eine Ebene, so schneiden 
sich diese drei Kernebenen nach drei geraden Linien xX, x' X, x" X, 

Jahresbericht d. Deutschen Mathem -Vereinigung. XI. Heft 6 u. 7. 18 
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welche die projizierenden Strahlen vorstellen und im Objektpunkt X 
zusammentreffen. Da für sämtliche Tripel zugeordneter Punkte die 
gleichartigen Kernebenen zu einander parallel sind, so sind auch die 
gleichartigen projizierenden Strahlen zu einander parallel. 

Wir bezeichnen eine solche Lage der drei Systeme als orientierte 
Lage und sagen, die drei Systeme seien in dem raumlichen Systeme 
objektiviert. Die projizierenden Strahlen nennen wir, wenn wir von den 
Systempunkten zu den Objektpunkten übergehen, auch objicierende Strahlen. 

Die verschiedenen räumlichen Systeme, die bei verschiedenartigen 
Orientierungen sich als Objektsysteme darstellen, sind zu einander affin- 
verwandt. Von Einflufs auf die Form des Objekts ist lediglich die 
Wahl der Paare gleicher Strecken, die in den Grundschnitten vereinigt 
werden, nicht aber die Wahl des Punktetripels, das in den Scheitel- 
punkt verlegt wird. Eine Änderung des letzteren unter Festhaltung 
der Grundschnittrichtungen hat nur eine Parallelverschiebung des Ob- 
jekts zur Folge. 

Die Verwandtschaft kann auch bestimmt werden durch 4 Tripel 
zugeordneter Punkte, die beliebig gewählt werden können, mit der Pe- 
sch ränkung, dafs in keinem System alle 4 Punkte in gerader Linie 
liegen — oder 3 Punkte zusammenfallen dürfen. Denn es können aus 
4 Punktetripeln die Kemrichtungen leicht bestimmt werden auf Grund 
der Bemerkung, dafs je zwei zugeordnete Gerade von den gegnerischen 
Kernstrahlenbüscheln nach ähnlichen Punktreihen geschnitten werden. 
Sind daher z. B. a, b, v, d; a', ?/, c, d' die 4 Tripelpunkte in S und S', und 
teilt man die Strecken ab und cd in p und q im nämlichen Verhältnis, 
in dem a'b' und cd' in ihrem Schnittpunkt geteilt sind, so stellt pq 
eine Kernrichtung vor. 

Hieraus folgt: Drei beliebige vollständige Vierecke können stets 
als die Parallelprojektionen eines und desselben Tetraeders angesehen 
werden, und zwar giebt es oo 3 verschiedene Tetraederformen, als deren 
Projektionen sie gelten können. (Erst durch 6 Vierecke ist eine endliche 
Anzahl von Tetraedern bestimmt, von denen jedes als parallelprojektive 
Objektivierung der 6 Vierecke gelten kann.) 

Da zwei projektive Parallelstrahlenbüschel bei jeder beliebigen 
Lage in einer Ebene perspektiv sind, so befinden sich, wenn die drei 
Systeme ganz beliebig in eine Ebene gelegt werden, die drei Paare 
gegnerischer Kernstrahlenbüschel stets in perspektiver Lage. Hieraus 
folgt der Satz: Bewegt sich ein veränderliches Sechseck so, dafs seine 
Seiten sich beständig parallel bleiben, während drei seiner Ecken auf 
drei festen Geraden laufen, so erzeugen die drei freien Ecken drei 
parallelprojekti v - trilineare Punktsysteme. 
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Die drei Perspektivitätsaxen oder Grundschnitte schneiden sich hier- 
bei im allgemeinen nicht im nämlichen Punkt. Dies ist nur dann der 
Fall, wenn die drei Systeme so gelegt werden, dafs ein Tripel zuge- 
ordneter Punkte in einem Punkte vereinigt wird. Wir bezeichnen eine 
solche Lage der drei Systeme als ebene Orientierung. 

Auch bei der ebenen Orientierung ist eine Objektivierung der drei 
Systeme möglich. Es können nämlich bei der räumlichen Orientierung 
die objicierenden Strahlen eines Punktetripels auch durch eine einfache 
Linienkonstruktion bestimmt werden: Nimmt man z. B. auf den Grund- 
schnitten drei beliebige Punkte au, zieht ihre Verbindungslinien und 
markiert deren Schnittpunkte mit je zwei gegnerischen Kernstrahlen, 
so schneiden sich die drei Verbindungslinien der letzteren in drei 
Punkten, die mit den Tripelpunkten verbunden die objicierenden Strahlen 
liefern. Da dies eine reine Linienkonstruktion ist, so läfst sie sich auch 
in einer ebenen Abbildung des räumlichen Gebildes ausführen. Nun 
können die drei Systeme in ebener Orientierung aufgefafst werden als 
die Parallelprojektion von drei Systemen in räumlicher Orientierung. 
Führt man also die Konstruktion in der ebenen Orientierung aus, so 
müssen auch hier die durch je drei zugeordnete Punkte gezogenen 
Parallelen zu den gefundenen Objicierungsrichtungen sich im nämlichen 
Punkt schneiden, welcher eine Objektivierung der drei zugeordneten 
Punkte vorstellt. 

Die ebene Orientierung mit Objektivierung bildet ein wichtiges 
Konstruktionsprinzip, durch das sich die konstruktive Behandlung der 
Verwandtschaft sehr einfach gestaltet. Das Verfahren erinnert an die 
axonometrische Methode. Während aber dort die Objicierungsrichtungen 
parallel den Koordinatenaxen sind, sind sie hier allgemein. Die hierdurch 
bedingte scheinbare Komplikation wird dadurch aufgewogen, dafs man 
hier mit den drei Projektionen in wahrer Gestalt arbeitet, während dort 
die Projektionen der Projektionen verwendet werden. 

Die Eigenartigkeit des Konstruktionsverfahrens wurde an der Be- 
handlung der Aufgabe illustriert: ein Tripel zugeordneter Richtungen 
zu bestimmen, parallel mit welchen drei zugeordnete gerade Linien kon- 
gruente zugeordnete Punktreihen enthalten. Es ergeben sich 4 solcher 
ausgezeichneten Richtungstripel. 

Die projektive Beziehung zweier Parallelstrahlenbüschel ist bestimmt 
durch das Verhältnis der Abstände zweier entsprechenden Strahlenpaare. 
^ Bezeichnet man diese Verhältnisse für die drei Paare gegnerischer Kern- 
strahlenbüschel als Kernbüschelverhältnisse e m , t ltf t 20 , und bezeichnet 
man ferner die spitzen Winkel, die von je zwei Kernrichtungen desselben 
Systems gebildet werden, als Kernninhel tc, iv% n", so köunen die 

18* 
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sechs Gröfsen f 01 , t 12 , f 20 ; w, w' y w" als Bestimniungselemente für die 
Verwandtschaft benutzt werden. Nur ist dabei zu beachten, dafs diese 
Bestimmung eine zweideutige ist. Denn transformiert man eines der 
drei Systeme, z. B. S f schiefsymmetrisch, indem man die Symmetralaxe 
parallel zur einen, die Symmetrierichtung parallel zur anderen Kern- 
richtung von S wählt, so erhält man ein zweites System welches 
von S verschieden ist, aber mit S' und S" in einer durch die nämlichen 
sechs Bestimmungselemente definierten Verwandtschaft steht, wie S. 
Wir bezeichnen zwei solche Verwandtschaften als supplementär. Es sind 
hierdurch zwei verschiedene Verwandtschaftstypen bedingt, deren charakte- 
ristische Verschiedenheit für die Betrachtung der einzelnen Verwandt- 
schaftsformen von einschneidender Bedeutung ist. 

Man kann nun verschiedene Arten, Unterarteu, Spezies der Ver- 
wandtschaft bilden, indem man zwischen den sechs Bestimmungselementen 
verschiedene Beziehungen festsetzt. Es ergiebt sich dabei ein grofser 
Reichtum von Erscheinungen, die die parallelprojektiv-trilineare Ver- 
wandtschaft darbietet. Die gebräuchlichen Projektionsarten der dar- 
stellenden Geometrie sind alle durch sehr einfache Beziehungen cha- 
rakterisiert *). 



Neue kinematische Modelle zur Verzahnungstheorie und ihre 
Beziehung zur Theorie der Berti hrungstransformationen. 

Von Friedrich Schilling in Göttingen. 

Ich möchte mir erlauben, Ihnen heute eine neue Serie kinematischer 
Modelle vorzulegen, die sich zunächst auf die mathematische Theorie 
der Zahnräderkonstruktionen beziehen und weiterhin auch für die 
Theorie der Berührungstransformationen in Betracht kommen. Sie 
bieten daher ein vorzügliches Beispiel dafür, wie moderne rein mathe- 
matische Disziplinen oft aufs engste in Fühlung stehen mit wirklich 
praktischen Anwendungen. Diese neuen Modelle bilden die Fortsetzung 
derjenigen, die ich vor 3 Jahren der Versammlung in Düsseldorf vor- 
gelegt habe und deren inzwischen erfolgte Veröffentlichung Anklang 
gefunden hat. Ich möchte in aller Kürze noch einmal an diese früheren 
Modelle erinnern, so weit sie jetzt wieder in Betracht kommen, nämlich an 
diejenigen, welche die Erzeugung der verschiedenen cyklischen Kurven dar- . 

1) Eine ausführliche Darlegung der Theorie wird im „Journal für die reine 
und angewandte Mathematik 14 erscheinen. 
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stellen 1 ). Zwei sogenannte Polkreise, von denen einer auch in eine Gerade 
ausarten kann, rollen auf einander ab ; und Punkte, die mit dem einen 
Polkreis fest verbunden sind, beschreiben im System des andern die 
Kurven. (An der Hand einer Reihe Lichtbilder wurden noch näher 
die einzelnen, älteren Modelle erläutert und hierbei insbesondere auf die 
doppelte Erzeugimg der Epi- und Hypotrochoiden, auf die Verhältnisse 
der Umkehr der Bewegung, auf die Erzeugung von Ellipsen, Kreis- 
evolventen und gewöhnlichen Cykloiden in den speziellen Fällen hin- 
gewiesen.) 

Nun will ich sogleich zu den sich anschliefsenden neun neuen 
Modellen übergehen. Es sollen durch sie zunächst die drei wichtigsten 
Methoden der Zahnräderkonstruktionen in ihren mathematischen Grund- 
lagen zur Anschauung »gebracht werden, die Methoden der Hilfspol- 
bdhnen, der Aquidisfantm und der sekundären Polbahnen. (Auch jetzt 
wieder war ich in der glücklichen Lage mit Hilfe von Projektions- 
bildern diese neun Modelle näher erläutern zu können, ich mufs 
es mir in diesem Referate leider versagen, auf diesen Hauptteil meines 
Vortrags näher zurückzukommen, da dies ohne eine gröfsere Zahl von 
Figuren nicht möglich wäre. Doch das sei noch erwähnt, dafs den 
drei genannten Methoden entsprechend aufser einer Reihe von vor- 
bereitenden theoretischen Modellen jedesmal auch durch ein Paar 
Zahnräder selbst die entsprechenden Cykloiden-, Triebstock- und Evol- 
ventenverzahnungen dargestellt sind.) 

Nun möchte ich schliefslich dazu übergehen, von der Bedeutung 
der durch die Modelle veranschaulichten geometrischen Verhältnisse 
für die Theorie der Berührungstransformationen zu sprechen. Ich 
knüpfe an das erste Modell der früheren Serie an, wo einfach zwei 
sich äulserlich berührende Polkreise mit den Radien a und b auf ein- 
ander abrollen. Jedes der beiden Systeme sei 
auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem be- \& 
zogen, wie es die Figur in der Anfangslage 
(/ 0) zeigt. Dann gilt die folgende Gleichung 
mit dem Parameter t: 

e .er bti + Z- c""' = a + b, 

wo 

z = x + iy y 
Z = X + iY 

ist. Auf Grund dieser Gleichung entspricht jedem Punkt des einen Systems 
eine Kurve im andern, eben die von dem Punkt beschriebene cyklische 

1) Vgl. Jahresbericht der Deutschen Math.- Vereinigung. Bd. VII, S. 7. 
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Kurve. Diese Thatsache genügt, um zu erkennen, dafs wir es mit 
einer Berührungstransformation zwischen den beiden Systemen zu thun 
haben. Die genannte Gleichung stellt ihre charakteristische Gleichung 
dar. Aus ihr ergeben sich nach einiger Rechnung die Formeln der 
Berührungstransformation zwischen den Koordinaten X, Y, P und 
x, y, p der Linienelemente beider Systeme in folgender Form: 

X = b cos A, -f-f cos ((p -f Aj), x = a cos A — l cos (<p -f A), 
Y = b sin X l -f- l sin (qp + AJ, y = a sin A — / sin (<p + A), 
P = — ctg (g> -f Aj, jp = - ctg(()p + A). 

Hier stellen tp, l } A und A t Hilfsvariable dar, für welche noch die 
Beziehung A : A A = (—&): a gilt und die auch eine einfache geo- 
metrische Bedeutung haben. Durch jedes »Wertetripei A t , tp, l oder 
A, 9, l wird nach diesen Formeln ein Linienelement des einen Systems 
dem entsprechenden des andern zugeordnet. Die geometrische Deutung 
der Berührungstransformation findet ihren Ausdruck in dem Satze: 
Solche 2 Linienelemente der beiden Systeme entsprccJien einander, welche 
bei dem Abrollen der Pollreise zur Deckung gelangen und deren gemein- 
same Normale durch den momentanen Berührungspunkt der Polkreisc 
geht Auf die nähere Diskussion kann ich natürlich hier nicht ein- 
gehen. Nur sei noch bemerkt, dafs wir es mit einer algebraischen 
Berührungstransformation zu thun haben, falls das Badienverhältnis a : b 
rational ist. Dann gelingt es leicht, X, Y f P und x, y, p als rationale 
Funktionen derselben drei Parameter darzustellen. 

Diese geschilderten Verhältnisse der Berührungstransformation 
finden nun gleichfalls durch unsere Modelle, sowohl durch die neuen 
wie die alten ihre gute Veranschaulichung. Ohne dafs ich nochmals 
auf die einzelnen Modelle zurückgreife, will ich horvorheben, dafs 
aufser den Kurven in dem einen System, welche den als Linienelement- 
vereine aufgefafsten Punkten des andern entsprechen, auch sonst ver- 
schiedene einander entsprechende Kurven beider Systeme dargestellt 
werden, und zwar erkennt man bei der Bewegung der Modelle stets 
deutlich die einander entprechenden Linienelemente. Auch manche 
Theoreme der Theorie der Berührungstransformationen, z. B. dafs die 
Aufeinanderfolge zweier Berührungstransformationen wieder eine solche 
ergiebt, werden durch die Beispiele unserer Modelle illustriert. Was 
insbesondere die drei Modelle betrifft, welche die verschiedenen Zahn- 
räderpaare zeigen, so gilt für sie der Satz: 

Die wesentliche Begrenzung sämtlicher Zähne bei jedem Zahnräder- 
paare sind entsprechende Knrvenbogen derselben die beiden Systeme ein- 
ander zuordiwnden Berühruiujstransformation. 
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Hervorheben möchte ich zum Schlüsse noch, dafs sowohl die alten 

« 

wie die neuen Modelle besonders auch in einer Vorlesung über ana- 
lytische Geometrie und die Theorie der ebenen Kurven, also in einer 
solchen über Anwendung der Differential- und Integralrechnung, sehr 
willkommenes Anschauungsmaterial bieten dürften, da Begriffe, wie 
Tangente, Normale, Wendepunkt, Spitze, Doppelpunkt, Bogenlänge, 
Krümmung, Enveloppe, Aquidistante u. s. w. in den dargestellten Ver- 
hältnissen immerfort eine grofse Rolle spielen. 

Alle in meinem Vortrage angedeuteten Verhältnisse gedenke ich 
bald in einer besonderen Arbeit ausführlicher darzustellen, die zugleich 
die Begleitschrift bei der Veröffentlichung der Modelle bilden soll. 



Zur sphärischen Abbildung der Flächen und ihrer 
Anwendung in der darstellenden Geometrie. 

Von A. Adler in Prag. 

Die sphärische Abbildung einer Fläche F geschieht bekanntlich, 
indem man jedem Punkte P von F jenen Punkt P t der Einheitskugel 
zuweist, welcher mit P gleichgerichtete Normale besitzt. 

Eine Beziehung der sphärischen Abbildung zur darstellenden Geo- 
metrie sieht man sofort- ein: Denkt man sich nämlich auf F die Licht- 
gleichen (Isophoten) für parallel einfallende Lichtstrahlen verzeichnet 
und hierauf F sphärisch abgebildet, so sind offenbar die sphärischen 
Bilder dieser Isophoten auch Isophoten der Kugel für dieselbe Licht- 
strahlenrichtung; analog werden die sphärischen Bilder der Isophengen 
(Helligkeitsgleichen) für Parallelbeleuchtung und unendlich fernes Auge 
auch Isophengen der Kugel für dieselbe Lichtstrahlen- und Sehstrahlen- 
richtung sein. 

Läfst sich nun der Übergang von jedem Punkte einer Fläche zu 
seinem sphärischen Bilde (und umgekehrt) zeichnerisch leicht durch- 
führen, so kann man unschwer die Lichtgleichen der Fläche aus den 
Isophoten der Kugel konstruieren. Die Projektionen der Lichtgleichen 
der Kugel können dabei ein für allemal auf einer Hilfstafel verzeichnet 
werden, da die Lichtstrahlen gewöhnlich gleich geneigt gegen Grundrifs, 
Aufrifs und Seitenrifs angenommen werden, also ganz bestimmte Rich- 
tung besitzen. 

Diese Überlegungen rechtfertigen eine nähere synthetische Be- 
handlung der sphärischen Abbildung. Dies gelingt unschwer für 
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manche Flächen, insbesondere für die Mehrzahl der in der darstellenden 
Geometrie vorkommenden 1 ). Man kann nämlich die sphärische Ab- 
bildung einer Fläche auch in folgender Weise rein geometrisch durch- 
führen: 

Polarisiert man die Fläche F an der Kugel K f so erhält man eine 
Fläche F' f welche punktweise auf F bezogen ist. Jedem Punkte P 
von F entspricht nämlich eine Tangentialebene von F' und damit 
deren Berührungspunkt P\ 

Projiziert man nun P' auf die Kugel K aus ihrem Mittelpunkte 0, 
so erhält man schon das sphärische Bild P t von P. 

Die Richtigkeit dieser Konstruktion sieht man unmittelbar ein, 
wenn man beachtet, dafs die Verbindungslinie eines Punktes V mit 
dem Mittelpunkte 0 normal zur Polarebene von P' bezüglich K 
sein mufs. 

Die sphärische Abbildung der Fläche F wird im allgemeinen nur 
gewisse Gebiete der Kugel und diese dann mitunter mehrfach bedecken. 
Die gewöhnlichen Grenzen dieser Gebiete entstehen aus der unendlich 
fernen und aus der parabolischen Kurve von F f wie man aus der eben 
gezeigten Konstruktion der sphärischen Abbildung leicht ersieht. Ent- 
hält nämlich die Fläche F eine reelle unendlich ferne Kurve, so ent- 
spricht derselben ein reeller Tangentialkegel aus 0 an F' und damit 
eine Grenze der Abbildung auf K. Bei der Polarisation von F bezüg- 
lich K wird aus der parabolischen Kurve von F eine Kuspidalkante 
von F' und daraus eine weitere Grenze der sphärischen Abbildung. 

Ist F insbesondere eine Fläche zweiten Grades, so läfst sich, wie man 
unschwer einsieht, eine räumliche Kollineation (oder Affinität) so her- 
stellen, dafs jedem Punkte P von F der oben konstruierte Punkt P' 
von F' in dieser Kollineation entspricht. Mit Zuhilfenahme dieser 
Bemerkung beweist man leicht alle bekannten Sätze über Isophoten 
und Isophengen der Flächen zweiten Grades. 

Dem Tangentenbüschel ß in P an F entspricht bei der sphärischen 
Abbildung das Tangentenbüschel ß t von K in Pj. Die Beziehung 
zwischen ß und ß 1 ist eine projektive und ist festgelegt durch den 
bekannten Satz: „Das sphärische Bild einer Tangente t von ß steht 
senkrecht auf der zu t bezüglich F konjugierten Tangente." Auch 
diesen Hauptsatz der sphärischen Abbildung beweist man rein geo- 
metrisch ohne Schwierigkeit. 

Damit sind die Grundlagen für eine rein synthetische Behandlung 
der sphärischen Abbildung der Flächen gegeben. 

1) Siehe A. Adler: Zur sphärischen Abbildung der Flächen, Wiener Ber. 
Bd. CX, 1901. 
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Für die Flächen zweiten Grades gilt bekanntlich folgender be- 
merkenswerter Satz: „Die sphärischen Bilder der Krümrnungslinien einer 
Fläche zweiten Grades sind konfokale sphärische Kegelschnitte; die 
Brennpunkte dieser Kegelschnitte sind dabei die sphärischen Bilder der 
Kreispunkte der Fläche zweiten Grades." 

Diesen Satz kann man auch leicht synthetisch beweisen; für die 
Rcgeltiächen zweiten Grades sieht man ihn ohne weiteres ein. Ist diese 
Regelfläche ein Paraboloid, so sind die sphärischen Bilder seiner beiden 
Regelscharen offenbar zwei Büschel gröfster Kugelkreise; die Achsen 
dieser Büschel stehen dabei senkrecht auf den Kichtebenen des Para- 
boloides. Die Krümmungslinien halbieren nun in jedem Punkte des 
Paraboloides den Winkel der durch diesen Punkt gehenden Erzeugenden; 
nach dem oben erwähnten Hauptsatze der sphärischen Abbildung müssen 
daher auch die sphärischen Bilder der Krümmungslinien in jedem 
Punkte der Kugel den Winkel zwischen den sphärischen Bildern der 
Erzeugenden (Haupttangentenkurven) des Paraboloides halbieren. Nun 
sind die sphärischen Bilder dieser Erzeugenden gröfste Kreise, die von 
zwei Punkten auslaufen; daher müssen (nach einem sehr bekannten 
Satze) die sphärischen Bilder der Krümmungslinien Kegelschnitte sein, 
welche diese Grundpunkte zu gemeinschaftlichen Brennpunkten haben. 

Ist die Regelfläche ein Hyperboloid H y so entspricht der unendlich 
fernen Kurve von H auf der Kugel K ein sphärischer Kegelschnitt n 1 ; 
die sphärischen Bilder der Erzeugenden von H sind gröfste Kugel- 
kreise, welche die beiden Aste von n t berühren. Die sphärischen Bilder 
der Krümmungslinien müssen auch hier in jedem Punkte der Kugel 
den Winkel zwischen den beiden durch den Punkt gehenden und f?, 
berührenden gröfsten Kugelkreise halbieren. Nach einem ebenfalls sehr 
bekannten Satze über konfokale sphärische Kegelschnitte ergiebt sich 
daraus sofort, dafs die sphärischen Bilder der Krümmungslinien von H 
mit m x konfokale sphärische Kegelschnitte sein müssen. 

Mit Hilfe des eben bewiesenen Satzes läfst sich die ganze Theorie 
der Krümmungslinien der Flächen zweiten Grades auf die Theorie der 
sphärischen Kegelschnitte basieren, ohne Zuhilfenahme konfokaler 
Flachen zweiten Grades, was vom konstruktiven Standpunkte aus be- 
trachtet eine Vereinfachung darstellt. 

Daraus ergiebt sich wieder die Bedeutung der sphärischen Ab- 
bildung für die darstellend geometrische Behandlung der Flächen zweiten 
Grades. Sie gestattet uns so verschiedene und umfassende Aufgaben, 
wie sie die Isophoten, Isophengen und Krümmungslinien darbieten, ein- 
heitlich und konstruktiv oft kürzer zu behandeln als es gewöhnlich 
geschieht. 
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Die Hauptschwierigkeit bei der Anwendung der ganzen Methode 
in der darstellenden Geometrie liegt darin, einen konstruktiv möglichst 
einfachen Übergang von jedem Punkte der Fläche zu seinem sphä- 
rischen Bilde und umgekehrt zu finden. 

Für die Mittelpunktsflächen zweiten Grades hat Verfasser solche 
einfache konstruktive Ubergänge gezeigt in oben erwähnter Arbeit; 
auch für die anderen technisch wichtigen Flächen wird sich diese 
Hauptschwierigkeit überwinden lassen, namentlich wenn man immer 
darauf bedacht ist, die anzuwendenden Zeichenhilfsmittel passend zu 
verallgemeinern. 



Über eine besondere Art konvergenter Punktfolgen. 

Von Franz London in Breslau. 

Konvergente Zahlenfolgen d. h. unendliche Zahlenfolgen a 0) a lf a if .., 
welche zu einem Grenzwert lim a n konvergieren, hat man schon längst 

n = od 

in die Analysis eingeführt und sich derselben als eines der wichtigsten 
Hilfsmittel zur Bestimmung und Berechnung von Zahlen bedient- Es 
liegt daher der Gedanke nahe, in der Geometrie konvergente Punktfolgen 
in analoger Weise zu verwenden. Eine unendliche Folge in derselben 
Ebene befindlicher Punkte heifse konvergent, wenn ein Punkt P derart 
existiert, dafs in jeden, wenn auch noch so kleinen, den Punkt P um- 
schliefsenden Bereich die Punkte der Folge schliefslich eindringen und 
darin verbleiben; der Punkt P heifst der Konveryenzpunkt oder Grenzpunkt 
der Punktfolge. Durch eine konvergente Punktfolge wird ihr Grenz- 
punkt ebenso eindeutig bestimmt, wie durch eine konvergente Zahlen- 
folge ihr Grenzwert, und in gleicher Weise bieten die konvergenten 
Punktfolgen ein Mittel dar, ihre Grenzpunkte wirklich zu konstruieren 
und somit eine Methode der konstruktiven Geometrie zu liefern. Denn 
konstruiert man die Punkte der Folge der Reihe nach, so werden schliefs- 
lich die so sich ergebenden Punkte so dicht an einander und an den 
Grenzpunkt zusammenrücken, dafs sie nicht mehr als von einander ver- 
schieden wahrnehmbar sind, und der Konstruktion alsdann von selbst 
ein Ziel gesetzt wird. Man wird auf diese Weise eine zwar nur 
approximative, aber beliebig genaue und für alle praktischen Zwecke 
durchaus ausreichende Konstruktion des Grenzpunktes erhalten. Um 
ein Beispiel dieses Verfahrens zu geben, so können wir auf dem an- 
gegebenen Wege 1 die Trisektion des Winkels höchst einfach und dabei 
sehr genau lösen. Ist AB der in drei gleiche Teile zu teilende Bogen, 
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so sei A x der Halbierungspunkt von AB, A 2 der von AA t , A 3 der von 
A^, A± der von A^A^, u. 8. w. Die so entstehende Punktfolge A } 
A u A t , Ao t , .... hat, wie man leicht erkennt, den Punkt P, für welchen 
AP=\AB ist, zum Grenzpunkt, und es läfst sich P, da man zur 
Herstellung von A i} A if ... (nach Mascheroni) nur des Zirkels be- 
darf, allein mit dem Zirkel unter Benutzung nur weniger Punkte der 
Folge sehr scharf konstruieren. Geht man bis zum Punkte A 6 , so be- 
tragt der begangene Fehler jj 2 ÄB y geht man bis A 9 , so beträgt der- 
selbe 15 ! M A B y also bereits viel weniger als l 0 /^ der ganzen Bogenlänge 
AB. In analoger Weise läfst sich die Teilung des Bogens in eine 
beliebige Anzahl gleicher Teile bewirken. 

Daher werden schnell konvergente Punktfolgen ein ebenso mächtiges 
Konstruktionsmittel in der Geometrie sein, wie es schnell konvergente 
Zahlenfolgen und Reihen in der Arithmetik sind. Trotzdem ist von 
diesem Hilfsmittel bisher kaum Gebrauch gemacht worden, obwohl man 
schon bei ganz einfachen Betrachtungen zu sehr geeigneten Punktfolgen 
dieser Art geführt wird. Sind die Punkte eines rationalen Trägers durch 
eine projektive Verwandtschaft SS mit zwei reellen Doppelpunkten in 
Beziehung gesetzt und konstruiert man zu einem beliebigen Punkte P 0 
in Bezug auf SS den entsprechenden P n zu P t den entsprechenden P 2 , 
zu diesem den entsprechenden P 3 u. s. w., so gelangt man zu einer 
Punktfolge P 0 , P lf P 2 , . . . ., welche wir als die zum Anfangspunkt P 0 
gehörige Iterationsfolge von SS bezeichnen, imd welche, wie bekannt, 
einen der beiden Doppelpunkte von SS zum Konvergenzpunkt hat, und 
zwar stets denselben Doppelpunkt, wie auch der Anfangspunkt P 0 ge- 
wählt sei. Die Iterationsfolgen der inversen Projektivität 93 — 1 haben 
alsdann den andern Doppelpunkt zum Konvergenzpunkt. Da man den 
zu einem Punkte in Bezug auf SS entsprechenden Punkt allein mit 
Hilfe des Lineals konstruieren kann, so ergiebt sich, dafs man auf diesem 
Wege zwar nur approximativ, aber mit jeder beliebigen und für alle 
praktischen Zwecke ausreichenden Genauigkeit die Doppelpunkte einer 
Projektivität unter alleiniger Verwendung des Lineals konstruieren kann. 
Auf diese Konstruktion läfst sich bekanntlich eine jede Konstruktion 
zweiten Grades zurückführen. 

Da der eine der beiden Doppelpunkte von SS dadurch ausgezeichnet 
ist, dafs er der Konvergenzpunkt der Iterationsfolgen von SS ist, so 
entsteht die Frage, welcher von den beiden Doppelpunkten der Konver- 
genzpunkt ist. Dabei ergiebt sich folgendes. Ist P 0 , P t ein beliebiges 
Paar homologer Punkte von SS und setzt man auf dem Träger eine 
Parameterverteilung fest, bei welcher dem Punkte P 0 der Parameter 0, 
dem Punkte P,^ der Parameter oo zugeordnet ist, so ist dadurch zwar 
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noch nicht für jeden Punkt der zugehörige Parameter bestimmt , wohl 
aber ist damit das Verhältnis der Parameter festgelegt und damit auch 
die Entscheidung, welcher von zwei Punkten des Trägers den absolut 
gröfseren Parameter hat. Alsdann gilt: Konvergenz punld ist derjenige 
der leiden Doppelpunkte, (reicher bei einer Parameterverteilung der ge- 
nannten Art den absolut größeren Parameter erhält. Eine besonders 
anschauliche Aussage liefert der spezielle Fall des Satzes, den man er- 
hält, wenn man als Träger eine Gerade wählt und P 0 mit dem Flucht- 
punkt, also Pj mit dem unendlich fernen Punkt zusammenfallen läfst; 
dann ergiebt sich: KonvergenzpunU ist derjenige der beiden Doppelpunkte, 
welcher vom Fluchtpunkte am weitesten entfernt ist. Sind beide Doppel- 
punkte verschieden und vom Fluchtpunkte P 0 gleichweit entfernt, so 
giebt es keinen von P 0 am weitesten entfernten Doppelpunkt, alsdann 
wird 3$ eine Involution, bei welcher die Iterationsfolge offenbar nicht 
konvergiert, da sich ihre Punkte in zweielementigen Oyklen wiederholen. 
Andere cyklische Projektivitäten können bei reellen Doppelpunkten be- 
kanntlich nicht auftreten. — 

Sind die Doppelpunkte der Projektivität nicht reell, so konvergiert 
die Iterationsfolge nicht, sondern es erfüllen ihre Punkte — abgesehen 
von dem Fall cyklischer Projektivität — den Träger überall dicht. In 
jedes noch so kleine Intervall dringen unendlich viele Punkte einer 
Iterationsfolge ein. 

Fragen wir noch nach dem arithmetischen Äquivalent dieses Kon- 
vergenzprozesses, so wird dasselbe dargestellt durch die bekannte, für 
die absolut gröfste Wurzel der quadratischen Gleichung: x 1 — ax — 6 = 0 
geltende Kettenbruchentwicklung : 

a H . . 

a -f- b 

a-\-b 
a ■ 

Stellt man analoge Betrachtungen für die projektive Beziehung in 
Räumen höherer Dimensionenzahl an, so gelangt man zu approximativen 
Konstruktionen für Konstruktionsprobleme dritten und höheren Grades, 
welche, ihrerseits arithmetisch dargestellt, Verallgemeinerungen der eben 
angeführten, für quadratische Irrationalitäten geltenden Kettenbruch- 
darstellung liefern. Sind die Punkte einer Ebene durch eine KoDineation 
SB, welche 3 reelle Doppelpunkte hat, in Beziehung gesetzt, so weifs 
man, dafs auch hier im allgemeinen — d. h. abgesehen von gewissen 
Fällen, wo ganz spezielle Beziehungen zwischen den Wurzeln der Doppel- 
punktsgleichung bestehen, und welche sich unschwer erledigen lassen 
und daher hier übergangen werden mögen — jede Iterationsfolge von SB, 
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mit welchem Punkte man sie auch beginnen möge, einen und den- 
selben der 3 Doppelpunkte zum Konvergenzpunkt hat. Es fragt sich, 
welcher der drei Doppelpunkte der Konvergenzpunkt ist ; und zwar soll 
die Bestimmung des Konvergenzpunktes ohne Benutzung des Doppel- 
punktdreiecks, also auf rationalem Wege, erfolgen 1 ). Denkt man durch 
irgend ein Paar in Bezug auf S8 sich entsprechender Punkte P 0 , P t 
den Kegelschnitt K gelegt, welcher die 3 Doppelpunkte enthält, 
und welcher ohne Kenntnis der Doppelpunkte linear konstruierbar ist, 
und nimmt man auf K eine Parameterverteilung vor, bei welcher dem 
Punkte P 0 der Parameter 0, dem Punkte P t der Parameter oo bei- 
gelegt wird, wodurch die Gröfsenfolge der Parameter der Punkte von K 
festgelegt ist, alsdann gilt: Kmivergenzpunkt ist derjenige der drei Doppel- 
punkte, welcher bei einer Parameterverteilung der angegebenen Art den 
absolut gröfsten Parameter erhält. Der Doppelpunkt mit dem absolut 
lieinsten Parameter ist der Konvergenzpunkt der inversen Kollimati on. 
Dafs man stets zu demselben Doppelpunkte auf diesem Wege gelangt, 
ergiebt sich aus der Konstanz des fünf-elementigen Wurfes, den die 
3 Doppelpunkte einer Kollineation zusammen mit irgend einem Paar 
homologer Punkte bestimmen 3 ). Läfst man im besonderen P 0 , P t 
mit dem auf der unendlich fernen Geraden befindlichen Paare ent- 
sprechender Punkte von SB susammenf allen, so erhält unser Satz die 
Gestalt: Konvergenzpunkt ist derjenige der 3 Doppelpunkte, welcher von 
der Fluchtgeraden am weitesten entfernt ist] der der Fluchtgeraden nächst- 
gelegene Doppelpunkt ist Konvergenzpunkt der inversen Kollineation. Somit 
ist der von der Fluchtgeraden am weitesten entfernte und der ihr nächst- 
gelegene Doppelpunkt durch Konstruktion der Punkte der direkten resp. 
der inversen Iterationsfolge allein mit dem Lineal approximativ kon- 
struierbar. Was den mittleren Doppelpunkt betrifft, so gelangt man zu 
diesem auf folgendem Wege. Geht man von einer beliebigen Geraden 
aus, konstruiert zu ihr in Bezug auf 3$ die entsprechende, zu dieser 
wieder die entsprechende und fährt so fort, so gelangt man zu einer 
Folge von Geraden, welche wir eine Iterations- Geradenfolge von 3$ 
nennen. Ist P 0 , P lf P 2 , . . . eine Iterationspunktfolge von 3$, so bildet, 
wenn wir P { _ t P { = g i (■< = 1, 2, 3, . . .) setzen, g u </ 2 , g s , ... eine 
Iterationsgeradenfolge. Jede Iterationsgeraden folge einer ebenen Kollinea- 
tion mit 3 reellen Doppelpunkten konvergiert zu derjenigen Doppelgeraden, 

1) Eine ziemlich umständliche Charakterisierung des Konvergenzpunktes unter 
Benutzung des Doppelpunktdreieeks, also auf irrationalem Wege, giebt Amodeo, 
Giornale di mat. XXVII p. 40—47. 

2) cf. G. Kohn: Über die Erweiterung eines Grundbegriffes der Geometrie der 
Lage. Math. Ann. Ud. 46 p. 290. 
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welche den Konvergenzpunkt mit dem mittleren Doppelpunkt verbindet. 
Ist D i der Konvergenzpunkt von SB, i> 3 der von SS -1 , D 2 der mittlere 
Doppelpunkt, so ist D t D 2 die Konvergenzgerade von SB, 7> 8 D 2 die von SB~ l . 
Somit giebt jede Iterationspunktfolge von 3$ nicht nur den Konvergenz, 
punkt D x von SB, sondern auch die Konvergenzgerade D 1 D 2 von SB, da 
nach dieser die Verbindungslinien P { = & (/ = 1, 2, 3, . . .) auf- 
einander folgender Punkte konvergieren. Ist P 0 , P-j, ... die 
mit P 0 beginnende Iterationsfolge von SB~ l , so liefert die zugehörige 
Geradenfolge: P •(•- i) -P_,= (i = 1, 2, . . .) eine zweite Doppel- 
gerade P 8 P 2 . Der tnittlere Doppelpunkt ist der Schnittpunkt der Kon- 
vergenzgeraden von 58 und SB^ 1 . Man erhält denselben auch als Kon- 
vergenzpunH der Punktfolge (g 1} </_.), 9-*) 

Es bleibt nur noch übrig den Fall, wo nicht alle 3 Doppelpunkte 
reell sind, zu berühren. In diesem Falle konvergieren die lterations- 
punktfolgen entweder in der direkten oder in der inversen Richtung zu 
dem reellen Doppelpunkt] und zwar findet das eine oder das andere 
statt, je nachdem die reelle Wurzel der Doppelpunktsgleichung absolut 
gröfste oder absolut kleinste Wurzel ist. Bezeichnen wir diejenige der 
beiden zu einander inversen Kollineationen, deren Iterationspunktfolge 
zu dem reellen Doppelpunkt konvergiert, mit SB, so ist die reelle Doppel- 
gerade die Konvergenzgerade von SB -1 . Wir erhalten also auch in diesem 
Falle die beiden reellen Doppelelemente als Grenzelemente der Iterations- 
folgen von 58 und SB -1 . Die Iterationspunktfolge von SB -1 ist in diesem 
Falle nicht konvergent, wir können ihr Verhalten dahin charakterisieren, 
dafs sich die Punkte der Folge „überall dicht" an der reellen Doppel- 
geraden anhäufen, das soll heifsen: Wenn P ein beliebiger Punkt der 
reellen Doppelgeraden ist, so kann man aus der Iterationsfolge eine 
Teilfolge so herausheben, dafs dieselbe P als Konvergenzpunkt besitzt. — 

Es lassen sich auf diesem Wege somit alle Konstruktionen dritten 
Grades, da diese auf die Bestimmung der 3 Doppelpunkte einer Kolli- 
neation zurückführbar sind, allein mit dem Lineal durch Konstruktion 
der Punkte einer Iterationsfolge ausführen; eine solche Konstruktion 
ist zwar nur eine approximative, läfst sich jedoch soweit führen, dafs 
der Fehler beliebig klein wird und unter die durch die Mangelhaftigkeit 
unserer Konstruktionsmittel jeder Konstruktion gesetzten Schranken 
herabsinkt. 

Für die wirkliche Ausführung derartiger Konstruktionen wird es 
angemessen sein, die noch in der Aufgabe liegenden Unbestimmtheiten 
zur Vereinfachung des Verfahrens auszunutzen. Da zu einem und dem- 
selben System von 3 Doppelpunkten eine zweifache, lineare Mannig- 
faltigkeit von Kollineationen gehört, so kann man unter diesen solche 
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aufsuchen, für welche die Iterationsfolgen besonders einfache Eigen- 
schaften besitzen. In dieser Hinsicht zeichnen sich besonders diejenigen 
Kollineationen aus, die sich „in eingeschriebener J)reieckslage' lV ) befinden. 
Dieselben sind dadurch charakterisiert, dafs sich der zu einem Punkte 
P 0 entsprechende Punkt P x auf der harmonischen Polaren von P 0 in 
Bezug auf das Doppelpunktdreieck befindet. Ist eine Kollineation $ 
etwa durch 4 Paare entsprechender Punkte gegeben, so ist es leicht, 
wie an anderer Stelle gezeigt werden soll, eine Kollineation anzugeben, 
welche dieselben Doppelpunkte wie 9S besitzt und sich in eingeschriebener 
Dreieckslage befindet. Die Iterationsfolgen P 0 , P x , P 8 , ... von Kolli- 
neationen in eingeschriebener Dreieckslage erfreuen sich nun ganz be- 
sonders einfacher Eigenschaften hinsichtlich ihrer Konstmierbarkeit und der 
Art ihrer Konvergenz. Zunächst befindet sich 8 ) in einer solchen Iterations- 
folge P 0 , P 1} P 2 , .... der Punkt P 8 auf P 0 P 1; P 4 auf P X P 2 , P ö auf 
P 2 P S Um nun, wenn die Kollineation durch die sechs konse- 

kutiven Punkte P 0 , P 1; P 2 , ... P 5 gegeben ist, P 6 auf P S P 4 zu kon- 
struieren, so hat man dazu nur den Schnittpunkt von P 0 P 4 und P 2 P 3 
aus P A auf P S P 4 zu projizieren. Auf diese Weise erhält man ungemein 
schnell die Punkte P 6 , P 7 , P 8 , . . . ., ohne die Figur mit unnötigen 
Hilfslinien belasten zu brauchen, da man die Hilfslinien, wie P 0 P 4 
nicht auszuziehen, sondern nur ihren Schnitt mit P 2 P 3 zu markieren 
braucht. Was ferner die Art der Annäherung betrifft, so wäre es be- 
sonders einfach und anschaulich, wenn jedes, von 3 aufeinander folgenden 
Punkten gebildete Dreieck, z. B. P 0 l\P if das folgende derartige Dreieck 
P 1 P 2 P S und damit alle weiteren in sich enthielte. Alsdann würde 
auch der Konvergenzpunkt im Innern aller dieser konsekutiven Dreiecke 
sich befinden und jedes solche Dreieck würde ein Mafs für die Gröfse 
der erreichten Annäherung geben; es würde sich die gebrochene Linie 
P Q P l P s ... in das Innere jedes dieser Dreiecke hineinwinden, so dafs 
man kurz eine solche Punktfolge als eine „nach innen gewundene* 
Folge bezeichnen kann. Für die in Rede stehenden Kollineationen läfst 
sich nun in der That nachweisen: Jede Iterationsfolge einer in ein- 
geschriebener Dreieclcslage befindlichen Kollineation ist, wofern sie Äow- 
vergent ist, von einer bestimmten Stelle an „nach innen gewunden''. Da 
man, den Anfangspunkt der Folge willkürlich wählen kann, so kann 
man denselben so zu bestimmen suchen, dafs die Folge von Anfang an 
„nach innen gewunden" ist. Dies wird in der That erreicht, wenn 

1) cf. Pasch: Zur Theorie der Kollineation und Reziprozität Math. Ann. 
23 p. 419—436. 

2) cf. Clebsch und Gordan. Über biterniire Formen mit kontragredienten 
Variabein. Math. Ann. I p. 369—400. 
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man als Anfangspunkt der Folge den Punkt wählt, in welchem die 
Fluchtgerade der gegebenen Kollineation und die der zu ihr tnversen 
Kollineation sich schneuien. 

Man erkennt aus dem Angeführten, dafs die wesentlichsten der 
hier angeführten Resultate sich auf Räume von drei und mehr Dimen- 
sionen ausdehnen lassen. Ich behalte mir vor, dies sowohl, als auch 
die hier unterdrückten Beweise an anderer Stelle auszuführen. 



Die Hauptepochen der Entwicklung der neueren Mathematik. 

Rektoratsrede von 0. Staude in Rostock. 

Hochansehuliche Festversammlung! 

Der heutige Festtag ist dem Andenken des hochseligen Grofsherzogs 
Friedrich Franz II. gewidmet, der am 28. Februar 1823 in Ludwigslust 
geboren war. 

Festtage sind hohen Warten vergleichbar, von denen wir das Auge 
über Thäler und Höhen, über Flüsse und Seen in weite Ferne hinaus- 
schweifen lassen. Wenn wir heute das Bildnis des erlauchten Fürsten mit 
frischem Grün bekränzen, so wandern gleichzeitig unsere Gedanken über 
die Fülle geschichtlicher Ereignisse hin, aus denen er hervorgewachsen ist, 
in die er führend eingegriffen hat, und die au seine 41jährige Regierungs- 
zeit sich augereiht haben. Wir gedenken seines gewaltigen Vorfahren, des 
Herzogs Johann Albrecht, der um die Mitte des 10. Jahrhunderts in 
Mecklenburg die Reformation zur Anerkennung gebracht hat; wir gedenken 
der grolsen Tage des deutschen Vaterlandes, in denen Friedrich Franz II. 
selbst an der Spitze seiner Truppen zu Kampf und Sieg gezogen ist; wir 
erinnern uns seines allzufrüh verstorbeneu Sohnes, dessen Denkmal seit 
wenigen Monaten uusere Wallaulagen schmückt; wir gedenken der that- 
kräftigen Regentschaft des Herzogs Johann Albrecht und begrüfsen mit 
Segenswünschen unsern jugendlichen Herrn, der gleich seinem Grofsvater 
mit 19 Jahren die Zügel der Regierung in die Hand nahm. 

Wenn gerade die Universität den Geburtstag Friedrich Franz' II. 
als regelmäfsigen Festtag begeht, so erfüllt sie damit eine Pflicht freudiger 
Dankbarkeit gegen den edlen Fürsten, der nicht nur als treuer Schutzherr 
über die Erhaltung der Universität gewacht hat, sondern auch nicht müde 
geworden ist, mit allen Kräften zum Aufblühen unserer akademischen 
Wissenschaften beizutragen. 

So ist denn alljährlich eine dieser Wissenschaften mit der Aufgabe 
betraut, das Andenken Friedrich Franz' II. in akademischer Weise durch 
eine wissenschaftliche Betrachtung zu ehren. 

Aber wie jede einzelne Wissenschaft ein unentbehrlicher Bestandteil 
des gesamten Organismus der Hochschule ist, so spricht gerade an solchem 
Festtage die einzelne auch im Namen und im Sinne der anderen. Wenn einer 
von uns Dozenten der Freude au seiner Fachwissenschaft Worte verleiht, 
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so giebt er in begrenztem Rahmen die allgemeinen Empfindungen wieder, 
die uns alle bei unserem Eintritt in die Wissenschaft erfüllt und beseelt, 
die uns in der Arbeit, für sie Kraft und Ausdauer gegeben haben. Die 
Freude an der Wissenschaft, die uns in Stunden stiller Arbeit von einander 
trennt, sie ist es auch, die uns untereinander, und die uns im Unterricht 
mit der studierenden Jugend verbindet. 

In dieser Auffassung darf auch ich am heutigen Festtage der gesamten 
Universität zu dienen hoffen, wenngleich ich meine Ausführungen auf meine 
Fachwissenschaft beschränke uud in kurzen Zügen die Hauptepochen 
der Entwicklung der neueren Mathematik zu schildern versuche. 

. * - 

Das Mittelalter war für die Mathematik, wie für die Naturwissen- 
schaften, deren Schwesterdisziplin sie ist, eine tote Zeit gewesen. Den 
ersten entscheidenden Anstofs zu einer kräftigen Entfaltung der mathe- 
matischen Wissenschaften gaben zwei Entdeckungen, die im 17. Jahrhundert 
innerhalb der beiden Nationen aufleuchteten, deren Wettkampf uns in der 
Folge noch öfters entgegentreten wird: Der französische Philosoph Descartes 
erfand im Jahre 1637 die sogenannte Koordinatenmethode der Geometrie, 
und der deutsche Philosoph Leibniz schuf im Jahre 1684 die Grundlagen 
der Differential- und Integralrechnung. 

Aber die beiden Philosophen machten selbst keinen umfassenderen 
Gebrauch von ihren Entdeckungen; ja sie mochten wobl kaum ahnen, 
welche gewaltigen Werkzeuge sie der Wissenschaft in die Hand gegeben 
hatten. Erst im 18. Jahrhundert beginnt mit Leonhard Euler die that- 
sächliche Verwertung der Ideen von Descartes und Leibniz für die 
reine Mathematik, für die Astronomie und für die mathematische Physik; 
und die Durchführung dieses Erfolges charakterisiert die erste Epoche der 
neueren Mathematik. 

Euler selbst ist weiteren Kreisen bekannt durch seine Briefe an eiue 
deutsche Prinzessin. Er behandelt in diesen Briefen für eine Nichte 
Friedrich des Grofsen, der ihn 1741 an die Berliner Akademie berufen 
hatte, in mustergiltiger Klarheit die wichtigsten Fragen der Astronomie, 
Geographie, Physik und Philosophie. Unter den Facbgenossen aber ist 
Eulers Fleifs geradezu sprichwörtlich geworden. Euler hat mehr als 
800 mathematische Schriften verfafst, darunter grofse mehrbändige Werke. 
Obwohl er in den 17 letzten Jahres seines Lebens, die er als Akademiker in 
St. Petersburg zubrachte, des Augenlichts beraubt war, arbeitete er un- 
ermüdlich schaffend bis an sein Ende. Auf dem Friedhof zu St. Petersburg 
spricht ein mächtiger Block von fiunlandischem Granit in der kurzen In- 
. schrift: „Leonardo Eulero Academia Petropolitana" aus, was er der 
Akademie gewesen war l j. 

In allen Gebieten der Mathematik war Euler in der That der erste 
und beinahe einzige seiner Zeit. Er wufste mit Meisterhand die von 
Descartes und Leibniz geschaffenen Werkzeuge zu vervollkommnen uud 
ihre Leistungsfähigheit in den verschiedensten Gebieten zu erproben. So 
gelang es ihm, alle bedeutenderen Probleme zu lösen, welche die vereinzelten 
Mathematiker seiner Zeit beschäftigten. 

* 

1) Vgl. Rudio, Schweizer öffentliche Vorträge, Band VIII, Hefts, Basel 1884. 

Jahmberlcht d. Deutschen Matnem.-Vereiuigung XI. Heft 6 u. 7. 19 
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Aber wie er sich in seinen Schriften noch meistens der lateinischen 
Gelehrtensprache bediente, so blieben dieselben auch sachlich das Eigentum 
weniger Auserwählter. Für eine allgemeine Blütezeit der Mathematik waren 
in Eulers Umgebung die Bedingungen nicht vorhanden. 

Indessen sollten sie sich alsbald an anderer Stelle erfüllen. Es war die 
französische Revolutionszeit mit ihrem gesteigerten Geistesleben, mit ihren 
hochgespannten Anforderungen an Wissenschaft und Technik, von der eine 
neue gewaltige Triebkraft ausging. In dieser stürmischen Zeit wurde die 
höhere Mathematik zum ersten Male in ihrem vollen Umfange und mit vollem 
Bewufstsein zu einem allgemeinen Werkzeug der Naturwissenschaft und 
Technik ausgebildet. Hatte Euler in Jahrzehnten stillen Schaffens dieser 
Entwicklung vorgearbeitet, so vollendete sich jetzt in kurzer Zeit mit über- 
wältigender Notwendigkeit der Siegeszug der Koordinatenmethode von Des- 
cartes und der Differential- und Integralrechnung von Leibniz. 

Gerade im Todesjahr Eulers 1783 siedelte Gaspard Monge von 
einer militärischen Provinzialschule , wo er als Lehrer gewirkt hatte, nach 
Paris über, einer Berufung zum Mitgliede der Akademie und zum Professor 
der Hydraulik folgend. In militärisch-technischen Arbeiten aufgewachsen, 
hatte er schon als Jüngling eine wichtige Aufgabe der Festungsbaukunst, 
das sogenannte Defilieren eines Festungswerkes, gelöst 1 ). Dadurch war er 
auf die darstellende Geometrie geführt worden, die er in seinem ersten 
Hauptwerke im Jahre 1799 zu einem wissenschaftlichen System erhob. 
Zugleich befähigte ihn seine geometrische Schulung, die Anregungen Eulers 
in der Anwendung der Differentialrechnung auf die Geometrie mit glänzen- 
dem Erfolge aufzunelimen. In dieser Richtung lag seine berühmte Ent- 
deckung der Krümmungslinien mit ihrer praktischen Verwertung für den 
Zuschnitt der Bausteine einfacher und gekreuzter Gewölbe, sowie für die 
Schattenschraffierung in der Radierkunst 2 ). 

Aber nicht nur in der Geometrie fanden die Koordinatenmethode von 
Descartes und die Differential- und Integralrechnung von Leibniz ihre 
Verwertung. Gerade der allgemeine Gebrauch der beiden Methoden in 
allen exakten Wissenschaften und ihrer Technik ist es, der dieser Epoche 
ihren Stempel aufdrückt. 

So entstand 1788 das klassische Werk von Lagrange über die 
analytische Mechanik, welches die physikalischen Bewegungsvorgänge mittels 
der genannten Methoden erklärte. So entstand von 1796 an die Mechanik 
des Himmels von Laplace, die ebenso das gesamte System der kos- 
mischen Bewegungen unter gesicherte mathematische Gesetze zwang. Zu 
derselben Zeit begründeten Prony die Anwendung der Mathematik auf die 
Masehinenkonstruktion, Puisant auf die Geländezeichnung, Fourier auf 
die Undulationsbewegungen der Physik 3 ). 

Neben diesen in die verschiedensten Gebiete der Naturwissenschaft 
und Technik eingreifenden Anwendungen der Mathematik entwickelte sich 
naturgemäfs auch das theoretische System der Differential- und Integral- 

1) Vgl. Haussner in Ostwalds Klassikern Nr. 117 S. 181, sowie die daselbst 
S. 187 angegebene Litteratur. 

2) Monge, Geometrie descriptive, Paris 1798/9, S. 124. 

3) Vgl. für die 1. Epoche Günther, Geschichte der unorganischen Natur- 
wissenschaften im 19. Jahrhundert, Berlin 1901. 
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reclinung, die sogenannte Analysis, in mächtigen Schritten weiter. In diesem 
Sinne wirkte neben Lagrange gleichfalls in Paris Legendre. Beide be- 
gründeten vor allen die Theorie der sogenannten elliptischen Integrale i 1 ), für 
welche sich bei Euler und dem Italiener Fagnano nur die ersten Keime 
gefunden hatten. 

Überhaupt vereinigte Paris um die Wende des Jahrhunderts eine so 
grofse Zahl hervorragender Mathematiker, wie niemals sonst an ein und 
derselben Stelle gewirkt hat. Die Pariser Akademie war auf dem Gebiete 
der Mathematik in Wirklichkeit, was sie sein wollte, der Brennpunkt aller 
wissenschaftlichen Bestrebungen Frankreichs und der übrigen Länder. 

Zu gleicher Zeit drang die höhere Mathematik zum ersten Mal lebendig 
in weite Kreise hinein, nicht blofs dank der Bedeutung ihrer Meister, 
sondern auch infolge der zwingenden Notwendigkeit der äufseren Verhält- 
nisse. Nach dem Untergang zahlreicher Schulen Frankreichs während der 
Revolution fehlte es überall an Lehrern und geistigen Arbeitskräften, be- 
sonders für die Technik des Krieges. 

Da war es wieder der Geometer Monge, auf dessen Betreiben und nach 
dessen Plänen im Jahre 1795 die erste ecole polytechnique in Paris gegründet 
wurde, das Vorbild aller späteren polytechnischen Hochschulen. An dieser 
neuen Lehranstalt lehrte Monge vor allem seine darstellende Geometrie. 
In der Kirche der Sorbonne hatte er seine Zeichensäle eingerichtet; hier 
feierte die Technik dieses fruchtbaren Zweiges der Geometrie ihre ersten 
grofsen Triumphe. Neben Monge aber zogen die andern Meister, Lagrange 
und Laplace, einen immer wachsenden Kreis von Schülern heran, die bald 
selbständig in die Entwicklung der Wissenschaft eingriffen. 

Infolgedessen entstand damals die erste mathematische Zeitschrift, das 
Journal de Pecole polytechnique. Es erschien anfangs unter den Jahres- 
zahlen der Revolution, die Autornamen mit dem gleichmäfsigen Titel 
Citoyen versehen, aber es hat die Stürme seiner Jugendzeit überstanden, 
hat sich später des besonderen Schutzes Napoleons I. erfreut und sich bis 
in das 19. Jahrhundert hinein als eines der hervorragendsten mathematischen 
Journale erhalten. 

So erreichte im Anfange des 19. Jahrhunderts in Frankreich die 
erste Epoche der neueren Mathematik, während der die Methoden von 
Descartes und Leibniz ihre nirgends versagende Kraft bewährten und 
Analysis, Geometrie und Mechanik zu klassischen Systemen ausreifen liefsen, 
ihren Höhepunkt. Ein bestimmtes Schlufsjahr für diese Epoche möchte ich 
nicht angeben. Das Ildvta qei des Heraklit gilt nirgends mehr als im 
Leben der Wissenschaft, und die Zeiten, wo es am meisten gilt, sind gewifs 
nicht die unfruchtbarsten. 

Auch für die Mathematik konnte der Glanz der Pariser Blütezeit keinen 
Stillstand bedeuten. War doch durch den schnellen Fortschritt eine über- 
reiche Menge von Thatsachen aufgehäuft worden. Unabweisbar machte sich 
das Bedürfnis nach allgemeinen, ordnenden Gesichtspunkten geltend, die in der 
Fülle der Einzelheiten die organischen Zusammenhänge aufzudecken vermöchten. 

Hiermit war der zweiten Epoche der neueren Mathematik, die etwa 
die erste Hälfte des 19. Jahrhunderts umfafst, ihre Aufgabe gestellt. 



1) Vgl. Jacobi, Ges. Werke, 1. S. 9. 
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Es war nur natürlich, dafs auch diese zweite Epoche in Paris einsetzte, 
dafs sie ihre Wurzeln in der Schule von Monge und Legendre, von 
Lagrange und Laplace haben mutete. Um aber ihre Entwicklung zu 
überblicken, müssen wir den Boden Frankreichs verlassen und uns dem 
übrigen Europa zuwenden. 

Gegen das Ende des 18. Jahrhunderts, zu derselben Zeit, wo alle Kraft 
mathematischer Produktion sich in dem einzigen Paris sammelte und auf 
Jahre hinaus die Vorherrschaft der französischen Mathematik begründet 
wurde, sah es im übrigen Europa sehr ärmlich aus. Nur in Italien wirkte 
ein kleiner Kreis begabter Mathematiker, wie Malfatti, Mascheroni, 
Plana, ohne indessen einen weitergehenden Einflufs auszuüben. Deutsch- 
land aber wies nicht einen Namen auf, der auch nur ein Schatten von 
Eulers Namen hätte scheinen können 1 ). 

Indessen sollte diese dunkle Zeit deutscher Mathematik sich bald in 
ungeahnter Weise erhellen. Seit dem Anfange des 19. Jahrhunderts hob 
sich ein einziger Deutscher bereits mit seinen ersten Arbeiten unter seinen 
Zeitgenossen hervor, eines jeuer Genies, die keiner Schule bedürfen, die aus 
der Wiege das köstlicho Gut geistiger Schöpfungskraft mühelos mitnehmen. 
Dies war Carl Friedrich Gauls. 

Obwohl auf einsamer Höhe wandelnd wurde er bald der angesehenste 
Mathematiker in Deutschland. Auch unsere Universität Rostock wandte sich 
an ihn um Rat wegen einer geeigneten Aufstellung ihrer astronomischen 
Instrumente, wie ic h aus einem Briefe entnehme, den Gau Ts unter dem 
f>. April 1833 an den damaligen Rektor Professor Dr. Strempel geschrieben 
hat. Der Brief trägt ein Siegel mit der Inschrift: Pauca, sed matura. 
Diese Worte sind für Gauls in gewisser Weise charakteristisch. Wenn auch 
die Arbeiten, die er in einem Leben von 78 Jahren vollendete, schliefslich 
eine stattliche Reihe von Bänden füllen, so ist doch jede von ihnen nach 
dem jeweiligen Stande der Wissenschaft vollständig ausgereift und von 
grundlegender Wichtigkeit. 

Ein methodisches Prinzip von unabsehbarer Tragweite kennzeichnet 
bereits seine ersten Arbeiten, ein Prinzip, welches im Laufe des 19. Jahr- 
hunderts eine völlige Umbildung der gesamten Analysis veranlassen und die 
Differential- und Integralrechnung zu der heute sogenannten Funktionen- 
theorie vervollkommnen sollte. Dieses Prinzip ist die Verwendung der ima- 
ginären Zahlen. 

Mit seiner Hilfe vermochte Gaufs eine Reihe bedeutender Probleme 
zum ersten Mal in voller Allgemeinheit zu lösen, so das Problem der Kreis- 
leitung und das Problem der konformen Abbildung, das in seiner einfachsten 
Gestalt auf die Methoden der geographischen Karteuprojektion hinausläuft, 

Bei allen seinen glänzenden theoretischen Untersuchungen verlor Gaufs 
niemals die praktischen Gesichtspunkte aus den Augen. Die Geodäsie, 
deren Methoden er vollständig erneuerte, übte er selbst als staatlich beauf- 
tragter Leiter der Landesvermessung in Hannover und Dänemark aus. Die 
Wahrscheinlichkeitsrechnung benutzte er zur Grundlegung der Versicherungs- 
rechuungeu, seine Methode der kleinsten Quadrate zur Ausgleichungsrechnung 
der Bi-obachtungsfeliler in physikalischen und astronomischen Messungen. 

1; Vgl. Günther, a. a. O. 
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Und das Denkmal, das ihm und seinem Freunde Weber in Göttingen 
errichtet ist, erinnert daran, dafs Gaufs zuerst mit jenem die Idee des 
elektrischen Telegraphen gehabt hat, der heute den ganzen Erdball um- 
schlingt. 

Was Euler für die erste Epoche unserer Entwicklung, das war Gauls 
für die zweite Epoche. Beide Männer ragten weit empor über ihre Um- 
gebung. Aber wenn Euler noch in naiver Schaffensfreudigkeit die That- 
sachen entwickelte, Wichtiges und minder Wichtiges mit gleicher Sorgfalt 
darlegend, so tritt bei Gaufs unverkennbar das methodische Abwägen, das 
planmäfsige Bezwingen bestimmter Probleme in den Vordergrund. Die 
Wissenschaft war von Euler auf Gaufs um ein Jahrhundert reifer 
geworden. 

Während Gaufs in Deutschland in den beiden ersten Dezennien des 
19. Jahrhunderts noch ziemlich isoliert dastand, hatte die Pariser Schule 
in mannigfacher Wechselwirkung mit Gaufs auch ihrerseits die Überleitung 
zu den allgemeinen Prinzipien angebahnt. 

Die imaginären Gröfsen verwertete Cauchy, um in ausgezeichneten 
Untersuchungen die neuere Funktionentheorie einzuleiten, während er gleich- 
zeitig für die Algebra die formalen Methoden der sogenannten Determinanten 
einführte, durch die manche bisher unlösbare Aufgaben spielend erledigt 
wurden. 

Neben Cauchy aber begannen die französischen Geometer Poncelet 
und Chasles aus der Schule von Monge bereits für die Geometrie die 
Prinzipien der Projektion und der Dualität auszubilden und die imaginären 
Gröfsen nutzbar zu machen. 

Indessen erwachten gegenüber dem Pariser Zentrum zu derselben Zeit 
an ganz verschiedenen Stellen neue Kräfte, die im Verein mit Gaufs den 
Schwerpunkt der zweiten Epoche der neueren Mathematik nach Deutschland 
verlegen sollten. 

Das Jahr 1826 ist der Markstein für diese Wandlung 1 ). In diesem 
Jahre wurde in Berlin von Professor Crelle mit Unterstützung preufsischor 
Behörden die erste deutsche Zeitschrift für Mathematik gegründet. Das 
Cr eile sehe Journal kam gerade zur rochten Zeit, um in seinen ersten Bänden 
die Namen der Männer zu vereinigen, die für unsere zweite Epoche 
charakteristisch sind. Neben Gaufs, Cauchy, Poncelet und Chasles, 
die schon genannt wurden, sind dies auf analytischem Gebiete Abel, 
Jacobi und Dirichlet, auf geometrischem Gebiete Möbius, Steiner und 
Plücker. 

Im engen persönlichen Anschlufs an Crelle war es der Norweger 
Niels Henrik Abel, der mit seinen Arbeiten die ersten Bände des 
Crelleschen Journals schmückte und leider auch nur diese. Denn er starb 
bereits 1829 im Alter von 27 Jahren, als eben die preufsische Regierung 
auf Betreiben von Crelle mit ihm in Verbindung getreten war, um ihn für 
die Universität Berlin zu gewinnen 2 ). 

Von den Untersuchungen, die Abel in seinem kurzen Leben geliefert 
hat, greife ich nur zwei heraus, die eine über die Unauflösbarkeit der al- 



1) Vgl. Plücker, Ges. Werke 1 S. 9. 

Ü) Journal für Mathematik IV (1830; 8. 402. 
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gebraischen Gleichungen höheren Grades und die andere über die später 
nach ihm benannten Abe Ischen Integrale, Untersuchungen, die an Kühnheit 
der Problemstellung und Neuheit der Resultate alles bisher Dagewesene in 
Schatten stellten und geradezu der Weiterentwicklung der Algebra und 
Analysis ihre weiteren Bahnen vorzeichneten. 

Neben Abel ist noch des Franzosen Galois zu gedenken, der einen 
erfolgreichen Anfang machte, die algebraischen Entdeckungen Abels fort- 
zuführen, der aber ebenfalls frühzeitig der Wissenschaft entrissen wurde. 
Mit 21 Jahren fiel er 1832 in Paris einem Duell zum Opfer, nachdem er 
in der Nacht vor seinem Todo seino Entdeckungen einem Freunde zugestellt 
hatte mit der Bitte, sie an Gaufs und Jacobi zu übersenden 1 ); ein Beweis, 
wie damals die Wertschätzung deutscher Mathematik sich zu heben begann. 

In der That wetteiferte mit Abel auf dem Gebiete der Analysis 
Jacobi, der in Königsberg und später in Berlin lehrte. Im Anschlufs an 
Legendre, Gaufs und Cauchy erkannte er die Bedeutung der imaginären 
Gröfsen für die Theorie der elliptischen Funktionen, gestaltete die formalen 
Methoden Cauchys zu mächtigen Instrumenten der Algebra und Analysis 
aus und leitete in seiner Theorie der Differentialgleichungen eines der 
schwierigsten Kapitel des Leibniz sehen Kalküls in systematische Bahnen 2 ). 

Zu gleicher Zeit mit Jacobi wirkte Dirichlet zuerst in Berlin und 
nachher in Göttingen. Er nahm die ersten Anläufe zu der kritischen strenge 
der analytischen Methoden, die uns in der dritten Epoche wieder be- 
gegnen wird. 

Jacobi und Dirichlet waren auch, ganz im Gegensatz zu Gaufs, 
die ersten deutschen Mathematiker, die eine eigentliche Lehrthätigkeit ent- 
falteten, die ersten, die ihre eigenen Untersuchungen unmittelbar im Ent- 
stehen ihren Zuhörern mitzuteilen begannen. 

Hierin kam ihnen die allmähliche Umgestaltung der Ziele der philo- 
sophischen Fakultäten zu Hilfe, die sich innerhalb unserer zweiten Epoche 
an den deutschen Universitäten vollzog 8 ). Bis zum Anfange des 19. Jahr- 
hunderts diente bekanntlich die philosophische Fakultät nur als Vorschule 
für die drei oberen Fakultäten, die theologische, juristische und medizinische. 
Zwar wurde durch ein Edikt vom 12. Juli 1810 in Preufsen das Examen 
pro facultate docendi eingeführt und damit zugleich die Ausbildung der 
künftigen Gymnasiallehrer von der theologischen auf die philosophische 
Fakultät übertragen, aber noch ohne jede Trennung der historisch - philo- 
logischen und der mathematisch -naturwissenschaftlichen Fächer. Erst die 
Prüfungsordnung vom 20. April 1831 brachte eine entscheidende Wendung, 
indem wenigstens die fakultative Trennung der Examenfächer innerhalb der 
philosophischen Fakultät anerkannt, und damit zum ersten Mal der Boden 
für besondere fachwissenschaftliche Vorlesungen geebnet wurde. 

Mit freudigem Erfolge griffen daher auch die Professoren der Mathe- 
matik, zuerst Jacobi und Dirichlet, die neue Gelegenheit auf, ihre 
akademischen Vorlesungen auf eine höhere Stufe zu erheben und sich 
dadurch selbst immer neue Anregung zu wissenschaftlicher Arbeit zu geben. 

1) Journal de mathe'matiques (1) XI (1846) S. 415. 

2) Vgl. Jacobi, Ges. Werke I, S. 3 ff . 

3) Vgl. Stäckel, Jahresbericht der Deutschen Mathematiker- Vereinigung 
Band XI, S. 28. 
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Von den drei deutschen Geometern, deren Namen sich an die Gründung 
des Crel leschen Journals anknüpfen, war Möbius in Leipzig der älteste 
und unabhängigste. Sein Hauptwerk: „Der barycentrische Kalkül" erschien 
1827, ein Jahr nach dem ersten Bande des Crelleschen Journals. Hier 
und in seinen folgenden Arbeiten begründete Möbius zuerst in weitem Umfange 
und in allen Einzelheiten die Theorie der geometrischen Verwandtschaften, 
welche den inneren Zusammenhang der zahllosen geometrischen Einzelheiten 
und ihre Einordnung in natürliche Gruppen vermittelten. 

Unabhängig von Möbius schuf Steiner in Berlin in seinem Haupt- 
werke „Systematische Entwicklung der Abhängigkeit geometrischer Ge- 
stalten" 1832 ein neues System der synthetischen Geometrie, welches in An- 
lehnung an Euklids Beweismethoden doch vollständig mit dem Aufbau des 
Euklidschen Systems brach und den Anstofs zur Begründung der neueren 
synthetisch - geometrischen Schule gab, als deren hervorragendste Vertreter 
noch heute Sturm in Breslau, Cremona in Rom und Reye in Strafsburg 
wirken. Ohne Formeln und ohne Figuren arbeitete Steiner lediglich mit 
einem aufs schärfste geschulten Anschauungsvermögen, welches ihm oft ohne 
Beweise die kühnsten geometrischen Folgerungen zu ziehen erlaubte. Der 
Grund, dafs er gerade in dieser eigenartigen Richtung sein Talent erprobt«, 
ist vielleicht in dem Umstände zu suchen, dafs Steiner, ein geborener 
Schweizer, aus der Schule Pestalozzis hervorgegangen war 1 ). 

Ganz verschieden von Steiner entwickelte Plücker in Bonn gerade 
die Koordinatenmethode zu ganz neuer Gröfse. Hatte dieselbe im Laufe 
unserer ersten Epoche eine Fülle neuer Entdeckungen ermöglicht, so war 
dieses Werkzeug des Descartes doch auf einer Entwicklungsstufe stehen 
geblieben, die den Anforderungen der Zeit nicht mehr genügen konnte. 
Neben Steiners synthetischer Geometrie wäre vielleicht die analytische 
Geometrie untergegangen, wenn nicht Plücker durch eine fundamentale 
Umgestaltung den Koordinatenbegriff Descartes' für die neuen Zwecke ge- 
schickt und geradezu zum adäquaten Ausdruck der neuen Prinzipien der 
geometrischen Verwandtschaften gemacht hätte. 

Unter dem Einflufs von Plücker standen auch die englischen Geo- 
meter Salmon und Cayley, die zugleich Cauchys formale Methoden der 
Algebra weiter entwickelten. 

So war seit der Gründung des Crelleschen Journals Deutschland der 
Mittelpunkt mathematischer Forschung geworden, wenn auch in anderer 
Weise wie ehedem Frankreich. 

Gegenüber der französischen Zentralisationsidee, die noch in dem Streben 
Napoleons I. zum Ausdruck kam, eine einzige französische Universität 
Paris mit abhängigen Tochterfakultäten in den Provinzialstädten herzustellen 2 ), 
steht in Deutschland die selbständige und unabhängige Entfaltung der 
mathematischen Wissenschaften an den einzelnen Universitäten. Während 
in Paris besonders die technischen Interessen vorgeherrscht und im Auf- 
blühen der polytechnischen Hochschule ihre Verkörperung gefunden hatten, 
waren es in Deutschland fast ausschliefslich die Universitäten, die zumal 
seit 1831 durch die freie Verfügung über ihre Lehrgebiete, unbeengt durch 

1) Vgl. F. Klein, Autograph. Vöries, über Geometrie 1 S. 78. 

2) H. Schön, Die französischen Hochschulen seit der Revolution (nach 
Liard, L'enseignement supeneur en France 1789—1893) München 1896, S. 31. 
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die Zwecke technischer SpezialSchulung, die Pflanzstätten der mathematischen 
Wissenschaft geworden sind. Charakterisiert endlich der allgemeine Erfolg 
der Koordinatenmethode von Descartes und der Differential- und Integral- 
rechnung von Leihniz den sachlichen Inhalt der ersten Epoche, so reiften 
während der zweiten Epoche in der Analysis das methodische Prinzip der 
imaginären Gröfsen, in der Algebra die alles durchdringenden formalen 
Methoden der Determinanten und Invarianten, in der Geometrie die grofsen 
Grundsätze der geometrischen Verwandtschaften, welche die scheinbar ent- 
legensten Gebiete mit einander verschmolzen. 

Es konnte nicht fehlen, dafs die neuen Methoden auch neue Thatsachen 
und neue Probleme mit sich brachten. Namentlich stand vor aller Augen 
als höchstes Ziel der Analysis das Umkehrproblem der Ab eischen Integrale. 
Wohl war es von Abel und Jakobi formuliert worden, aber bis in die 
Mitte des 19. Jahrhunderts hinein trotzte es allen Bemühungen, die seiner 
fundamentalen Bedeutung wegen an seine Lösung gesetzt wurden. 

Inzwischen waren die äufseren Bedingungen des wissenschaftlichen Ver- 
kehrs andere geworden. Auch die Mathematik war in das Zeichen des 
internationalen Wettkampfes eingetreten, der für die zweite Hälfte des 
19. Jahrhunderts charakteristisch ist. Mathematische Zeitschriften waren in 
den meisten Ländern Europas, in Amerika und in Asien entstanden, und 
die höhere Mathematik wurde an allen Universitäten gelehrt. Der weitere 
Gesichtskreis und der schnelle Austausch neuer Erkenntnisse hatte den Blick 
geschärft. Die wissenschaftliche Kritik war, wie in anderen Wissenschaften, 
so auch in der Mathematik, eine durchdringendere und strengere geworden, 
und wir dürfen die dritte Epoche der neueren Mathematik, die von der 
Mitte bis zum Ende des 19. Jahrhunderts reicht, geradezu als die kritische 1 ) 
Epoche bezeichnen. 

In diesem Sinne steht an der Schwelle der dritten Epoche bereits Karl 
von Staudt in Erlangen, der die synthetische Geometrie Steiners auf 
neue unabhängige Grundlagen stellte und die imaginären Gröfsen auch in 
der synthetischen Geometrie zur Geltung brachte. 

Aber auch Plückers analytische Geometrie fand ihre Weiterbildung 
und Verfeinerung durch Otto Hesse in Heidelberg, der durch seine meister- 
hafte Beherrschung der algebraischen Methoden die analytische Geometrie 
zu der Sicherheit und Formvollendung erhol), die wir heute von ihr ver- 
langen. 

In Berlin ragten durch ihre scharfsinnigen Untersuchungen auf dem 
Gebiete der Arithmetik und Algebra Kummer und Kronecker hervor. 

In Frankreich stand im Vordergrund dieser Epoche der glänzende 
Name Charles Herrn ites. Er bahnte die kritische Entscheidung über das 
2000jährige Problem der Quadratur des Zirkels an. Man hatte an der 
Lösung dieses Problems infolge zahlloser verfehlter Versuche derart ver- 
zweifelt, dals die Pariser Akademie Arbeiten über dasselbe nicht mehr 
annahm. Dem Scharfsinn Hermites gelang es endlich, Licht in diese 
Frage zu bringen, freilich ohne sie vollständig zu erledigen. Aber Hermites 
Spuren folgend, erwarb sich der deutsche Mathematiker Lindemann, 



1) Vgl. die Epochen der Invariantentheoric bei Hilbert, Congress Mathe- 
matical Papers, vol. I, S. 124. 
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damals in Freiburg i. B., den Ruhm, nicht nur das Problem selbst, sondern 
zugleich eine unbegrenzte Anzahl von Problemen gleicher Schwierigkeit durch 
die Erkenntnis der allgemeinen Gesetze zu erledigen. Auch die Frage der 
Auflösung der algebraischen Gleichungen 5. Grades hat Hermite zugleich 
mit Kronecker und dem grofsen italienischen Mathematiker Brioschi 
angebahnt, während sie in Deutschland von Felix Klein in glänzenden 
Untersuchungen vervollkommnet wurde 1 ). Indessen an dem Umkehrproblem 
der A heischen Integrale scheiterten selbst die Bemühungen Hermites. 

Diejenigen beiden Männer, welche die Abel sehen Integrale bezwingen 
sollten, und welche nicht nur durch die kritische Schärfe, sondern auch durch 
die Fruchtbarkeit und Vollendung ihrer Methoden die dritte Epoche von An- 
fang bis Ende beherrschen sollten, waren die beiden deutschen Mathematiker 
Bernhard Riemann und Karl Weterstrafs. 

Die ganze heutige Funktionentheorie, die im Mittelpunkt der dritten Epoche 
steht und die in gewissem Sinne die kritisch vollendete Entwicklungsstufe 
der Leibnizschen Differential- und Integralrechnung darstellt, ist der 
Hauptsache nach eine Schöpfung dieser beiden Männer, die beide völlig 
verschieden in ihrem Lebensgang, in ihrer Arbeitsweise und in ihren 
Methoden, unabhängig von einander mit ihren Leistungen hervortraten und 
unstreitig die bedeutendsten Mathematiker der Welt in dieser dritten Epoche 
gewesen sind. 

Riemann entwickelte sich, auf Anregungen von Gaufs fufsend, unter 
dessen Augen er in Göttingen promovierte und sich habilitierte 2 ), sogleich in 
selbständiger und origineller Richtung. Schon seine Dissertation vom Jahre 
1851, die eine an Cauchy, Gaufs und Dirichlet sich anschliefsende, 
übrigens durchaus neue Grundlegung der Funktionentheorie gab, erregte die 
gröfste Bewunderung des Altmeisters Gaufs, der damals am Ende seiner 
Lebensarbeit stand. 

Vollständig neu und von gröfster Bedeutung war bei Riem an n die 
Verbindung geometrischer Vorstellungen mit der Funktionentheorie. Hierauf 
gründet sich seine verhältnismäfsig kurze Arbeit über die Ab eischen 
Funktionen, die 1857 in Crelles Journal erschien, wohl die inhaltsreichste 
Arbeit, die je eine mathematische Zeitschrift geziert hat. Sie löste das 
allgemeine Jacob i-Abelsche Umkehrproblem mit einem Schlage in allen 
seinen Teilen. Fast jeder einzelne Paragraph der Arbeit enthält eine ganze 
Theorie, die zu neuen Abhandlungen und Büchern Anlafs gab. Machte 
doch die ungewöhnliche Kürze und Knappheit der Darstellung bei der Neu- 
heit und Schwierigkeit der Gegenstände die Lektüre der Rie mann sehen 
Arbeit selbst für den Mathematiker ungemein schwer. 

Aber das Schicksal hätte Riemann auch nicht Zeit gelassen, sie 
breiter auszuführen. In Italien, wohin er wiederholt Gesundheit suchend 
gereist war, starb er zu Selasca am Lago maggiore im Alter von 40 Jahren. 

Aber in Italien und Deutschland und weit über deren Grenzen lebt 
er fort, nicht nur in der Erinnerung an sein Schaffen, sondern in dem 
lebendigen Weiterblühen der fruchtbaren Ideen, die er der Wissenschaft 
hinterlassen hat. 



1) Klein, Vorlesungen über das Ikosaeder, Leipzig 1884, 

2) Vgl. Riemann, Ges. Werke, S. 509 ff. 
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Besonders Alfred Clebseh in Göttingen griff die neuen Resultate 
auf und verwertete sie in wichtigen geometrischen Untersuchungen. Aus 
seiner Anregung zu einer organischen Verbindung von Geometrie und 
Funktionstheorie ging eine ganze blühende Schule bedeutender Mathematiker 
hervor, die besonders in Felix Klein in Göttingen ihren vielseitigen Ver- 
treter gefunden hat. 

Ganz anders in seiner Entwicklung als Riemann steht Weierstrafs 1 ) 
da. Gegenüber dem raschen Leben von Riemann war ihm Zeit gegönnt, 
mit ruhiger Sicherheit zur Vollendung auszureifen. 

Anfänglich dem Studium der Jurisprudenz obliegend, wandte er sich 
erst in späteren Semestern der Mathematik zu. Als Gymnasiallehrer in 
Braunsberg in Ostpreufsen begann er seine Arbeiten über die Abel sehen 
Funktionen, die er in einem Braunsberger Gymnasialprograram und im 
Crelleschen Journal in den Jahren 1849 bis 1856 teilweise veröffentlichte. 
Der Eindruck dieser Arbeiten war ein so gewaltiger, dals Weierstrafs be- 
reits im letztgenannten Jahre zum Professor an der Universität Berlin und 
im folgenden Jahre zum Mitglied der Akademie daselbst ernannt wurde. 

In Weierstrafs erreichte die mathematische Wissenschaft der dritten 
Epoche ihre höchste Vollendung, ihre vollkommenste Reife. Er war nicht so 
vielseitig produktiv wie Euler und Gaufs; dafür waren die Zeiten vorüber; 
aber innerhalb der nicht engen Grenzen, die er sich gesteckt hatte, herrschte 
er mit unbedingter Sicherheit. Was er veröffentlichte , drang nicht blofs 
bis in die innersten Kernpunkte der Wissenschaft vor, sondern es war auch 
absolut fertig bis auf das kleinste formale Hilfsmittel. Da war kein 
Symbol, kein Buchstabe, der etwa noch durch einen geeigneteren hätte 
ersetzt werden können. 

Die Arbeiten, die er herausgab, wie die Theorie der Ab eischen Funk- 
tionen, die Zerlegung der ganzen transcendenten Funktionen in Prim- 
funktionen, die Lehre von den Elementarteilern der Determinanten sind in 
ihrer Problemstellung und in ihrer Ausführung von überwältigender Gröfse. 

Und doch geben sie nur einen sehr kleinen Teil seiner Geistesarbeit 
wieder. Was er in seinen Vorlesungen vortrug, war fast nur seine eigne 
Schöpfung. Mit geradezu verschwenderischer Hand streute er seinen Zu- 
hörern seineu Gedankenreichtum aus, unbekümmert um den Ruhm der 
Priorität. Als Persönlichkeit ein einfacher, schlichter Gelehrter, ein väter- 
licher Freund seiner Schüler, hat er niemals nach äufserer Ehre getrachtet. 
Aber neidlos wurde er von allen Nationen der Erde, die überhaupt Mathe- 
matik zu ehren vermögen, als der gröfste Mathematiker anerkannt. Deutsche 
und Franzosen, Italiener und Schweden, Russen und Amerikaner scharten 
sicli um seinen Lehrstuhl. In Stockholm wurde ein eigenes internationales 
Journal für die Weierstrafs sehe Schule unter dem Titel Acta mathematica 
gegründet. 

Zur Direktion dieses Journals gehörte auch Sophie Kowalewska, 
die ihrem Lehrer Weierstrafs besonders nahe stand. Sie erhielt im 
Jahre 1888 mit der in den Acta mathematica 2 ) veröffentlichten Schrift: 

1) Vgl. E. Lampe, Gedächtnisrede auf Weierstrafs, gehalten in der 
physikalischen Gesellsch. zu Berlin am 5. März 1897. Jahresbericht der Deutschen 
Mathematiker-Vereinigung, Bd. VI, 1; S. 27 — 44. 

2) Bd. 12. 
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Sur le prohleme de la rotation d'un corps solide antour d'un point fixe 
einen von der Pariser Akademie ausgesetzten Preis von 5000 Francs. Mit 
Recht. Denn die Arbeit lieferte eine Entdeckung für die Theorie der Be- 
wegung eines starren Körpers, der sich nur zwei frühere von gleicher Be- 
deutung an die Seite stellen liefsen, die eine von Euler und die andere 
von Poisson aus der französischen Glanzperiode. 

Wie Riemann und Weierstrafs an der Schwelle der dritten Epoche 
gestanden hatten, so stand Weierstrafs auch unerreicht am Ende der- 
selben, als er am 19. Februar 1897 im Alter von 83 Jahren starb. 

Wenn auch die dritte Epoche noch zahlreiche bedeutende Namen aufweist, 
so will ich doch da abbrechen, wo noch pulsierendes Leben der Geschichte 
den Griffel aus der Hand wirft. 

Gegenüber der zweiten Epoche, welche die allgemeinen systematischen 
Prinzipien schuf, haben wir die dritte Epoche als die kritische bezeichnet, nicht 
nur, weil sie die äufserste Strenge der Beweise im einzelnen erstreben und 
erreichen liefs, sondern auch, weil die Fundamente und der Aufbau des 
gesammten Systems der Mathematik in diesem Sinne durchmustert und 
gefestigt wurden. Diese kritische Richtung ist wesentlich auf deutschem 
Boden erwachsen und gereift. Deutsche Mathematik ist durch die ganze 
dritte Epoche die führende geblieben. 

In demselben Paris, wo vor 100 Jahren die erste Epoche ihren Höhe- 
punkt erreichte, hat im Jahre 1900 bei Gelegenheit des internationalen 
Mathematikerkongresses der deutsche Professor Hilbert 1 ) aus Göttingen 
die Probleme bezeichnet, von deren Bearbeitung eine Förderung der Wissen- 
schaft in der Zukunft sich erwarten läfst. 

Aber auch für die Vergangenheit hat Deutschland die Leitung über- 
nommen. Wir besitzen in dem von Cantor in Heidelberg verfafsten 
dreibändigen Werk über die Geschichte der Mathematik, der Lebens- 
arbeit eines 70jährigen Gelehrten, ein Werk, dem an Vollständigkeit und 
Zuverlässigkeit kein zweites gleichkommt. Dafs dies Werk etwa da ab- 
schliefst, wo unsere erste Epoche beginnt, ist nicht zufällig. Es ist wohl 
nach menschlichen Kräften überhaupt unmöglich, dafs ein Einziger die 
kritische Sichtung der gesamten mathematischen Litteratur des 19. Jahr- 
hunderts bewältigen kann. 

Aber auch diese Schwierigkeit soll unter deutscher Führung über- 
wunden werden. Vor dem Ende des 19. Jahrhunderts wurde die Deutsche 
Mathematiker- Vereinigung gegründet, der sich alsbald auch die bedeutendsten 
Mathematiker des Auslandes anschlössen. Von dieser ging besonders auf 
Betreiben von Professor Klein in Göttingen im Jahre 1896 die Anregung 
aus, in einer Encyklopädie die Geschichte der Mathematik im 19. Jahr- 
hundert zusammenzufassen. An diesem Werke arbeiten seitdem zahlreiche 
Mathematiker fast aller Länder. Im Verlage von Teubner in Leipzig 
werden gleichzeitig die vier ersten Bände des sechsbändigen Werkes, eine 
Ausgabe in deutscher und eine in französischer Sprache, gedruckt. 

So vereinigen sich unter deutscher Flagge am Anfange des 20. Jahr- 
hunderts in diesem Friedenswerke die beiden Völker, die am meisten an 



1) Hilbert, Mathematische Probleme. Nachrichten der K. Gcsellsch. der 
Wissensch, zu Göttingen. Math. phys. Kl. 1900. Heft 3. 
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dem Wettkampf der mathematischen Wissenschaften in den vergangenen 
Epochen beteiligt waren und die durch Descartcs und Leibniz den An- 
stofs zu diesem Wettkampf gegeben hatten. 

Zwar ist die Eigenart der Sprache für die Mathematik von unter- 
geordneter Bedeutung; die mathematischen Formeln und Symbole kommen 
sogar dem Ideal einer Weltsprache nahe und sind nicht an Nationen und 
politische Grenzen gebunden. 

Aber in der Geschichte ist die Mathematik wie jede andere Wissen- 
schaft durch unzählige Fäden mit den Schicksalen der Völker verknüpft, 
deren Sprachen sie redet Und wie vor 400 Jahren unsere Universität 
Rostock den ersten Anstofs zum Gebrauche der deutschen Sprache in den 
akademischen Vorlesungen gegeben hat, so wird auch heute der deutsche 
Mathematiker so wenig, wie jeder andere deutsche Gelehrte seine Wissen- 
schaft von seiner Sprache trennen wollen. 

Das System der exakten Wissenschaft selbst hat keine Nationalität, 
aber wir, die wir die Wissenschaft pflegen und die deutsche Jugend in 
ihre lebendigen Werkstätten einführen sollen, wir stehen auf dem Boden 
eines Vaterlandes, dem zu dienen unser Stolz ist, eines Vaterlandes, dessen 
Ehre auch unsere Ehre ist. 



Wilhelm Schur f. 

Mitglied der Deutschen Mathematiker -Vereinigung. * 
Von E. Becker in Strasburg i. E. 

Adolf Christian Wilhelm Schur wurde am 15. April 1846 als Sohn 
von F. W. Schur und dessen Gattin Johanna geb. Tormählen in Altona 
geboren. Sein Vater gehörte dem Kaufmannsstande an und war Wein- 
händler; der Gelehrtenberuf, speziell die Astronomie, war in der Familie 
durch den Stiefvater des Vaters Professor A. C. Petersen vertreten, welcher 
als interimistischer Nachfolger von C. H. Schumacher in der Direktion der 
Altonaer Sternwarte und in der Herausgabe der Astronomischen Nach- 
richten rühmlich bekannt geworden ist. 

Wilhelm Schur stand bei dem frühzeitigen Tode des Grolsvaters in 
seinem achten Lebensjahr, und wenn er hiernach eine unmittelbare Anregung 
von ihm nicht empfangen haben wird, so mag doch eine gewisse Familien- 
tradition bei seiner Berufswahl mitgewirkt haben. 

Wie er selbst in einer hinterlassenen Aufzeichnung berichtet, ist die 
Neigung, sich einem technischen Fache oder der Astronomie zu widmen, 
zuerst in seinem 14. Lebensjahr hervorgetreten, nachdem es ihm gelungen 
war, eine Reihe mathematischer Aufgaben in der Zeitschrift des pädagogischen 
Vereins für Schleswig-Holstein und Lauenburg zu lösen und den darauf 
gesetzten kleinen Preis zu gewinnen. Zweifellos hat die Gelegenheit, die 
sich ihm in seiner Vaterstadt bot, einen Einblick in die Arbeiten einer 
Sternwarte zu thun und unter der Leitung ihres damaligen Observators 
Dr. Seeling in einfacheren Beobachtungen und Rechnungen sich zu ver- 
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suchen, die erwachte Vorliebe für die Astronomie gesteigert und seinen 
Entschlaf 8, sich ihr ganz zu widmen, zur Reife gebracht. So wurde er, 
für sein Fachstudium mehr vorbereitet, als es gewöhnlich der Fall zu 
sein pflegt, im April 1864 an der Universität Kiel inskribiert, wo er Mathe- 
matik und Astronomie bei G. Weyer, Physik bei G. Karsten und Philo- 
sophie bei Harms hörte. Im folgenden Sommer (1865) begab er sich zur 
Fortsetzung seiner Studien nach Göttingen. Seine Lehrer waren in der 
Mathematik Stern, Hattendorf und Thomae, in der Physik Wilhelm 
Weber, in der Astronomie genofs er den besonders im engeren persönlichen 
Verkehr anregenden Unterricht vou Klinkerfues. Als erste Frucht seiner 

astronomischen Studien veröffent- 
lichte er in den Astronomischen 
Nachrichten im April 1867 eine 
neue Bahnbestimmung des Doppel- 
sterns £ 3062, für den seit der 
letzten Bearbeitung durch Mädler 
eine 20 Jahre umfassende Beobach- 
tungsreihe hinzugekommen war. Ihr 
folgte wenige Monate später die auf 
demselben Gebiet liegende Arbeit: 
„Untersuchungen über die Bahn des 
Doppelsterns 70 p Ophiuchi" (A.N.), 
in welcher nach einer kritischen Be- 
spechung der früheren Arbeiten ge- 
zeigt wurde, dafs bis zum Jahre 1867 
die Beobachtungen ohne Zwang sich 
in eine Ellipse einfügten und die 
wiederholt gemachte Annahme eines 
dritten dunklen Begleiters vorderhand 
keine Berechtigung hatte. Schur hat, 
um dies sogleich hier vorwegzu- 
nehmen, diesem Sternsystem dauernd 
sein Interesse bewahrt; in einer 
1894 in derselben Zeitschrift ver- 
öffentlichten Arbeit leitet er auf 
Grund der sämtlichen mehr als einen 
Umlauf umfassenden Messungen neue 
Bahnelemente ab und knüpft daran 
eine eingehende Untersuchung der systematischen Beobachtungsfehler. Auch 
jetzt sieht er noch keinen zwingenden Grund, von der Annahme eines Binär- 
systems abzugehen; die in den folgenden Jahren stärker sich betonenden 
Abweichungen von seiner Vorausberechnung haben ihm aber zu regelmälsigeu 
Beobachtungen des interessanten Doppelsterns Anlafs gegeben. 

Nachdem Schur auf Grund der Arbeit: „Untersuchungen u. s. w." im 
Oktober 1867 an der Göttinger Universität den Doktorgrad mit dem 
Prädikat: „insignis" erworben hatte, siedelte er nach Berlin über, wo er 
zur Vertiefung seiner Kenntnisse im Winterhalbjahr 1867/68 den Universitäts- 
vorträgen von Auwers, Dove, Förster, Poggendorf und Quincke bei- 
wohnte, und zugleich an den ausgedehnten Arbeiten der von Auwers unter- 
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nommencn neuen Reduktion der Bradleyschen Beobachtungen fleifsigen 
Anteil nahm. 

Die von 0. Struve und A. Auwers 1869 herausgegebenen „Tabulae 
quantitatum Befseliananun pro annis 1750 ad 1840 coraputatae" rühren 
in der Rechnung fast ganz von ihm her. 

Eine vielseitigere und auch beobachtende Thätigkeit, die ihn auf ein 
neues Gebiet führte und mit den Zielen und Methoden eines weit aus- 
schauenden und vortrefflich organisierten Unternehmens bekannt machte, 
begann im November 1868 mit seinem Eintritt als Assistent in das Zentral- 
bureau der Europäischen Gradmessung. In dieser Stellung ist er in den 
Sommermonaten der Jahre 1869 — 72 meist in Gemeinschaft mit dem 
Sektionsvorstand Prof. Dr. Sadebeck, zum kleinereu Teil allein, mit Arbeiten 
im Felde für das Märkisch -Thüringische Dreiecksnetz — Winkel-, Polhöhe- 
und Azimutmessuugen — , in der übrigen Zeit mit anschliefsenden Reduktions- 
arbeiten beschäftigt gewesen; auch zu den Malsvergleiehungen , die 1872 
auf dem neuen S t e i n h c i 1 sehen Fühlspiegel - Komparator im Geodätischen 
Institut ausgeführt wurden, wurde er herangezogen. Im Ganzen aber war 
und blieb sein Interesse einer vorwiegend astronomischen Thätigkeit zu- 
gewandt, und da die von ihm lebhaft gewünschte und auch von zuständiger 
Seite in Aussicht gestellte Beteiligung an einer der vom Deutschen Reich 
auszusendenden Expeditionen zur Beobachtung des Venusdurchgangs 1874 
mit seinen Verpflichtungen im Zentralbureau nicht wohl vereinigt werden 
konnte, so schied er Ende 1872 aus und begab sich nach einer vorüber- 
gehenden Thätigkeit an der Berliner Sternwarte Juli 1873 zur Vorbereitung 
auf die seiner narrenden Aufgaben nach Stral'sburg. 

Es mag hier beiläufig bemerkt werden, dafs Schur in der Folge noch 
zweimal Gelegenheit zu astronomisch-geodätischen Arbeiten gehabt hat. Im 
August und September 1875 führte er in Gemeinschuft mit Oberleutnant 
v. Steeb und Oberst v. Orff eine telegraphische Längenbestimmung zwischen 
Strafsburg und Wien mit der Zwischenstation München aus; im Sommer 
1895 machte er auf Veranlassung der K. Gesellschaft der Wissenschaften 
zu Göttingen relative Schweremessuugen an einigen Orten in der Umgebung 
Göttingens, gab aber sogleich bei ihrer Veröffentlichung (Nachr. v. d. K. G. d.W.J 
der Überzeugung Ausdruck, dafs seine mit einem primitiven Apparat er- 
langten Resultate notwendig einer Bestätigung bedürften; in der That 
zeigten die im Herbst desselben Jahres durch das K. Preufsische geodätische 
Institut mit zuverlässigeren Mitteln wiederholten Messungen, dafs der Vor- 
behalt sehr begründet war. 

An der Strafsburger provisorischen Sternwarte herrschte im Sommer 
1873 ein reges astronomisches Leben; sie bildete eine Hauptstation 
für die Feststellung der bei den bevorstehenden Venusdurchgängen 
anzuwendenden, vornehmlich der heliometrischen Methoden und für die 
Untersuchung der dafür zu benutzenden Fraunhoferschen Heliometer; die 
designierten Beobachter fanden sich dort zusammen, um unter der sicheren 
Leitung von Winnecke in die ihnen ganz fremden Aufgaben eingeführt zu 
werden und durch längere Beobachtungsreihen Vertrautheit mit Instrument 
und Methoden sich anzueignen. Schur trat aber schon wenige Wochen 
nach seiner Ankunft in ein noch engeres Verhältnis zur Sternwarte, indem 
er auf Vorschlag von Winnecke, der die Befähigung und den Fleifs des 
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jungen Gelehrten aus seinen bisherigen Arbeiten kennen gelernt hatte und 
mit Recht eine sehr schätzenswerte Arbeitskraft für seine astronomischen 
Pläne in ihm zu erlangen hoffen durfte, zum ersten Assistenten ernannt 
wurde. Von diesem Zeitpunkte ab hat Schur, zuerst als Assistent, vom 
Juli 1877 ab als Observator und seit März 1882 als stellvertretender 
Direktor nahezu 13 Jahre der Strafsburger Sternwarte angehört und mit nie 
erlahmendem Eifer und unter Hintansetzung aller persönlichen Interessen 
sich voll und ganz den Aufgaben des Instituts gewidmet. 

Der Venusdurchgang 1874 wurde von ihm als zweitem Astronomen 
der unter Leitung von H. Seeliger stehenden Expedition III auf der süd- 
lich von Neu-Seeland unter 50° s. B. gelegenen Auckland Insel beobachtet. 
Ein glücklicher Zufall fügte es, dafs an dem kritischen Tage, der in der 
hoffnungslosesten Weise sich anliefs und die durch die voraufgegangenen 
Wochen äufserst herabgeminderte Aussicht auf das Gelingen des Unter- 
nehmens vollends zu nehmen schien, bald nach Eintritt des Planeten in die 
Sonnenscheibe der Himmel sich aufklärte und die Erscheinung bis zum 
Ende in befriedigender Weise beobachtet werden konnte. Nach 4% monat- 
lichem Aufenthalt verliefs die Expedition das unwirtliche Eiland und kehrte 
mit dem freudigen Bewufstsein einer glücklich gelösten Aufgabe und voll 
der grofsartigsten Eindrücke, die der Besuch fremder Erdteile und der An- 
blick des südlichen Himmels gewährt hatte, im Juni 1875 in die Heimat zurück. 

Der Anteil von Schur an dem auf die Bestimmung der Sonnen- 
parallaxe aus den Venusdurchgängen gerichteten Unternehmen ist nicht auf die 
Beobachtung der Erscheinung von 1874 beschränkt geblieben. In Strafs- 
burg wieder eingetroffen hat er einen grofsen Teil der Untersuchungen, 
denen die benutzten Instrumente noch Jahre hindurch unterzogen werden 
mufsten, ausgeführt und längere und kürzere Reihen von Heliometerbeob- 
achtungen, die auch zu selbständigen wertvollen Resultaten geführt haben, 
angestellt. Unter den letzteren Arbeiten ist die bedeutendste die in den 
Nova Acta der Kais. Leop.-Carol. Deutschen Akademie der Naturforscher 
1882 erschienene „Bestimmung der Masse des Planeten Jupiter aus Helio- 
meterbeobachtungen der Abstände seiner Satelliten", welche zugleich mit 
einem gewichtigen Beitrag zur Kenntnis dieser fundamentalen Konstante 
ein schätzbares Material für das Studium der Bewegungsverhältnisse im 
Jupiter- System geliefert hat; sie wurde von der Pariser Akademie mit dem 
Damoiseau-Preise ausgezeichnet. Dahin gehören ferner mehrjährige Messungen 
der Gröfse und Gestalt des Sonnenkörpers, Beobachtungen von Doppelsternen 
und Untersuchungen über ihren physischen Zusammenhang, u. a. 

Im Februar 1882 wurde Winnecke durch schwere Erkrankung genötigt, 
sich von den Geschäften zurückzuziehen, und Schur zum stellvertretenden 
Direktor ernannt. Die Aufgabe, die ihm hieraus erwuchs, war keine leichte. 
Der erschütternde Schlag, der den hervorragenden Astronomen mitten aus 
der angestrengtesten Arbeit und aus hoffnungsvollen Projekten herausrifs, 
die er nicht mehr hat wieder aufnehmen können, war erfolgt, bevor noch 
die neue und grofs angelegte Strafsburger Sternwarte in eine planmäfsige 
Thätigkeit hatte eintreten können, und in dem Augenblick, als die Vor- 
bereitungen für den im Dezember desselben Jahres bevorstehenden zweiten 
Durchgang, von denen neben Berlin und Potsdam auch Strafsburg wieder 
einen bedeutenden Anteil auf sich genommen hatte, beginnen sollten. Um- 
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somehr ist es eine Pflicht der Billigkeit, hier hervorzuheben , dafs Schur 
den an ihn herangetretenen Aufgaben gerecht zu werden nach Kräften und 
mit Erfolg bemüht gewesen ist. Durch bereitwilliges Eingehen auf die der 
Strafsburger Station übertragenen Arbeiten, insbesondere durch die verständ- 
nisvolle Leitung der Übungsbeobachtungen, der er sich im Verein mit dem 
Assistenten der Sternwarte Dr. Hartwig mehrere Monate unterzog, hat er, wie 
dies von der Kommission für die Beobachtungen des Venus-Durchgangs dankbar 
anerkannt worden ist, zu einem nicht geringen Teil dazu beigetragen, dafs 
das Unternehmen von 1882 trotz der schweren Schicksalsschläge, die um 
jene Zeit über die deutsche Astronomenwelt hereingebrochen sind, in seinem 
vollen Umfang hat durchgeführt werden können. 

Nachdem die Sternwarte ihren Verpflichtungen nach dieser Seite nach- 
gekommen war, widmete Schur sich energisch der Vollendung ihrer inneren 
Einrichtungen, die noch mehrfach der Verbesserungen und Ergänzung be- 
durften, und der Organisation ihres Betriebes. Es spricht auch hier für 
sein strenges Vernntwortlichkeitsgefühl und die ernste Auffassung seiner 
Amtspflichten, dafs er den Grundsatz annahm, jedes Instrument durch eigene 
längere oder kürzere Beobachtungsreihen auf seine Leistungen zu prüfen, 
bevor er es jüngeren Kräften, denen noch keine Erfahrungen zur Seite 
standen, zum wissenschaftlichen Gebrauch übergab. So hat er zwei Jahre 
hindurch teils allein, teils unter Mitwirkung eines Gehülfen den neuen 
Meridiankreis von Repsold in Händen gehabt und auch nachher gewisse 
regelmäfsige Beobachtungen sich vorbehalten, um aus eigener Anschauung 
über das Verhalten des Instruments orientiert zu bleiben. In derselben 
Weise hat er sich eingehend mit den übrigen Hauptinstrumenten, vornehm- 
lich auch dem eieenartiiren und schwer zu behandelnden Altazimut 
beschäftigt. Die Bände der Astronomischen Nachrichten aus jener Zeit ent- 
halten zahlreiche Mitteilungen und gröTsere Aufsätze, in denen er die Er- 
gebnisse seiner Beobachtungen veröffentlicht und über den Stand der Unter- 
suchungen berichtet hat. Die von ihm und unter seiner Leitung an dem 
Repsoldschen Meridianinstrument angestellten grö fseren Beobachtungsreihen 
sind nach der durch den Schreiber dieser Zeilen und dessen Mitarbeiter 
. ausgeführten definitiven Bearbeitung in den beiden ersten Bänden der Annalen 
der Strafsburger Sternwarte enthalten. 

Nebenher gingen während der ganzen Strafsburger Zeit rechnerische 
Arbeiten und Untersuchungen mannigfacher Art, vorläufige Bahnbestimmun- 
gen und Vorausberechnungen der neuen von Win necke entdeckten Kometen, 
eine über viele Jahre fortgeführte Bearbeitung des Planetoiden Arethusa, eine 
definitive Bahnbestimmung des Kometen 184 7 IV, Untersuchungen und 
Rechnungen über das 18 zöllige Objektiv des großen Refraktors, Arbeiten 
über den Licbtwcchsel der von ihm beobachteten veränderlichen Sterne 
u. a., von denen einige erst nach seinem Weggang von Strafsburg zur Ver- 
öffentlichung gelangten und von seinein Eleifs und seiner umfassenden 
Thütigkeit wiederholt rühmliches Zeugnis ablegten. 

Auch zur Verbreitung des Interesses an der Himmelskunde in weiteren 
Kreisen leistete er in jener Zeit einen dankenswerten Beitrag, indem er das 
Werk des angesehenen englischen Astronomen und Schriftstellers R. A. Proetor, 
„Our place aniong iutinities u ins Deutsche übertrug („Unser Standpunkt im 
Weltall", von Dr. Welheim Schur. Heilbronn 1877). 
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An der Universität habilitierte er sich im Herbst 1881 auf Grund 
der oben erwähnten Arbeit über die Jupitermasse, und den von ihm seit 
dem Sommer 1882 gehaltenen Vorlesungen ist es zu danken, dafs der 
astronomische Unterricht an der Stralsburger Hochschule bis zum Jahre 1886 
ohne Unterbrechung hat fortgeführt werden können. 

Nach einer langen an Arbeit, und Erfolgen reichen, aber auch für 
ihn selbst überaus fruchtbaren Zeit verliefs Schur im Frühjahr 1886 Strafs- 
burg, um am 1. April dem an ihn ergangenen ehrenvollen Ruf als Direktor 
der Sternwarte und ordentlicher Professor der Astronomie in Göttingen zu 
folgen. Schur war nach seinem ganzen Bildungs- und Entwicklungsgang 
vornehmlich praktischer Astronom der Besse Ischen Schule, und diesem 
Gebiet gehört daher auch vorwiegend seine spätere Thätigkeit in wissen- 
schaftlicher Forschung und im Unterricht an. De/ Göttinger Sternwarte, 
auf der in den letzten Jahrzehnten die praktische Astronomie und besonders 
die Beobachtungsthätigkeit sehr zurückgetreten war, in dieser Richtung 
wieder eine angesehene Stellung unter den Schwesteranstalten zu erobern 
und zu sichern und sie zu einem Mittelpunkt für die Ausbildung von 
jüngeren Astronomen in den praktischen Disziplinen zu machen, war das 
Ziel, das er sich setzte und dem er beharrlich und wir dürfen sagen mit 
Erfolg nachgestrebt hat. 

Zunächst wurde ein gründlicher und den Erfahrungen der Neuzeit 
entsprechender Umbau der Sternwarte vorgenommen. Die Meridiansäle mit 
ihren veralteten Dachkonstruktionen und ihren engen Spalten wurden bis 
auf die Umfassungsmauern umgebaut, die veraltete und unbrauchbare Dreh- 
kuppel durch eine neue ersetzt. Dagegen blieb die vielfach als hemmend 
empfundene Zweiteilung der Sternwarte bestehen und machte erst im Jahre 
1898 einer einheitlichen Leitung Platz, nachdem das Projekt eines Neubaus 
für das erdmagnetische (geophysikalische) Institut der Verwirklichung näher 
gerückt war. 

Die Zeit der unfreiwilligen Mufse in beobachtender Thätigkeit wurde 
einer gröfseren rechnerischen Arbeit gewidmet, welche die Bearbeitung der 
von Klinkerfues in den Jahren 1858—1863 zwischen + 15° und — 15° 
Deel, ausgeführten Zonen-Beobachtungen zum Gegenstand hatte. Die Arbeit 
war von recht unerquicklicher Art; denn abgesehen von einem gering- 
fügigen von Klinkerfues selbst gemachten Anfang mit der Reduktion war 
das ganze Material in dem rudimentärsten Zustand, zum Teil in Form von 
unabgelesenen Registrierstreifen verblieben; die Grundlagen waren unsicher 
und mangelten teilweise ganz, das von Klinkerfues bei den Deklinations- 
bestimmungen angewandte Verfahren war von vornherein unzweckmäfsig 
und bedenklich gewesen. Der unendlich grofsen Ausdauer von Schur und 
seinen Mitarbeitern, seinem praktischen Blick und der Fähigkeit, sprödes 
Zahlenmaterial leicht zu bewältigen, ist es zu danken, dafs aus jenen unge- 
ordneten und wenig verheifsenden Beobachtungen ein Katalog von 6900 
Sternörtern („Göttinger Stern-Katalog für 1860 nach Beobachtungen von 
W. Klinkerfues." Astronomische Mitteilungen von der Königlichen Stern- 
warte zu Göttingen, herausgegeben von W. Schur II. Teil) hervor- 
gegangen ist, dem auch neben den besseren für jene Epoche vorhandenen 
Stemverzeichnissen ein Wert zuerkannt werden mufs. 

Ende 1888 war der Umbau der Sternwarte vollendet, und bald begann 
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in den lange verödet gewesenen Räumen eine rege Beobachtungsthätigkeit 
sich zu entfalten. Während die Sternwarte aufser einem gröfseren Bestand 
an kleineren Apparaten über eine ganze Zahl von festaufgestellten Instru- 
menten von mittleren Dimensionen verfügte, die zum Teil aus klassischer 
Zeit herrührend neben den Bedürfnissen des Unterrichts auch wissen- 
schaftlichen Zwecken dienen konnten, hatte es an einem Instrument, 
welches eine Bethätigung in gröfserem Rahmen gestattet hätte, bisher 
gefehlt. Bei der Überlegenheit, welche nach allen Erfahrungen der letzten 
Jahrzehnte für viele und wichtige Aufgaben der praktischen Astronomie 
den heliometrischen Methoden zugesprochen werden mufste und ihnen inner- 
halb eines gewissen Gebietes auch neben der immer fruchtbarer werdenden 
Anwendung der Photographie gesichert schien, hatte man sich für ein 
gröfseres Heliometer neuester Konstruktion entschieden, und die Einzelheiten 
der Einrichtung waren bereits von Schur vor seiner Übersiedelung nach 
Göttingen mit der Firma A. Repsold u. Söhne in Hamburg festgesetzt 
worden. Das Instrument wurde im Oktober 1888 in der neuen Kuppel 
aufgestellt, und in ihm hat seit jener Zeit der Schwerpunkt der beobach- 
tenden Thätigkeit auf der Göttinger Sternwarte gelegen. Es kann hier 
nicht auf die vielen Studien und Spezialuntersuchungen, welche das Instru- 
ment selbst und die Messungsmethoden betreffen, eingegangen werden 5 sie 
sind in längeren Aufsätzen teils in den Astronomischen Nachrichten, teils 
in den sogleich zu erwähnenden Abhandlungen enthalten und haben nach 
vielen Seiten anregend und fördernd gewirkt. Einen Aufsatz von allgemein 
orientierendem Inhalt über das Heliometer hat Schur in dem „Handwörter- 
buch der Astronomie' 4 , herausgegeben von W. Valentin er veröffentlicht. 

Die zeitlich erste und zugleich umfangreichste Arbeit am grolsen 
Heliometer ist die 1889 — 1893 durchgeführte Vermessung des Sternhaufens 
der Präsepe, deren Ergebnisse in der Abhandlung: „Die Orter der helleren 
Sterne der Präsepe aus den am grofsen Heliometer in Göttingen und den 
in früherer Zeit von Prof. Winnecke am Bonner Heliometer angestellten 
Beobachtungen abgeleitet von Dr. Wilhelm Schur, Professor der Astronomie 
und Direktor der Sternwarte" — Astron. Mitt. von der K. Sternwarte zu 
Göttingen, IV. Teil) niedergelegt sind. Die Vermessung erstreckt sich auf 
45 über ein Areal von etwas mehr als 1 Quadratgrad verteilte Sterne und 
ist eine auf Distanzmessungen mit zahlreichen überschüssigen Linien gegrün- 
dete Triangulation; zur Orientierung wurden zwei längere Linien zwischen 
je zwei Sternen durch mehrfache Positionswinkelmessungen und Meridian- 
beobachtungen festgelegt. Um eine Vorstellung der immensen Arbeit zu 
geben, welche allein auf die Ausgleichung des Netzes verwandt worden ist, 
mag erwähnt werden, dafs erstmalig 123 Gleichungen mit 74 Unbekannten 
und bei der endgültigen Ableitung der Positionen eine gleiche Anzahl von 
Gleichungen mit 68 Unbekannten nach der Methode der kleinsten Quadrate 
aufgelöst werden mufsten. Den Umfang dieser Rechnungen, für welche 
Schur sich leider nicht der Hilfe eines Zacharias Dase zu erfreuen hatte, 
wie es einst bei Baeyer für die „Küstenvermessung" der Fall war, erhellt 
am besten aus seinen hier folgenden Worten (a. a. 0. p. 131), die nur 
auf die erste Ausgleichung Bezug haben: „Die Rechnung ist auf zwei 
grolsen durch Zusammenkleben von quadriertem Rechenpapier entstandenen 
Streifen von V 3 Meter Höhe enthalten, von denen der erste auf einer Länge 
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von 28Y S Meter die ansehnliche Zahl von 2389 Kolumnen und der zweite 
auf einer Länge von 10 Meter 1127 Kolumnen enthält", und weiter, nach 
Vergleichung mit ähnlichen Ausgleichungsrechnungen bei grofsen geodäti- 
schen Operationen (p. 132): „Die Ausgleichung dieser Beobachtungen dürfte 
daher wohl als eine der gröfsten bisher ausgeführten Rechnungen dieser 
Art anzusehen sein". Übrigens hat Schur selbst zugegeben, dafs es 
zweckmäfsiger gewesen wäre und die Rechnungsarbeit erheblich reduziert 
hätte, wenn, unter etwas anderer Anordnung der Beobachtungen, die Aus- 
gleichung gruppenweise nach gewissen Hauptfiguren vorgenommen worden 
wäre. Die an sich sehr inhaltreiche Abhandlung hat noch dadurch erheb- 
lich gewonnen, dafs die von Winnecke 1857/58 an dem Bonner Heliometer 
ausgeführte Vermessung desselben Sternhaufens darin aufgenommen und die 
Bonner Resultate mit den Göttinger verglichen und kombiniert worden sind. 
In derselben Serie der Astronomischen Mitteilungen folgte im Jahre 1898 
als V. Teil „Ableitung relativer Örter des Mondes gegen die Sonne aus 
heliometri sehen Messungen von Sehnenlängen ausgeführt auf der Sternwarte 
zu Göttingen während der partiellen Sonnenfinsternis von 1890 Juni 16/17 
(Beobachter: Schur, Ambronn und Hayn) und von 1891, Juni 6 (Beo- 
bachter: Schur) von Dr. Wilhelm Schur" und zwei Jahre später als Teil VI: 
„Vermessung der beiden Sternhaufen h und ^ Persei mit dem sechszölligen 
Heliometer der Sternwarte in Göttingen, verbunden mit einer Ubersicht aller 
bis zum Jahre 1900 ausgeführten Instrumental-Untersuchungen von Wil- 
helm Schur". Die letztere Triangulation schliefst sich in ihrer Anlage der 
Präsepe-Arbeit an, zur bequemeren Ausgleichung wird aber der erwähnte 
einfachere Weg befolgt. Die Vermessung erstreckt sich auf 15 hellere 
Sterne der beiden benachbarten Sternhaufen und wird für weitere auch auf 
die schwächeren Sterne auszudehnenden Aufnahmen eine sichere Grundlage 
bilden. 

Einen ständigen Teil des Beobachtungsprogramms haben seit Auf- 
stellung des grofsen Heliometers die Messungen des Sonnendurchmessers 
gebildet, welche von Schur im Verein mit dem Observator Prof. Dr. Ambronn 
alljährlich in gröfserer Zahl gemacht worden sind und aus denen wichtige 
Beiträge für die Lösung der wiederholt diskutierten, aber endgültig noch 
nicht beantworteten Frage über die Gröfse und Gestalt des Sonnenkörpers 
und etwaige von der Fleckenthätigkeit abhängende minimale Variationen 
erwartet werden dürfen. Vorläufige, aber wegen des zu kurzen Zeitraums 
(1890 — 1899) die Hauptfrage noch nicht entscheidende Zahlen hat Schur 
in der Vierteljahrsschrift der Astronomischen Gesellschaft (Jahrgang 34) 
veröffentlicht 

Neben den vorstehend genannten hat Schur eine Reihe von Arbeiten 
kleineren Umfangs am Heliometer ausgeführt, von denen hier nur seine 
Beiträge zu der von Gill 1889 eingeleiteten Parallaxenbestimmungen der 
Viktoria und Sappho und die anschlief sende Triangulation der Viktoria- 
sterne, seine Untersuchungen über die Gröfse und Figur der Plaueten- 
scheiben, insbesondere von Jupiter und Mars, und mehrere Versuche von 
Parallaxenbestimmungen von Fixsternen hervorgehoben seien. 

Um ein vollständiges Bild der überaus fruchtbaren Beobachtungsthätig- 
keit und des regen wissenschaftlichen Lebens auf der Göttinger Sternwarte 
unter dem Direktorat von W. Schur zu geben, bedürfte es auch eines 

20* 
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Eingehens auf die Arbeiten seiner Mitarbeiter und seiner Schüler; es würde 
dies aber zu weit führen und es mag der Hinweis darauf genügen. 

Dagegen müssen wir noch hier einer Arbeit gedenken, durch die er, 
demselben Gedanken folgend, der ihn zur Herausgabe des Göttinger Stern- 
katalogs varanlafst hat, in noch höherem Grade den Dank der Astronomen 
erworben hat 

Es ist die von ihm unter thätigster Mitwirkung eines seiner Schüler 
unternommene neue Bearbeitung der Olbersschen Kometen- und Plancten- 
beobachtungen, welche unter dem Titel: „Neue Reduktion der von Wilhelm 
0 Ibers im Zeitraum von 1795 bis 1831 auf seiner Sternwarte in Bremen 
angestellten Beobachtungen von Kometen und kleinen Planeten, nach den 
Originalinanuskripten berechnet von Wilhelm Schur und Albert Stichte- 
noth" als Ergänzungsband zu dem von Dr. C. Schilling herausgegebenen 
Werke: „Wilhelm Olbers, sein Leben und seine Werke", 1899 erschienen 
ist. Die sorgfältige Durchsicht, welcher die Verfasser die Manuskripte 
unterworfen haben, die eingehende Untersuchung der verschiedenen von 
Olbers benutzten instrumentalen Hilfsmittel und die übersichtliche Form, 
in der die durch die Neubearbeitung erst zu ihrer vollen Geltung gelangten 
ausgezeichneten Beobachtungen mitgeteilt werden, verleihen dieser Arbeit 
einen hohen Wert und machen fortan ein Zurückgehen auf die Original- 
zahlen unnötig. 

Wir kommen zu der letzten aus der Feder von W. Schur hervor- 
gegangenen Arbeit und dem Ende seines leider allzukurzen Lebens. Die 
Schrift: „Beiträge zur Geschichte der Astronomie in Hannover" (1901) ist von 
litterarisch-historischem Charakter und schildert in räumlich und zeitlich 
etwas erweitertem Kähmen die astronomische Forschung und den Lebens- 
gang ihrer hervorragendsten Träger von der Gründung der Königl. Gesell- 
schaft der Wissenschaften in Göttingen bis zur Gegenwart. Sie bildet einen 
Abschnitt der Festschrift: „Beiträge zur Gelehrtengeschichtc Göttingens", 
welcho die Gesellschaft zur Feier ihres 150 jährigen Bestehens heraus- 
gegeben hat. 

Es ist Schur nicht mehr vergönnt gewesen, den Tag der Feier zu 
erleben. Schon gegen Weihnachten 1900 hatten sich die ersten Anzeichen 
der Krankheit, die ihn hinwegraffen sollte, bemerkbar gemacht, bald nach 
Beginn des neuen Jahres wurde sein Zustand besorgniserregend, einer an- 
scheinenden kleinen Besserung folgte eine Verschlimmerung, und bereits im 
Februar gab der Befund der Diagnose (Magenkrebs) keinen Hoffnungen auf 
Genesung mehr Kaum. Aber trotz des stetigen Fortschreitens der Krankheit 
und der schweren körperlichen Leiden vermochte der Kranke nicht müfsig 
zu sein, Arbeit war ihm Leben gewesen, und so blieb er, noch immer regen 
Geistes und getragen von einem hohen Pflichtgefühl, wissenschaftlich thätig 
und führte die Amtsgeschäfte von seinem Krankenlager aus bis zum letzten 
Tage. Nach einem am Morgen des 1. Juli eingetretenen Schlaganfall ent- 
schlief er sanft am Abend desselben Tages, tief betrauert von seiner Gattin 
Lucie geb. Thorn, mit welcher er in 18 jähriger glücklichster Ehe verbunden 
gewesen war, und von allen seinen Kollegen und Freunden. 

Die Vorlesungen Schurs an der Universität und seine Seminarübungen 
erstreckten sich über die verschiedenen Gebiete der praktischen Astronomie, 
vorwiegend in Besseischem Sinne; seine Vortragsweise war lebendig und 



Digitized by Google 



Wilhelm Schur f. 301 

ansprechend; selbst ein guter Beobachter, ein ausdauernder Rechner und er- 
fahren in der systematischen Verarbeitung und kritischen Behandlung em- 
pirischen Materials, verstand er es vortrefflich, seine Schüler zu planmäfsig 
geordnetem und durchdachtem Arbeiten anzuleiten und in ihnen den Sinn für 
Akribie auch in anscheinend geringfügigen Dingen zu wecken, ohne dabei 
in Pedanterie zu verfallen. Viele jüngere Astronomen sind aus seiner 
Schule hervorgegangen, von denen mehrere sich bereits einen guten Namen 
gemacht haben. 

Der Astronomischen Gesellschaft hat Schur vom Jahre 1866 ab als 
Mitglied angehört; auf ihren Versammlungen, die er seit 1879 mit ein paar 
Ausnahmen regelmäfsig besucht hat, war er ein stets gern gesehenes und durch 
seine Teilnahme an den Debatten und häufigere Vorträge belebendes Ele- 
ment. Ihr Organ, die Vierteljahrsschrift, hat sich zahlreicher Referate von 
seiner Hand zu erfreuen gehabt. Er war seit 1885 Mitglied der Kais. 
Leop. Carol. Deutschen Akademie der Naturforscher und wurde 1893 in 
die Königl. Gesellschaft der Wissenschaften in Göttingen aufgenommen. Die 
Koyal Astronomical Society in London gab der Anerkennung seiner Ver- 
dienste durch die 1898 erfolgte Wahl zum Foreign Associate Ausdruck; der 
Deutschen Mathematiker- Vereinigung ist er 1892 beigetreten. 

Überblicken wir noch einmal die wissenschaftliche Laufbahn von 
Wilhelm Schur von ihrem Beginn bis zum Abschlufs, so leuchten daraus 
vor allem seine begeisterte und selbstlose Hingabe an die Wissenschaft, seine 
Wahrheitsliebe und seine unentwegte Pflichttreue hervor. Seine Arbeits- 
freude war ohne Grenzen; er scheute weder vor wochen- und monatelangen 
ermüdenden mechanischen Rechnungen noch vor den angestrengtesten Be- 
obachtungen zu jeder nächtlichen Stunde zurück, wenn die erschöpfende 
Behandlung des Gegenstandes der Untersuchung es verlangte. Unbekümmert 
um blofs äufserliche Erfolge und abhold allem leeren Schein wollte er nur 
der Wissenschaft und der Ergründung der Wahrheit dienen. 

Wie er sich der allgemeinen Achtung seiner Fachgenossen erfreute, so 
wurde er als Mensch von allen, die ihm im Leben näher getreten sind, 
geschätzt und geliebt. Seine offene und gerade Natur, sein heiteres Tem- 
perament, sein mitteilsames Wesen und seine wohlwollende Gesinnung hatten 
ihm einen grofsen Kreis von Freunden erworben, von denen manche ihm 
schon im Tode vorangegangen sind, die Überlebenden aber seinen Heimgang 
Q och lange schmerzlich empfinden werden. 

Die Geschichte der astronomischen Spezialforschung im 19. Jahrhundert 
wird seinen Namen dauernd bewahren. 
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Mitteilungen und Nachrichten. 

Geeignete Mitteilungen wird der Herausgeber stets mit gröfstem Danke entgegen- 
nehmen. 

1. Akademien. Gesellschaften. Vereinigungen. Versammlungen. 

Berliner Mathematische Gesellschaft. Sitzung am 30. April 1902. 
Der Vorsitzende gedachte zu Beginn der Sitzung des schweren Verlustes, 
den die Wissenschaft durch das Hinscheiden von L. Fuchs erlitten hat. — 
Tagesordnung: Reissner, Mechanische Analogieen der Elastizität. — Hauck, 
Kurzer Nachtrag zu dem in der vorigen Sitzung gehaltenen Vortrage. — 
Opitz, Die Frage nach den Brennlinien eines dünnen astigmatischen Strahlen- 
bündels und ihre Bedeutung für das Bildpunktproblem der geometrischen Optik. 

Mathematische Gesellschaft zu Göttingen. I. Sitzung am 29. April. 
Nach einem Ferienbericht von F. Klein legt D. Hilbert Arbeiten von 
Kneser und Moore über Grundlagen der Geometrie sowie eine Abhandlung 
von Gram über die £- Funktion vor. — C. Müller erzählt von einer Über- 
setzung des Euklid in Sanskrit. — F. Klein berichtet über seine bei Teubner 
erschienene autographierte Vorlesung: „Anwendung der Differential- und 
Integralrechnung auf Geometrie; eine Revision der Prinzipien", und er- 
läutert das im Vordergrund stehende Problem des Verhältnisses von Prä- 
zisions- und Approximations- Mathematik sowio die ausschliefsliche BedeutuDg 
der letzteren für die Naturerklärung an den Theorien der schwingenden Saite. — 
II. Sitzung am 13. Mai. In der Litteraturbesprechung legt F. Klein u. a. vor: 
den neuerschienenen Supplementband (XII) des Katalogs der Royal Society 
sowie Arbeiten von Runge und Lüroth; ferner macht er auf die schon 1887 
in Wien erschienene Geonomie von Epstein aufmerksam. — D. Hilbert 
trägt über die Stellung des Satzes: „von der Gleichheit der Basiswinkel im 
gleichschenkligen Dieieck" im Axiomensystem der ebenen Geometrie vor. 
Es lassen sich die folgenden Sätze beweisen: A) Ohne Benutzung des in 
Rede stehenden Satzes und ohne das Archimedische Axiom läfst sich mit 
Verwendung aller andern ebenen Axiome (nach der Hilbertschen Festschrift) 
die projektive Geometrie aufbauen, wenn man noch die Annahmen macht: 
a) es existieren rechte Winkel, ß) rechtwinklige Dreiecke mit gleichen Katheten 
haben gleiche Winkel (aber nicht notwendig gleiche Hypotenusen) und man 
übrigens den ersten Kongruenzsatz nur für direkt übereinstimmende, nicht 
für symmetrische Dreiecke voraussetzt. Es läfst sich dementsprechend eine 
nichtarchimedische ebene Geometrie aufbauen, in der eine Proportionenlehre 
wie in der gewöhnlichen Geometrie existiert; dagegen erleidet in ihr die 
Lehre vom Kreis und vom Flächeninhalt gegenüber der gewöhnlichen Geo- 
metrie wesentliche Modifikationen: zwei inhaltsgleiche Dreiecke mit gleichen 
Grundlinien brauchen nicht mehr dieselben Höhen zu haben; auch ist in 
einem Dreieck nicht notwendig jede Seite kleiner als die Summe der beiden 
andern. (Die Differenzen werden gegebenenfalls durch aktual- unendlich 
kleine Gröfsen dargestellt.) B) Unter Zuhülfenahme des Archimedischen 
Axioms (also unter Ausschlufs aktual - unendlich kleiner Gröfsen) läfst sich 
der Satz vom gleichschenkligen Dreieck aus den voraufgeschickten Axiomen 
beweisen und daher nicht nur die projektive Geometrie, sondern auch die 
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gewöhnliche Mafsgeometrie begründen. (NB. ohne dafs der erste Kongruenz- 
satz für symmetrische Dreiecke postuliert wäre.) 

Mathematische Gesellschaft in Hamburg. I.Sitzung am 8. März 1902: 
Böger: Der Elektromotor im Schulunterricht. — II. Sitzung am 12. April 1902: 
Hoppe: Induktion und Erdmagnetismus. — III. Sitzung am 10. Mai 1902: 
Thaer: Die Bestimmung von Gestalt und Lage eines Kegelschnittes aus seiner 
(ileichung ohne Verwendung transformierter Koordinaten. — Franck: Diffe- 
rentialgleichungen mit infinitesimalen Transformationen (nach Lie). 

Matheraatisches Kränzchen zu Karlsruhe. Im Laufe des Winter- 
halbjahres wurden folgende Vorträge gehalten: Disteli, Uber die Fünf- 
teilung der Lemniscate. — Kriemler, Über scheinbare Bewegungen. — 
Schur, Über den Hookschen Schlüssel. — Disteli, Über Verzahnung der 
Stirnräder. — Brauer, Über Verzahnung der Stirnräder, insbesondere der 
unrunden. — Schröder, l) Über Flächenzerschneidungsaufgaben; 2) Über 
eine in der Purapentheorie auftretende Differentialgleichung 2. Ordnung. — 
Mie, Über die Grundlagen der Elektrostatik. 

Das Kränzchen, welches seiner Zeit auch Clebsch und Grashof zu 
seinen Mitgliedern zählte, blickt bald auf ein 40 jähriges Bestehen zurück; 
die Sitzungen finden nur im Winter statt. 

Vereinigung der Mathematiklehrer an schweizerischen Mittel- 
schulen. Schon seit Jahren ist unter Mathematiklehrern an schweizerischen 
Mittelschulen der Wunsch geäufsert worden, es möchten regelmäfsige Zu- 
sammenkünfte von Lehrern des Faches der Mathematik geschaffen werden. 
In Deutschland und Frankreich werde eifrig für den Unterricht in Mathe- 
matik gearbeitet. Auch den Schweizern sollte eine Gelegenheit geboten 
sein, um durch Austausch von Ideen und Erfahrungen den mathematischen 
Unterricht auf der Mittelschule in methodischer und wissenschaftlicher 
Richtung auszubauen und den persönlichen Verkehr zu pflegen. Auf eine 
Einladung einiger zürcherischer Mathematiklehrer versammelten sich am 
24. November 1901 ungefähr ein Dutzend Kollegen und beschlossen ein- 
stimmig die Gründung einer „Vereinigung der Mathcmatiklehrer an schweize- 
rischen Mittelschulen"; sie beauftragten einen Vorstand bestehend aus den 
Herren: Privatdozent Dr. Gubler in Zürich, Professor Dr. Brandenberger 
in Zürich und Seminarlehrer Dr. Gerlach in Küssnacht -Zürich, durch Go- 
winnung von Referenten und durch eine Ausstellung von mathematischen 
Modellen und Instrumenten eine erste Versammlung auf Anfang 1902 in 
Zürich vorzubereiten. 

Diese erste Versammlung fand am 1. März d. J. in Zürich statt, und 
es waren von den 37 Mitgliedern des Vereins 25 anwesend. Es sprach 
Professor Dr. Ganter in Aarau über „analytische Geometrie an der Mittel- 
schule", und Professor Dr. Suter in Zürich machte Mitteilungen über 
indische Geometrie und arabische Physik. — Ausgestellt waren Rechen- 
maschinen und Modelle für den mathematischen Unterricht. — Eine zweite 
Versammlung soll im Oktober oder November d. J. stattfinden.. 

Versammlung von Mathematikern der paeiflschen Küste. Am 

3. Mai d. J. fand zu Sau Francisco eine Versammlung von Mathematikern 
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der pacifischen Küste statt mit folgendem Programm: R. E. Allard ice, On 
a linear transformation, with soroe geometrieal applications. — E. M. Blake, 
A movement whose centrodes are cubics. — H. F. Blichfei dt, On the 
determination of the analytic form of the distance between two points by 
means of distance relations. — M. W. Haskeil, A canonical form of the 
binary sextic. — D. N. Lehm er, Constructive theory of the unicursal cubic 
by synthetic methods. — S. Epstein, Algebraic relations among the integrals 
and the reducibility of linear differontial cquations. — J. H. Mcdonald, 
The liraits of the minima of definite ternary forms. — A. 0. Leuschner, 
A short method of deriving osculating elemenis of the major planets. — 
W. A. Manning, On the groups of genus one. — G.A.Miller, Determi- 
nation of all the groups of order p 1 ", which include the abelian group of 
order p m ~ l and of type (1, 1, 1, .. .). — H. C. Moreno, On the non-abelian 
groups in which every subgroup is abelian. — P. G. Nutting, Dynamic 
effect of stationary waves on immersed bodies. - T. M. Putnam, Concerning 
quadruple Systems. — I. Stringham, A synthesis of orthogonal sub- 
stitutions. — A. W. Whitney, Congrucnces defined by functions of two 
coraplex variables. — E. J. Wilczynski, Geometry of the covariants of a 
binary System of linear homogeneous differential equations. 

Die Versammlung beschlofs, sich als zweite Sektion der American 
Mathematical Society unter dem Namen der „Pacific Section" zu organi- 
sieren; die erste Sektion, „the Chicago Section", wurde bekanntlich 1897 
gegründet. Es sollen jährlich zwei Zusammenkünfte stattfinden, die eine 
im Mai, die andere im Dezember, und zwar in San Francisco oder in dessen 
Nähe. In den Vorstand der „Pacific Section" wurden gewählt als Vor- 
sitzender: Prof. Irving Stringham, als Schriftführer: Prof. G. A. Miller, 
als Programm -Comite: Prof. R. E. Allardice, Prof. G. A. Miller, Prof. 
E. J. Wilczynski. 

British Association for the advancement of Science. Die 72. Jahres- 
versammlung der Britischen Naturforscher- Versammlung wird vom 10— 17. Sep- 
tember in Belfast stattfinden. 



2. Preisaufgaben und gekrönte Preisschriften. 

(vacat.) 



3. Hochschulnachrichten. 

Promotionen. Strafsburg: Von 10 Kandidaten, welche im Winter- 
semester 1901—2 bei der math.-naturwiss. Fakultät den Doktorgrad er- 
worben haben, promovierten zwei in Mathematik, einer in Physik. 

Vorlesungen über Britische Mathematiker des 19. Jahrhunderts 

hat Prof. A. Macfarlane im Monat März an der Lehigh- Universität ge- 
halten. In den sechs Vorlesungen wurden behandelt: James Clerk Maxwell; 
Henry John Stephen Smith; William John Macquorn Rankin; James Joseph 
Sylvester; Peter Guthrie Tait; W r illiam Thomson, first Lord Kelvin. 
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Universität Charkow. Die Lehrfächer der Mathematik und der 
Physik werden jetzt an der Universität Charkow nur durch Privatdozenten 
vertreten. 

Universität Neapel. Am 7. Januar 1902 wurden zu Doktoren der 
Mathematik promoviert die Herren: Tomniaso Mari, Camillo Rossi, 
Pietro Santacroce. 



4. Personalnachrichten. 

G. R. R. Professor Dr. R. Lipschitz feierte am 14. Mai d. J. seinen 
70. Geburtstag. 

G. H. R. Professor Dr. Carl Neumann in Leipzig beging am 7. Mai 
d. J. die Feier seines 70. Geburtstages. Nach der Ansprache eines der 
ältesten Schüler, der von auswärts zu dem Feste gekommen war, wurde 
dem Jubilar ein Album mit etwa 150 Photographien von Schülern und 
Freunden sowie die Stiftungsurkunde eines Grundstocks zu einem Carl 
Neumann - Stipendium überreicht. 

Professor Dr. F. Schur in Karlsruhe wurde zum Mitgliede der Kais. Leo- 
poldino- Carolinischen Deutschen Akademie der Naturforscher gewählt. 

Privatdozent Dr. J. Well stein in Strafsburg wurde zum a. o. Professor an 
der Universität Giefsen ernannt. 

Professor Dr. van Geer an der Universität Leiden ist in den Ruhestand 
getreten. 

Ablehnung. 

Professor Dr. R. Mehmke in Stuttgart hat einen Ruf an die Technische 
Hochschule Wien als Nachfolger von H. R. Professor Dr. Peschka abgelehnt 

Habilitationsangelegenheiten. 

Dr. E. Timerding, seit 1807 Privatdozent an der Universität Strafs- 
burg i. E., hat auf die venia legendi verzichtet und eine Stelle als Ober- 
lehrer an der oldenburgischen Navigationsschule zu Elsfleth angenommen. 

Gestorben. 

G. R. R. Professor Dr. L. Fuchs, Professor an der Universität Berlin, 
Mitglied der Kgl. Preuls. Akademie der Wissenschaften, starb am 26. April 
1902 im fast vollendeten 69. Lebensjahre. Der Deutschen Mathematiker- 
Vereinigung gehörte der Verstorbene seit 1891 an. 

Alred Cornu, Membre de l'Institut (Section de Physique), starb am 
12. April 1902. 



5. Vermischtes. 

Schaeffer-Denkmal. Am 11. Mai fand im Sophienthal bei Ilmenau 
die Enthüllung eines Denkmals für Hermann Schaeffer statt, welches dem 
vor zwei Jahren Verstorbenen von Schülern und Freunden errichtet worden 
ist. Die auf einem Granitsockel aufgestellte Broncebüste ist von dem Bild- 
hauer Donndorf in Stuttgart modelliert. Die Universität Jena liefs durch 
einen Vertreter einen Kranz niederlegen. 
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Ostrogradski-Feier in Poltawa. Am 12. (25.) September 1901 
wurde in Poltawa von dem dortigen „Kreis der Freunde der mathematischen 
und physikalischen Wissenschaften" der 100. Geburtstag von M. W. Ostro- 
gradski gefeiert, der von 1828 — 1861 der Kaiserlichen Akademie der 
Wissenschaften zu St. Petersburg, seit 1855 auch als korrespondierendes 
Mitglied der Pariser Akademie angehörte. Bekanntlich hat Ostrogradski 
durch seine mathematischen Arbeiten, besonders aber durch seine Vor- 
lesungen am Hauptpädagogischen Institut (= Ecole Normale) zu St. Peters- 
burg und an verschiedenen anderen Hochschulen dieser Stadt wesentlich 
dazu beigetragen, das Studium der Mathematik in Rufsland zu verbreiten 
und dem Zustande zu nähern, den diese Wissenschaft zu seiner Zeit im 
Auslande erlangt hatte. 

Als Sohn eines Gutsbesitzers im Distrikt Kobeljaki (Gouv. Poltawa) 
geboren, widmete er sich nach Absolvierung des Gymnasiums in Poltawa 
entgegen seinem ursprünglichen Wunsche, die militärische Laufbahn ein- 
zuschlagen, auf der Universität Charkow wissenschaftlichen Studien. Sein 
Lehrer, Prof. Powlowsky, hat das grofse Verdienst, das mathematische 
Talent Ostrogradskis erkannt und diesen seinem wahren Berufe zu- 
geführt zu haben. Unter Prof. Ossipowsky machte Ostrogradski über- 
raschende Fortschritte, so dafs er seine Kandidatenprüfung in glänzender 
Weise bestand. Aber er erhielt trotzdem zu jener für die Wissenschaft in 
Rufsland schlimmen Zeit (1822) kein Zeugnis und begab sich nun nach 
Paris. Hier wurde seine mathematische Begabung rasch bemerkt, und er 
fand bei den grofsen französischen Mathematikern wie Laplace, Fourier, 
Ampere, Poison, Cauchy die beste Aufnahme. In Paris erschien auch 
seine erste Arbeit: Memoire sur la propagation des ondes dans un bassin 
cylindrique. (Memoires presentees par divers savants. T. III, 1832, vor- 
gelegt 9. November 1826). Auch in Petersburg wurde man auf Ostro- 
gradski aufmerksam und wählte ihn 1828 zum Mitgliede der Akademie. 1 ) 

Zu der erwähnten Feier waren in Poltawa erschienen: Als Repräsen- 
tanten der Universität Charkow die Professoren: Tichomandritzky, 
Liapounoff, Stekloff; als Vertreter der Universität, der Technischen 
Hochschule und des Matheraatischen Vereines in Moskau: Prof. Joukowsky, 
als Vertreter der Universität, des Polytechnikums und der Mathematischen 
Gesellschaft in Kiew: Prof. Ermakow. 

In der Festsitzung unter dem Präsidenten des „Kreises" Herrn 
■Matschougovsky wurden zunächst eine Gratulationsadresse u. s. w. ver- 
lesen; hieran schlössen sich: eine Biographie und ein Referat über Ostro- 
gradskis Leistungen in der Elementarmathematik, dann folgten Vorträge 
über Ostrogradskis Leistungen in den höheren Gebieten, und zwar über 
die in der reinen Mathematik von Tichomandritzky, über die im Ge- 
biet der analytischen Mechanik von Liapounoff, in der mathematischen 
Physik von Stekloff, und ein Vortrag über den Zustand der Mathematik 
zu Ostrogradskis Zeit von Ermakoff. 

Diese Vorträge liefsen erkennen, dafs Ostrogradski nicht nur mit der 
ausländischen Wissenschaft Schritt hielt, sondern ihr auch bisweilen voranging. 

1) Vgl.: J. Romoff, M. W. Ostrogradski. Eine Skizze seines Lebens und 
seiner wissenschaftlichen Leistungen (Russisch). Annalen der Akademie zu 
St. Petersburg, Bd. III. 1862. 
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Über diese Feier, der sich später noch Sitzungen der mathematischen 
Vereine Charkow, Moskau und St. Petersburg zum Gedächtnisse Ostro- 
gradskis anreihten, soll demnächst ein Buch (in russischer Sprache) ver- 
öffentlicht werden. 



Sprechsaal und Anfragen. 

Sprechsaal 5. Zu der von Herrn Stack cl vorgeschlagenen Zählung 
der Studierenden der Mathematik (vgl. Jahresbericht II, 5, S. 261) möchte 
ich darauf hinweisen, dafs die Zählung nur dann ein richtiges Bild liefert, 
wenn sie auf diejenigen Studierenden der Mathematik ausgedehnt wird, 
die — von den jetzigen Prüfungsbestiramungen Gebrauch machend — zum 
Zeitpunkt der Zählung bei einer Technischen Hochschule immatrikuliert sind, 
um dort drei Semester zuzubringen. So haben wir gegenwärtig 26 der- 
artige Studierende. 

Darmstadt. G. Sciteffers. 

Litterarisches. 

1. Notizen und Besprechungen. 

Ernst Scherings gesammelte Werke. Bald nach Ernst Scherings 
Tode äufserten verschiedene seiner früheren Schüler und Freunde den Wunsch, 
seine wissenschaftlichen Abhandlungen in einer Gesamtausgabe vereinigt zu 
sehen. Besonders war es Herr G. Mittag-Leffler, welcher diesen Wunsch 
seiner Erfüllung näher brachte, indem er mit der bekannten Verlagsfinna 
Mayer und Müller in Berlin persönlich die diesbezüglichen Verhandlungen 
einleitete. Nachdem diese zu einem glücklichen Ende geführt waren, über- 
nahmen auf Wunsch von Ernst Scherings Wittwe sein Bruder Herr Karl Schering 
und der Unterzeichnete die Herausgabe der gesammelten Werke in der Weise, 
dafs Herr K. Schering die mathematisch-physikalischen, erdmagnetischen und 
biographischen Arbeiten und der Unterzeichnete die mathematischen Arbeiten 
herausgeben sollten. 

Die sämtlichen Abhandlungen, einschl. des wissenschaftlichen Nachlasses, 
werden zwei Bände umfassen und sind streng chronologisch nach ihrer 
Veröffentlichung geordnet. Der erste Band, dessen Erscheinen unmittelbar 
bevorsteht, enthält die in den Jahren 1857 — 1879 veröffentlichten Abhand- 
lungen, welche mit Ausnahme der beiden ersten sämtlich mathematischen 
Inhaltes sind und unter denen sich vor allem die wichtigen Abhandlungen 
aus der Mechanik und Zahlentheorie befinden. Am Schlüsse des Bandes 
folgen Bemerkungen der beiden Herausgeber, welche allerdings über den 
gewöhnlichen Rahmen solcher hinausgehen. In den Bemerkungen zu der Ab- 
handlung „Über die konforme Abbildung des Ellipsoids auf der Ebene" sind 
nämlich auch die Teile der ursprünglichen Arbeit abgedruckt, welche druck- 
fertig vorlagen und früher nur aus Mangel an Raum hatten unterdrückt 
werden müssen. Ferner findet sich unter den Bemerkungen zu den Abhand- 
lungen aus der Mechanik eine auf Kroneckers Wunsch von Schering ver- 
fafste Inhaltsskizze dieser Abhandlungen. Besonderes Interesse werden aber 
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die an Kronecker gerichteten Briefe zahlentheoretiscben Inhaltes, welche in 
den Bemerkungen zu der Abhandlung XVII abgedruckt sind, finden. 

Der zweite Band, von dem bereits die ersten Bogen gedruckt sind, 
wird die nach 1879 veröffentlichten Abhandlungen und den wissenschaftlichen 
Nachlaß?, soweit er zur Veröffentlichung geeignet ist, enthalten. 

Karlsruhe, 4. Mai 1902. Kobert Haussner. 

F. Klein, Anwendung der Differential- und Integralrechnung 
auf Geometrie, eine Revision der Principien. Vorlesung, gehalten 
während des Sommersemesters 1901. Ausgearbeitet von Conrad Müller. 
Leipzig 1902. In Coramission bei B. G. Teubner. — Wenn einmal die 
Geschichte der Mathematik des neunzehnten Jahrhunderts geschrieben 
werden wird, so wird ohne Zweifel für dessen zweite Hälfte der Gegen- 
satz zwischen der fortschreitenden Arithmetisierung der Mathematik einer- 
seits und der beständigen Erweiterung des Bereiches ihrer Anwendung 
auf die verschiedensten Gebiete menschlicher Bethätigung andererseits von 
höchster Bedeutung sein. Vermöge dieses Gegensatzes hat die alte Frage 
der Erkenntnistheorie nach dem Verhältnisse zwischen der Mathematik 
und ihren Anwendungen erneute Wichtigkeit gewonnen, und kein Mathe- 
matiker, dessen Interessen über den engen Bezirk spezialistischer For- 
schung hinausreichen, kann an ihr gegenwärtig teilnahmlos vorübergehen. 
Er wird sich auch nicht mehr mit jener bequemen Antwort begnügen 
lassen, nach der es sich bei den Anwendungen um Approximationen handle, 
denen die Eigentümlichkeit zukomme, sich um so enger den Ergebnissen 
der reinen Wissenschaft anzuschliefsen, je genauer und sorgfältiger die Be- 
obachtungen und Konstruktionen gemacht seien, so dafs man dem „Ideal- 
resultate" immer näher kommen könne und werde. Wie Herr Burkhardt 
treffend gesagt hat, sind vielmehr die naturwissenschaftlichen Gröfsen nicht 
mit unbeschränkter Genauigkeit definiert und einer solchen Definition über- 
haupt nicht fähig. Allerdings findet häufig eine stufenweise Annäherung 
statt, die an die Annäherung einer Variablen an einen Grenzwert erinnert, 
jedoch hat dieser Prozefs immer eine in der Natur der betrachteten Grö£se 
begründete Schranke, und es zeigt sich hier dieselbe Erscheinung, die in der 
Analysis bei der Berechnung einer Gröfse mittels einer semikonvergenten 
Keihe auftritt. Theoretisch kann man sich das Verfahren der Annäherung 
unbeschränkt fortgesetzt denken, wobei freilich eine gewisse Willkür nicht 
zu vermeiden ist, und dadurch, über die Anschauung und Erfahrung 
hinausgehend, zu Gröfsen gelangen, die absolut scharf definiert sind. Eine 
solche „Idealisierung" liefert die Grundlagen, auf denen sich nach den Ge- 
setzen der Logik die Präzisionsmathematik aufbaut, deren Pflege die Mathe- 
matiker von Fach während der zweiten Hälfte des neunzehnten Jahrhunderts 
fast ausschliefslich beschäftigt hat. Die Präzisionsmathematik giebt jedoch 
nur die eine Seite der Sache. Gleichberechtigt neben ihr steht, um einen 
von Herrn Heun vorgeschlagenen Namen zu gebrauchen, die Approxima- 
tionsmathematik, d. h. die Mathematik der approximativen Beziehungen, 
wie sie bei den Anwendungen vorliegen. Genauer läfst sich das Verhältnis 
zwischen beiden so bezeichnen, dal's, wie Herr Klein sich ausdrückt, die 
Präzisionsmathematik das feste Gerüst bildet, um das die Approximations- 
mathematik sich emporrankt. 
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Die Abhandlung „Über den allgemeinen Functionsbegriff und 
dessen Darstellung durch eine willkürliche Curve" vom Jahre 1873 
zeigt, dafs Herr Klein schon früh diesem Thema seine Aufmerksamkeit 
zugewendet hat Wenn er sich dabei zunächst auf das Verhältnis zwischen 
der Analysis und ihrer Anwendung auf die Geometrie beschränkte, so konnte 
dies nur von Vorteil sein, denn während die prinzipiellen Schwierigkeiten 
schon hier mit ungeschwächter Kraft auftreten, sind die Erscheinungen, mit 
denen man es zu thun hat, verhäHnismäfsig einfach und übersehbar. Bei 
verschiedenen Gelegenheiten ist Herr Klein auf den Gegenstand zurück- 
gekommen und hat im Sommer 1901 eine ausführliche Entwicklung seiner 
Ideen in einer Vorlesung gegeben, die soeben in autographierter Aus- 
arbeitung erschienen ist. Das Ziel der Vorlesung ist, eine klare Erfassung 
des Unterschiedes und der gegenseitigen Beziehungen der beiden Teile der 
Mathematik herbeizuführen, die man als Präzisionsmathematik und Approxi- 
mationsmathematik bezeichnen kann, und dadurch zu erreichen, dafs zwischen 
den Vertretern der abstrakten und der angewandten Mathematik wieder 
mehr gegenseitiges Verständnis Platz greift, als augenblicklich besteht. 
Genauer auf den Inhalt der Vorlesungen einzugehen, ist an dieser Stelle 
nicht möglich, aber auch kaum erforderlich, denn kein Leser dieser Be- 
richte wird es versäumen, das Buch selbst in die Hand zu nehmen, das 
eine Fülle von Anregungen bietet und alle Vorzüge Kl ein scher Darstellungs- 
kunst aufweist. P. Stäckel. 

Zeitschrift für mathematischen und natiirwissenschaftlichen 
Unterricht. Gegenwärtig herausgegeben von Dr. JT. Schotten. 

Mit dem 33. Bande ist die Redaktion aus den Händen des verdienst- 
vollen Begründers, Prof. J. C. V. Hoffmann, bekanntlich in die von Direktor 
Dr. H. Schotten in Halle a. S. übergegangen. Das soeben zur Ausgabe 
gelangte Doppelheft 1/2 erscheint äufserlich verändert sowohl in der Um- 
schlagsfarbe als auch in der Gröfse. Das Letztere ist sehr erfreulich, denn 
es ist nunmehr auch die letzte der sechs mathematischen Zeitschriften des 
Teubnerschen Verlages zu dem normalen Format übergegangen. Die Dis- 
position des Inhalts ist von der neuen Redaktion beibehalten worden, da sie 
sich im grofsen und ganzen bewährt hat. Das neue Heft ist mit einem 
vorzüglichen Bilde Hoffmanns geschmückt. G. 

Annuaire des Mathömaticiens 1901 — 1902.. Publie sous la direction 
de M. M. C.-A. Laisant, Ad. Buhl. 16°. XXII, 468 S. C. Naud, Editeur, 
Paris 1902. Preis 5 Fr. (Für Subscribenten bei direktem Bezüge vom 
Verleger 4 Fr.). — Schon oft ist der lebhafte Wunsch rege geworden, ein 
Adrefsbuch der mathematischen Welt zu besitzen, in welchem die wissen- 
schaftlich thätigen oder interessierten Mathematiker, die Gesellschaften, 
Vereine u. s. w., welche sich die Pflege der mathematischen Wissensehaften 
zum Ziel gesetzt haben, sowie die periodisch erscheinenden Schriften auf- 
gezählt wären, welche ausschlief* lieh oder doch regelmäfsig Arbeiten aus 
dem gesamten Gebiete der Mathematik, im weitesten Umfange genommen, 
zur Veröffentlichung bringen. Aber die Versuche, ein derartiges Handbuch 
herzustellen, sind bisher sofort im ersten Entstehen erstickt, und man 
suchte sich durch die Mitgliederverzeichnisse der mathematischen Gesell- 
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schafken, durch die Verzeichnisse der höheren Unterrichtsanstalten und durch 
das auch erst in der Neuzeit entstandene Jahrbuch der gelehrten Welt 
„Minerva" zu behelfen. 

Dank dem Unternehmungsgeiste der rührigen Verlagsbuchhandlung 
C. Naud und dem Mut und der Ausdauer der Herren Laisa nt und Buhl 
liegt nun endlich ein sehr handliches Werk vor, das dem allseitig em- 
pfundenen Bedürfnisse in hohem Mafse abhilft, und zu dessen glücklichem 
Abschlüsse man die genannten Herausgeber nur beglückwünschen kann. 

Werfen wir einen kurzen Blick in den Inhalt. In dem Vorwort setzt 
Herr Lais an t die Entstehung des Annuaire auseinander und giebt alsdann 
eine biographische Skizze von Charles Hermite, der an dem Annuaire bis 
zu seinem Tode lebhaftes Interesse genommen hat. Darauf folgt die Auf- 
zählung der Mathematiker des Erdenrunds (7500 Namen!) in alphabetischer 
Ordnung, das Verzeichnis der während der Drucklegung Verstorbenen, eine 
Liste der wissenschaftlichen Gesellschaften und der periodischen Litteratur. 
Diesen Verzeichnissen, die den wesentlichen Bestandteil des Annuaire aus- 
machen, reihen sich noch folgende kleinere wissenschaftliche Beiträge 
an: Paul Appell, Sur le principe de la moindre contrainte de Gauss; 
J. Petersen, Les 36 officiers, A. G. Greenhill, Les fontions elliptiques 
au poinf de vue de leurs applications; Ch. Meray, La langue internationale 
auxiliaire Esperanto et la litterature scientifique; P. H. Schoute, Le nombre 
des points, des droites, des plans etc. contenus dans un hyperespace lineaire; 
P. H. Schoute, La rcvue semestrielle des publications mathematiques. 

Angesichts der grofsen Schwierigkeiten, die sich der ersten Herstellung 
eines Buches vom Charakter des vorliegenden entgegenstellen, ist klar, dafs 
sich manche Lücke, manche falsche Angabe vorfinden wird; aber diese 
Mängel lassen sich durch allgemeine Mitarbeit verbessern, und sie verringern 
nicht im mindesten das unbestreitbare Verdienst der Herausgeber, die 
mathematische Welt mit einem nützlichen, in der Zeit der nationalen und 
internationalen Kongresse gradezu unentbehrlichen Handbuche beschenkt 
zu haben. A. Gutzmer« 



2. Bücherscliaii. 

Alezais, R., Sur une classe de fonctiona hyperfuchsiennes; these de doctorat. Paris. 
Barbarin , P., La geome'trie non-Euclidienne. 8°. 79 S. Paris 1902. 
Berliner astronomisches Jahrbnch für 1904 mit Angaben für die Oppositionen 

der Planeten (1)— (463) für 1902. 8°. X, 488, 12 S. Berlin 1902. JL 12.— 
Bor dage, Edmond, Sur la possibilite' d'edifier la Geometrie euclidienne sans le 

postulatum des paralleles. Saint Denis, ile de la Reunion, 1902. 
Borei, E., Nouvelles lecons sur la thöorie des fonctions. Partie III: Lecons sur 

les series a termes positifs. 8°. VII, 93 p. Paris 1902. 
Boutroux, Pierre, L'iniagination et les mathematiques suivant Descartes. 
Caldarera, F., Corsi di meccanica razionale. vol. II, parte 1. p. 1—108. 

Palermo 1902. 

Ciairin, J., Sur les transformations de Baecklund; these de doctorat, Paris. 
Döhlemann, K., Projective Geometrie in synthetischer Behandlung. 12°. 176 S. 

Mit 85 Fig. 2. venu. u. vcrb. Aufl. Leipzig 1902. M. 0.80. 
Fernandez de Prado, (*., Elenientos de la teoria de los determinantes y sas 

aplicaciones ä la eliminacion y a la teoria de formas. 2. ed. 4°. 324 S. 

Madrid 1902. 
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Fourier, J. B. J., Die Auflösung der bestimmten Gleichungen., übersetzt und 
herausgegeben von A. Loewy. 8°. Mit 18 Figuren. VI, 263 S. (Ostwalds 
Klassiker.) Leipzig 1902. JL 4. — 

(laufe, Karl Friedrich, General Investigations of curved surfaces of 1827 and 1825. 
Translated with notes and a bibliography by James Caddali Morehead 
and Adam Miller Hiltebeitel. 4°. 127 S. Princeton 1902. Geb. $ 1.75. 

Uaufs, C. F., Allgemeine Lehrsätze in Beziehung auf die im verkehrten Ver- 
hältnis des Quadrats der Entfernung wirkenden Anziehungs- und Abstofsungs- 
kräffce (1840). Herausgegeben von A. Wangerin. 8°. 61 S. 2. ergänzte Auf- 
lage. Leipzig 1902. JL 0.80. 

Gronau, K., Das Parallelenproblem oder der Beweis des elften euklidischen 
Axioms als Lehrsatzes. 8°. VII, 33 S. m. Fig. Hagen. M. 2.— 

Haufaner, R., Darstellende Geometrie. I. Teil: Elemente, ebenflächige Gebilde. 
12» 192 S. Mit 100 Figuren. Leipzig 1902. .U 0.80. 

Helmholtz, H., Abhandlungen zur Thermodynamik. Herausgegeben von M.Planck. 
8°. 84 S. (Ostwalds Klassiker.) Leipzig 1902. JL 1.40. 

Isely, L., Histoire des sciences mathörnatiques dans la Suisse francaise. 8". 
215 p. Neufchätel 1901. 

Janker, Fr., Repetitorium und Aufgabensammlung zur Differentialrechnung. 12°. 
119 S. Mit 42 Figuren. Leipzig 1902. JL 0.80. 

— Repetitorium und Aufgabensammlung zur Integralrechnung. 12°. 130 S. Mit 
50 Figuren. Leipzig 1902. JL 0.80. 

— Höhere Analysis. II. Teil. Integralrechnung. 12°. 208 S. Mit 89 Figuren. 
2. verb. Aufl. Leipzig 1902. JL 0.80. 

Lemoine, E., Geom Urographie ou art des constructions geometriques. 87 S. 8°. 

av. 32 fig. Paris 1902. 2 Frs. 
Levy, Maurice, Elements de Cinematique et de Me'canique. Paris 1902. 
Lipps, G. F., Die Theorie der Collectivgegenstände. IV, 217 S. 8°. Mit 6 Figuren 

im Text. Leipzig 1902. JL 3. 
Picard, E., Quelques reflexions sur la mecanique, suivies d'une premiere le9on 

de dynamique. 8°. 67 p. Paris 1902. 
Richard, J., Sur la surface des ondes de Fresnel; these de doctorat, Paris. 
KouchC, E. et L. Le>y, Analyse infinitesimale ä l'usage des ingänieurs, tome 1. 

Calcul differentiel. Paris 1902. 
Zeuthen, H* G., Histoire des mathematiques dans Tantiquite et le moyen äge. 

Edition francaise traduite par Jean Mascart. Paris 1902. 

3. Zeitschriftenschau. 

(Von dem Inhalt der Zeitschriften werden nur die Aufsätze erwähnt, welche dem 
Gebiete der mathematischen Wissenschaften angehören.) 

Mathematische Annalen. Band 56, Heft 1. 

P. Gor d an, Das simultane System von zwei quadratischen quaternären 
Formen. — E. R. Neumann, Zur Integration der Potentialgleichung vermittelst 
C. Neumanns Methode des arithmetischen Mittels. II. — D. Mir im an off, Racines 
cubiques de nombres entiers et multiplication complexe dans les fonctions ellip- 
tiques. — W. Jacobsthal, Über die asymptotische Darstellung von Lösungen 
linearer Differentialgleichungen. — J. Kürschäk, Über die Transformation der 
partiellen Differentialgleichungen der Variationsrechnung. — S. Epsteen, Les 
groupes qui comcident avec leurs groupes adjoints. 

Zeitschrift für mathematischen und naturwissenschaftlichen Unterricht. 
33. Jahrgang. 1. und 2. (Doppel-)Heft, 3. Heft. 

H. Schotten t Zur Einführung; J. 0. V. Hotfmann (mit Bildnis). — W. Ost- 
wald, Über die Einführung des Begriffes der Arbeit beim Unterricht in der 
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Mechanik. — K. Schwering, Zur Methodik des mathematischen Unterrichts am 
Gymnasium. — C. Wolletz, Die Parabel als Tangentengebilde. — A. Richter, 
Die Übertragung des Unterrichts im Linearzeichnen an die Mathematiklehrer. — 
A. Pleskot, über eine Methode der Lösung der unbestimmten Gleichungen. — 
G. Holzmüller, Vorschlag zu einem gemeinschaftlichen Arbeitspläne. — A.Schülke, 
Über Dach- und Brückenkonstruktionen. — R. Güntsche, Ein allgemeiner Beweis 
für «las Additionstheorera der trigonometrischen Funktionen. — Zum Aufgabeu- 
Kepertorium. — Litterarische Berichte. — Pädagogische Zeitung etc. 

Aus verschiedenen Zeitschriften und Sammelwerken. 

K. Peucker, Drei Thesen zum Ausbau der theoretischen Kartographie. Mit 
einer Tafel. [Geographische Zeitschrift von Hettner, 8. Jahrg., 2. HeftJ. — 
Laussedat, Les progres de la geodesie. [Revue scientifique, 4 ,,,e serie, t. 17.J -- 
Ch. Ed. Guillaume, La Convention du metre et le bureau international des poids 
et mesures. [Revue scientifique, 4. Ser. t. 17 ] — Comite international des poids 
et mesures. Proces-verbaux des seances, 1900 et 1901, analyses par L. Olivier. 
[Revue generale des sciences pure» et appliquCes. 13 ,nc annee, 1902.J 

4. Kataloge. 

Librairie A. Thury a Geneve : Catalogue de livres d'oecasion anciens et modernes. 

Nr. 10. Matheniatiques , Physique, Astronomie. 1902. 
Jacques Rosenthal, München, Karlstr. 10: Katalog 26. Bibliotheca astronomica 

et mathematica. 



5. Bei der Redaktion eingegangene Schriften. 

[Titel, Preis u. s.w. der eingesandten Schriften werden hier regelmäfsig veröffentlicht. 
Besprechungen geeigneter Bücher bleiben vorbehalten. Eine Rücksendung der ein- 
gegangenen Schriften kann nicht erfolgen.] 

Burkhard!, H., Entwicklungen nach oszillierenden Funktionen. 2. Lieferung. 

[Jahresbericht der Deutschen Mathematiker -Vereinigung, BandXJ. Leipzig 1902. 

B. G. Teubner. JL 5.60. 
Klein, F., Anwendung der Differential- und Integralrechnung auf Geometrie, eine 

Revision der Principien. Vorlesung, gehalten während des Sommersemesters 1901 . 

Ausgearbeitet von Conrad Müller. 4. VIII, 468 S. autogr. Leipzig 1902. 

B. G. Teubner. M, 10.—. 
Edwin Bidwell Wilson, Vector Analysis. A text-book for the use of students 

of mathematics and physics, founded upon the lectures of J. Willard Gibhs. 

8°. 436 S. Charles Scribner's Sons, New York 1901. £4.—. 



Berichtigungen. 

Jahresbericht XI. S. 150. Die zweite und dritte Notiz unter der Überschrift 
„Accadcmia Pontaniana di Napoli" beziehen sich nicht auf diese Akademie, 
sondern auf die „R. Accademia delle Scienze" zu Neapel. 

S. 154, Z. 2 v. u. mufs es heifsen „theoretischen" statt „technischen". 
S. 155, Z. 14 mufs es heifsen: „zum Professor der theoretischen Physik". 
S. 190—191 ist „Kewitsch" statt „Kehwisch" zu lesen. 
Jahresbericht VIII, S.28 mufs es heifsen : Torgau in „Sachsen" statt in „Schlesien". 
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Über Nicht-Euklidische und Linien-Geometrie. 

Von E. Study in Greifswald. 
Nicht gehaltene Vorträge 1 ). 

I 

Allgemeines. Das Prinzip der Dualität. 

Die modernen Untersuchungen über Nicht -Euklidische Geometrie 
haben ihren Ursprung in den Jahrhunderte lang fortgesetzten stets 
gescheiterten Versuchen, das fünfte Postulat des Euklid, das sogenannte 
Parallelenaxiom, als überflüssig hinzustellen. Man versuchte, die darin 
enthaltene Aussage zu beweisen, d. h. ihren Inhalt mit rein logischen 
Hilfsmitteln aus den übrigen Voraussetzungen, die im Euklidischen 
System der Geometrie gemacht werden, und aus diesen allein, zu de- 
duzieren. Diese Frage darf heute als erledigt angesehen werden. Es 
haben drei verschiedene Mathematiker, nämlich Gaufs, Loba 
tschewsky und Johann Bolyai, wie wir nunmehr wissen, unab- 
hängig von einander, ein System von Begriffen aufgebaut, das von 
einer allgemeineren Annahme ausging, und das keinen logischen Wider- 
spruch zu enthalten schien — eben die Nicht-Euklidische Geometrie. 
Es haben sodann auf verschiedenen Wegen Beltrami, sowie Cayley 
und F. Klein gezeigt, dafs dieses allgemeinere System von Begriffen 
auch durch eine eigentümliche Interpretation von fest begründeten 
Formeln und Sätzen der gewöhnlichen Analysis und Geometrie ge- 
wonnen werden kann, und dafs also jede Möglichkeit, es könnte darin 
etwa in Zukunft doch noch ein Widerspruch gefunden werden, aus- 
geschlossen ist. Hiermit ist die erwähnte prinzipielle Frage, wie ge- 
sagt, erledigt; das Interesse des Mathematikers an der Nicht-Euklidischen 
Geometrie selbst aber ist damit nicht erschöpft. So wertvoll auch 
Untersuchungen über die systematische Stellung der mathematischen 
Grundbegriffe sind, insbesondere in der Geometrie über die Frage, ob 

1) Die Arbeit ist, von unbedeutenden formalen Änderungen und sinigen 
in [ ] eingeschlossenen Zusätzen abgesehen, ein wörtlicher Abdruck aus der 
Pestschrift der Greifswalder Philosophischen Fakultät zu der fünfzigjährigen 
Doktor- Jubelfeier von Heinrich Linipricht. (Greifswald, 20. III. 1900.) 

Jahrnsbericht d. DeuUihon Mathoui -VereinigiinK XI. Heft 8 u. 9. '21 
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ein geometrischer Satz als Axiom betrachtet werden mufs — ivertvdller 
ist doch noch der materielle Inhalt der einzelnen Disziplinen , um 
dessentwiilen allein ja derartige Untersuchungen überhaupt Zweck 
haben; und zu jenen Disziplinen gehört nunmehr auch die Nicht- 
Euklidische Geometrie. 

Nun kann es allerdings zunächst so scheinen, als ob der weitere 
Ausbau der Nicht-Euklidischen Geometrie nur ein sekundäres Interesse 
hätte, als ob der Geometer, dem die Wissenschaft von dem Räume, 
in dem wir leben, am Herzen liegt, sich nicht notwendig darum 
zu kümmern brauchte. Zwar läfst die Verschwommenheit unserer 
Vorstellung vom Räume Platz nicht nur für das als Nicht-Euklidische 
Geometrie schlechthin bezeichnete System mit seinen Unterarten, 
sondern auch noch für viel umfassendere Begriffsbildungen. Eine un- 
mittelbare praktische Bedeutung würden aber solche Spekulationen 
erst dann gewinnen können, wenn bestimmte Erfahrungen uns nötigten, 
das herkömmliche und unzweifelhaft nächstliegende System der Geo- 
metrie wenigstens bei feineren Untersuchungen aufzugeben. Es sind 
aber bis jetzt keine Thatsachen bekannt geworden, die es auch nur 
wahrscheinlich machten, dafs irgend ein anderes System der Geometrie 
den beobachteten Erscheinungen besser entspräche als das Euklidische. 
Bis auf weiteres wird also der Physiker nicht nur, sondern auch der 
Geometer, der seine Wissenschaft als eine Analyse des empirisch ge- 
gebenen Raumes ansieht, seinen theoretischen Erörterungen das System 
der Euklidischen Geometrie zu Grunde legen dürfen. 

In dem Gedankenkreise dieses Geometers wird ja freilich auch 
die Nicht-Euklidische Geometrie Platz finden. Die Stelle, an der diese 
geometrische Disziplin auftritt, liegt aber nicht an den Wurzeln der 
geometrischen Wissenschaft. Die Geometrie auf den Flächen kon- 
stanter negativer Krümmung, in der nach Beltrami Sätze aus der 
ebenen Nicht-Euklidischen Geometrie ihre Verwirklichung finden, kann 
seitens unseres Geometers kaum ein höheres Interesse beanspruchen, 
als die Theorie anderer spezieller Flächenklassen, als die an schönen 
Sätzen so reiche Theorie der Minimalflächen z. B.; und Cayleys „ab- 
solute Mafsbestimniung", die die Nichi^Euklidische Geometrie in einem 
dreifach ausgedehnten Räume realisiert, wird jenem Geometer als ein 
Abschnitt aus der Theorie der Flächen zweiten Grades, also wieder 
als ein sehr spezieller Gegenstand sich darstellen. Wollte also unser 
Geometer erklären, dafs er sich ja unmöglich mit allen speziellen 
Fragen der Geometrie befassen könne, und dafs ihn gerade diese 
Gegenstände nicht sonderlich interessierten, so würde er anscheinend 
in seinem guten Rechte sein. 
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Indessen kann man in der Mathematik gar nicht vorsichtig genug 
umgehen mit Werturteilen, die auf dem Gebrauch der Begriffe „speziell" 
und „allgemein" beruhen. Wir fürchten, dafs unser Geometer (der 
übrigens wohl keine blofse Fiktion ist) einen Denkfehler begangen 
haben wird. [Er hat nämlich nicht beachtet, dafs bei unendlichen 
Mannigfaltigkeiten das Ganze sich auf einen Teil abbilden läfst.J Die 
Auffassung der Geometrie als einer Erfahrungs Wissenschaft ist nur 
eine unter mehreren möglichen, und der Standpunkt des Empirikers 
ist gegenüber der Geometrie keineswegs der aussichtsreichste Stand- 
punkt. Denn er wird in seiner Einseitigkeit der Thatsache nicht 
gerecht, dal's die mathematischen Wissenschaften in mannigfaltiger und 
oftmals überraschender Weise mit einander verschlungen sind, dafs sie 
in Wahrheit ein unteilbares Ganzes bilden. Wiewohl es möglich und 
sogar höchst wünschenswert ist, dafs jede einzelne Disziplin mit den 
ihr eigentümlichen Hilfsmitteln und unabhängig von den übrigen ent- 
wickelt werde, so wird doch der sich eines der wichtigsten Forschungs- 
mittel berauben, der die mannigfachen Zusammenhänge der verschiedenen 
Disziplinen unter einander nicht beachten will. Angewendet auf Eu- 
klidische und Nicht - Euklidische Geometrie führt diese eigentlich 
selbstverständliche, aber gleichwohl vielfach nicht beherzigte Wahrheit 
zu der etwas paradoxen Folgerung, dafs unter Umständen zu einem 
tiefer dringenden Verständnis selbst sehr elementarer Abschnitte der Eu- 
klidischen Geometrie die Kenntnis der Nicht-Euklidischen Geometrie nicht 
wohl entbehrt werden kann. 

Dafs sich dem wirklich so verhält, glaubt der Verfasser durch 
ein wegen seiner Einfachheit besonders lehrreiches Beispiel zeigen 
zu können. Es lassen sich neben das sogenannte Kräfteparallelogramm 
noch zwei weitere, äquivalente, aber doch von dem Parallelogramm 
wesentlich verschiedene Konstruktionen stellen, mit deren Hilfe die 
Zusammensetzung zweier an demselben Punkt angreifender Kräfte 
ebenfalls ausgeführt werden kann. Diese Konstruktionen, deren jede, 
wie das Parallelogramm, den Ausgangspunkt weiterer Entwicklungen 
bildet, können auch einem Nichtfachmann ohne Mühe verständlich ge- 
macht werden. Trotz dieser ihrer Einfachheit, und trotz ungemein 
zahlreichen Bearbeitungen des Gegenstandes, ist zu ihrer Auftindung 
der Umweg über die Nicht -Euklidische Geometrie thatsächlich nötig 
gewesen. 

Im folgenden wünschen wir nun einige bis jetzt anscheinend 
nicht bekannte oder nicht hinreichend gewürdigte Thatsachen all- 
gemeineren Charakters vorzuführen, die zum Teil ebenfalls einen Zu- 
sammenhang zwischen Euklidischer und Nicht-Euklidischer Geometrie 

21* 
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herstellen, und übrigens auch noch in anderer Hinsicht geeignet sind, 
auf die systematische und heuristische Bedeutung der Nicht-Euklidischen 
Geometrie Licht zu werfen. Wir werden uns dabei auf einige wenige 
charakteristische Sätze beschränken; eine eingehendere Darstellung 
und weitere Anwendungen, die sich in grofser Zahl darbieten, aber 
nach der Natur der Sache zum Teil die Entwickelung eines umfang- 
reichen Formelapparates nötig machen, müssen späterer Veröffentlichung 
vorbehalten bleiben. 

Wir beginnen mit einigen Bemerkungen über das sogenannte 
Prinzip der Dualität. 

Bekanntlich finden im Euklidischen Räume auffällige Analogieen 
statt zwischen Sätzen, in denen der Begriff der Entfernung zweier 
Punkte vorkommt, und solchen, in denen der Begriff des Winkels 
zweier Ebenen auftritt. Diese Analogieen finden nun, wie man weifs, 
ihre Erklärung in Eigenschaften des Nicht -Euklidischen Raumes und 
in dem Umstand, dafs die Euklidische Geometrie einen Grenzfall der 
Nicht-Euklidischen Geometrie darstellt. Man hat diese Bemerkung zu 
dem Satze verallgemeinert, dafs die Begriffe der Nicht- Euklidischen 
Geometrie zu Paaren angeordnet sind, die durch eine triviale Trans- 
formation, die absolute Korrelation, aus einander hervorgehen, und dafs 
aus solchen zusammengehörigen Begriffen sich beim Übergang zur 
Grenze verschiedene Begriffe der Euklidischen Geometrie ergeben oder 
ergeben können. Diese Bemerkung, die bereits eine sehr fruchtbare 
Forschungsmethode enthält, bedarf nun verschiedener Ergänzungen. 

Erstens ist es genau genommen gar nicht richtig, dafs die Begriffe 
und Sätze der Nicht -Euklidischen Geometrie gerade paarweise an- 
geordnet sind. Allgemein läfst sich vielmehr nur soviel sagen, dafs 
sie gruppenweise zusammengehören, wobei die Zahl der in einer Gruppe 
vereinigten Aussagen jede beliebige Zahl sein kann. So gehören in 
dem vorhin angeführten Beispiel von der Zusammensetzung der Kräfte 
drei verschiedene Konstruktionen zusammen, deren jede beim Über- 
gang zum Euklidischen Räume einen anderen Satz liefert. 

Zweitens ist zu bemerken, dafs man den Grenzübergang selbst 
unter Umständen auf mehrere verschiedene Weisen ausführen kann, 
derart, dafs aus einem einzigen Begriffe der Nicht-Euklidischen Geometrie 
mehrere verschiedene Begriffe der Euklidischen Geometrie hervorgehen. 
Wir erläutern dies durch ein Bespiel. 

Im Nicht-Euklidischen Räume positiver Krümmung ist die Mannig- 
faltigkeit aller Drehungen, d. i. aller Bewegungen eines starren Körpers, 
die sämtliche Punkte einer Geraden in Ruhe lassen, identisch mit der 
Mannigfaltigkeit aller Bewegungen, die sämtliche Ebenen einer Geraden 
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in Kühe lassen. Eine solche Identität besteht nicht im Euklidischen 
Räume: Die betrachtete Mannigfaltigkeit zerfällt in der Grenze in die 
Mannigfaltigkeit der Drehungen, im gewöhnlichen Sinne des Wortes, 
und in die Mannigfaltigkeit der „Umschraubungen", solcher Schrauben- 
bewegungen, deren Drehungswinkel gleich zwei Rechten ist. Hierin 
und im Prinzip der Dualität findet die Analogie der folgenden beiden 
der Euklidischen Geometrie angehörigen Sätze 1 ) ihre Erklärung: 

„Stellt man eine Bewegung j „Stellt man eine Bewegung 
auf alle möglichen Arten als auf alle möglichen Arten als 



Folge zweier Drehungen dar, 
deren eine [einen konstanten Dre- 
hungswinkel hat, so ist der Ort 
der zugehörigen Drehungsachsen 
ein „zyklischer" Strahlenkomplex, 



Folge einer Drehung und einer 
Umschraubung dar, deren Schrau- 
bungshöhe konstant ist, so ist der 
Ort der zugehörigen Umschrau- 
bungsachsen ein „zyklischer" Strah- 
lenkomplex, 

nämlich ein von dem Tangentenkomplex einer Kugel verschiedener 
Linienkomplex, dessen ebene Komplexkurven Kreise, und dessen Kom- 
plexkegel Umdrehungskegel sind. 

Derselbe Komplex wird auch erhalten, 

wenn man sämtliche Tangenten wenn man sämtliche Erzeugende 
eines Kreises allen Schraubungen eines Umdrehungskegels allen 
um eine Gerade unterwirft, die Schraubungen um eine Gerade 
einen Durchmesser des Kreises unterwirft, deren kürzester Ab- 
senkrecht schneidet." 1 stand von der Achse des Kegels 

: diese Achse im Scheitel des Kegels 
trifft." 

Endlich dürfte der Umstand Erwähnung verdienen, dafs bei dem 
Übergang zur Grenze zusammengehörige Sätze teilweise illusorisch 
werden, oder eine so verschiedene Gestalt annehmen können, dafs ihre 
innere Verwandtschaft unmittelbar gar nicht mehr zu erkennen ist. 
Ein Beispiel für die erste Bemerkung bildet das Nicht -Vorhandensein 
eines den beiden letzten analogen Satzes, in dem an Stelle der beiden 
Drehungen, oder an Stelle der Drehung und der Umschraubung, zwei 
Umschraubungen auftreten würden. Die zweite Bemerkung wird er- 
läutert durch die folgenden bekannten Sätze der Planimetrie: 



1) Wir berücksichtigen hier, wo es lediglich auf den Grundgedanken an- 
kommt, nur den sogenannten allgemeinen Fall. Eine präzise Formulierung werden 
wir an anderem Orte mitteilen. 
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„Spannt man von einem Punkt „Lälst man eine Gerade sich 

auf serhalb einer Ellipse einen Faden so bewegen, dafs sie von einer 

von konstanter Länge um diese Ellipse ein Stück von konstantem 

Ellipse, so ist der Ort des Punktes Flächeninhalt abschneidet, so um- 

eine zu der gegebenen konfokale hüllt diese Gerade eine zu der 

Ellipse." gegebenen ähnliche und konzen- 

(Satz von Graves.) trische Ellipse." 

* 

Durch eingehendere Berücksichtigung solcher quasi -dualistischer 
Beziehungen würden sicher manche Untersuchungen über metrische 
Eigenschaften von Flächen 2. Grades und anderen Figuren nicht 
unwesentlich an Inhalt und Interesse gewinnen. Ihre wahre Frucht- 
barkeit aber werden derartige Betrachtungen erst dann erweisen, 
wenn einmal die noch in den Anfängen stehende algebraische und 
Differentialgeometrie des Nicht -Euklidischen Raumes besser bekannt 
sein werden. 

Wir wenden uns nunmehr zur Darlegung eines zweiten ganz anders 
gearteten Zusammenhanges zwischen Euklidischer und Nicht-Euklidischer 
Geometrie. Dabei linden wir es zweckmäfsig, die Mannigfaltigkeiten 
positiver Krümmung von denen negativer Krümmung zu sondern. 
Wir beziehen uns unmittelbar nur auf den sogenannten elliptischen 
und hyperbolischen Raum; auf die davon zu unterscheidende sphärische 
und pseudosphärische Raumform wird sich das zu sagende mit meist 
nur geringfügigen Änderungen übertragen lassen. Das Krümmungs- 
mafs des elliptischen Raumes werden wir der einfacheren Darstellung 
wegen der positiven Einheit gleichsetzen, ebenso das Krümmungsmafs 
des hyperbolischen Raumes gleich der negativen Einheit wählen. Dafs 
die festgehaltene Beschränkung auf reelle Figuren bei allen in § 2 
anzuführenden Sätzen, sowie bei mehreren der weiterhin aufzustellenden 
nicht wesentlich ist, versteht sich von selbst; doch würde ein Ein- 
gehen auf imaginäre Figuren sehr viel umständlichere Auseinander- 
setzungen nötig machen. — In jeder der beiden in § 2 und § 3 zu 
beschreibenden Methoden wird man eine Ausdehnung der G aufs sehen 
Methode der sphärischen Bilder auf den Nicht -Euklidischen Raum er- 
kennen. 

EL 

Liniengeometrie im elliptischen Räume. 

Der Begriff der Parallelen hat, wie man weils, im dreifach aus- 
gedehnten Nicht-Euklidischen Räume zwei verschiedene Analoga. 

Von diesen tritt das eine als reelle Figur nur im Räume negativer 
Krümmung, das andere, von Olifford aufgefundene, Analogon nur im 
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Räume positiver Krümmung auf. Man hat diese Figuren beide „Pa- 
rallele" genannt. Uns scheint das nicht zweckmäfsig zu sein. Von 
den „Cliffordschen Parallelen" kann man in der deutschen Sprache 
kein Adjektivuni ableiten. Sodann aber kann man bei tiefer dringenden 
Betrachtungen die Berücksichtigimg imaginärer Figuren doch nicht 
vermeiden: Man kommt also in die mifsliche Lage, zwei verschiedene 
Dinge durch ein imd dasselbe Wort zu bezeichnen. Wir erlauben uns 
aus diesen Gründen eine andere Terminologie vorzuschlagen: Wir 
werden die „Cliffordschen" Parallelen parataktische Gerade nennen. 
Wir werden ferner, hierin an die übliche Terminologie uns anlehnend, 
die beiden verschiedenen Arten der Parataxie als linksseitige imd rechts- 
seitige Parataxie unterscheiden. Dieser Unterscheidung entspricht dann 
die Unterscheidung der beiden invarianten dreigliedrigen Untergruppen 
der Gruppe der Bewegungen im elliptischen Räume als linksseitiger 
und rechtsseitiger Schiebungen in der Weise, dafs „linksseitig" die 
Schiebimgen genannt werden, deren eingliedrige Gruppen linksseitig- 
parataktische Gerade zu Bahnkurven haben. — Aus dem Begriff der 
geraden Linie lassen wir nunmehr durch einen als Orientierung zu be- 
zeichnenden Prozess, der in der Wertbestimmung einer gewissen 
Quadratwurzel besteht, einen neuen Begriff hervorgehen, den Begriff 
des Speeres. Der Speer ist eine Gerade mit ausgezeichneter „positiver" 
Richtung. Er unterscheidet sich von der nicht orientierten Geraden 
dadurch, dafs die goniometrische Tangente der Enfernung zweier auf 
dem Speer angenommener Punkte ein bestimmtes Vorzeichen hat, so- 
bald diese Punkte in eine bestimmte Reihenfolge gesetzt sind. Wird 
eine Gerade orientiert, und dadurch in einen Speer verwandelt, so 
kann man die Orientierungen sämtlicher Geraden rational trennen, die 
zu jener z. B. linksseitig parataktisch sind. So entstehen aus dem 
Begriff der parataktischen Geraden zwei neue Begriffe, die der (links- 
seitig oder rechtsseitig) syntaktischen und anlitaktischen Speere, wie wohl 
im einzelnen nicht weiter angeführt zu werden braucht. Eudlich 
empfiehlt es sich, für die Figur ein besonderes Wort einzuführen, die 
aus einer Geraden und aus deren absoluter Polare besteht. Diese 
Figur bietet aus irgend einem Punkte des (elliptischen) Raumes gesehen 
das Bild eines Kreuzes mit rechtem Winkel dar. Wir nennen sie da- 
her Linienkreuz. 

Nach diesen Vorbereitungen werden die folgenden beiden Sätze 
verständlich sein: 

I. ,,Die Mannigfaltigkeit aller reellen Linienkreuze des elliptischen 
Raumes läfst sich eindeutig-umkehrbar abbilden auf die Mannigfaltigkeit 
aller reellen Strahlenpaare y die man aus je einem Strahl zweier Bündel 
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(z. B.) des EuklidiscJien Raumes bilden kann, derart, dafs den links- 
seitigen Schiebungen die Drehungen des einen (linken) Bündels und den 
reclttsseitigen Schiebungen die Drehungen des anderen (rechten) Bündels 
zugeordnet werden." 

II. „Die Mannigfaltigkeit edler reellen Speere im elliptischen Räume 
läfst sich eindeutig ^umkehrbar auf die Mannigfaltigkeit aller reellen 
Punktepaare abbilden, die man aus je einem Punkt zweier Kugeln vom 
Radius Eins des Euklidischen Raumes bilden kann, derart, dafs den 
linksseitigen Schiebungen die Drehungen der einen (linken) Kugelfläche 
und den rechtsseitigen Schiebungen die Drehungen der anderen (rechten) 
Kugel zugeordnet werden" 1 ) 

Führt man also im elliptischen (oder sphärischen) Räume das 
Linienkreuz oder den Speer als Raumelement ein, so werden dadurch 
die Thatsachen der zugehörigen Nicht -Euklidischen Geometrie in eine 
bestimmte und umkehrbare Beziehung gesetzt zu gewissen Thatsachen 
der Euklidischen Geometrie. 

Wir werden uns, bei dem grofsen Umfange des Gegenstandes, hier 
darauf beschränken müssen, die Tragweite dieser Sätze durch einige 
wenige Beispiele fühlbar zu machen. Wir wollen zunächst den Satz II 
dadurch erläutern, dafs wir einer Anzahl von Begriffen der elliptischen 
Geometrie die zugeordneten Begriffe aus der Geometrie unserer beiden 
Kugelflächen gegenüberstellen. Die zu betrachtenden Gebilde werden 
wir als analytisch und reell voraussetzen. 



Die beiden Normalabstände 
(die stationären Abstände von 
Punkten) zweier Speere. 



Punkt als Ort von Speeren. 
Ebene als Ort von Speeren. 



Die (bis aufs Vorzeichen und 
mod % bestimmte) halbe Summe 
und halbe Differenz der sphäri- 
schen Abstände zweier Punkte- 
paare. 

Kongruente Beziehung (Ab- 
bildung) der beiden Kugeln. 

Symmetrische Beziehung der 
beiden Bildkugeln. 



Es entspricht also jedem Pimkt (jeder Ebene) des elliptischen 
Raumes eine eigentliche (uneigentliche) ternäre orthogonale Transfor- 
mation. Die homogenen Koordinaten des Punktes (der Ebene) sind 



1) Eine weiterhin zu erwähnende Anwendung deB Satzes I hat der Ver- 
fasser bereits veröffentlicht (Leipz. Ber. v. 9. Januar 1899.) Den Satz II hat er 
in einem auf der Naturforscherversammlung zu München (Sept. 1899) gehaltenen 
Vortrag mitgeteilt. 
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bei geeigneter Koordinatenwahl identisch mit den Etil er sehen Tarar 
meiern der orthogonalen Transformation. 

Tangenten 



einer 



orientierten 
Kurve (oder Speere eines Kegels). 



Kongruenz linksseitig- syntak- 
tischer Speere. 



Paar isometrischer Punkt 
reihen (Paar auf einander abge- 
bildeter Kurven mit gleichlangen 
Bogen zwischen entsprechenden 
Punkten). 

Punkt der linken Kugel (ver- 
bunden mit allen Punkten der 
rechten Kugel). 



Es folgt, dafs die Geometrie in einer * Kongruenz syntaktischer 
Speere vollkommen identisch ist mit der sphärischen Geometrie. 



Spezielle Translationscongruenz, 
auf zwei Arten erzeugt durch 
Schiebung einer von syntaktischen 
Speeren gebildeten Fläche. 

Ebenfalls noch spezielle Kon- 
gruenz, bestehend aus oo 1 von 
syntaktischen Speeren gebildeten 
Flächen. 

Kongruenz allgemeiner Art. 



Nornmlenkongruenz einer Schar 
paralleler Flächen von der Krüm- 
mung Null. 

Normalenkotigruenz allgemeiner 
AH. 

Translationskomplex, bestehend 
aus oo 1 linksseitig- syntaktischen 
Kongruenzen (s. oben). 

Komplex, dessen Speere auf oo 1 
Translationskongruenzen verteilt 
werden können. 

Linien- oder Speerkomplex all- 
gemeiner Art. 



Kurvenpaar (d. i. jeder Punkt 
einer Kurve der linken Kugel 
verbunden mit jedem Punkt einer 
Kurve der rechten Kugel). 

Zuordnung zwischen den Punk- 
ten einer Kurve der einen Kugel 
und je oo 1 Kurven der anderen 
Kugel. 

Gegenseitige Abbildung beider 
Kugeln durch eine Punkttransfor- 
mation. 

Kurvenpaar. (S. oben.) 



Eigentlich- flächmtreue Abbildung. 

Kurve auf der linken Kugel 
(verbunden mit allen Punkten der 
rechten Kugel). 

Zuordnung zwischen je 
Kurven beider Kugelflächen. 



Berühmngstramformation. 



Diese Zusammenstellung wird, kurz und fragmentarisch wie sie 
ist, doch zeigen, welche Fülle von neuen Problemen aus den Sätzen I 
imd II entspringen. Es ergeben sich daraus neue Klassihkations- 
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Prinzipien für algebraische Flächen, Komplexe u. s. w. Probleme der 
Differentialgeometrie, die auf anderem Wege nicht so leicht zugänglich 
sein dürften, gestatten eine leichte und unmittelbare Lösung. Eine 
nahe liegende Folgerung eines unserer Sätze ist z. B. der Satz, dafs 
durch jeden analytischen Streifen, dessen Normalen nicht parataktisch 
sind, eine einzige Fläche von der Krümmung Null gelegt werden kann; 
ferner findet sich, dafs man die Differentialgleichung dieser Flächen 
in geschlosseuer Form integrieren kann. Auch weitere Eigenschaften 
dieser besonderen Flächenklasse, deren Studium man Bianchi 1 ) ver- 
dankt, werden auf diesem Wege abgeleitet werden können. Die stereo- 
metrische Addition der Motoren, ein Verfahren zur geometrischen Zu- 
sammensetzung von Kräften 2 ), ist vom Verfasser auf eben diesem Wege 
gefunden worden. Wichtigere Folgerungen ergeben sich noch für die 
Theorie der Transformationsgruppen. Wir können unter anderen die 
folgende Aufgabe stellen: 

Alle Transformationen gerader Linien im elliptMten Baume zu 
finden, die aus dem Normalennetz einer Geraden stets wieder ein solches 
hervorgehen lassen. 

Die Lösung ergiebt sich ohne jede Rechnung aus unserem Satz I. 
Man bilde die Mannigfaltigkeit aller Linienkreuze in der angegebenen 
Weise auf die Strahlenpaare zweier Bündel, oder, noch anschaulicher, 
auf die Punktepaare zweier Ebenen ab; unterwirft man sodann jedes 
dieser Bündel oder jede dieser Ebenen einer beliebigen kollinearen 
Transformation, so entsteht, im elliptischen Räume, eine Transformation 
der gesuchten Eigenschaft, und ebenso, wenn man die eine Ebene der 
anderen zuordnet, und umgekehrt. Alle fraglichen Transformationen 
werden auf diese Art gefunden. Sie bilden also eine sogenannte ge- 
mischte Gruppe mit 16 Parametern, deren kontinuierliche L T ntergruppe 
halb-einfach ist. In der zu dieser Gruppe gehörigen Art von Linien- 
geometrie (die natürlich von der Plückerschen Lininiengeometrie total 
verschieden ist) finden die Sätze der projektiven Geometrie zweier 
Ebenen eine überraschende und dabei sehr einfache Interpretation. 
Diese neue Art von Liniengeometrie ist aber nur eine unter mehreren, 
die auf ähnliche Weise entstehen. Man kann u. a. die Gruppe der 
Kreisverwandtschaften, die Gruppen der konformen imd flächentreuen 
Transformationen, die Gruppe aller Punkttransformationen in gleicher 
Art erweitern. Die letztgenannte Erweiterung z. B. enthält die Lösung 
der Aufgabe: 

1) Sülle superfieie a curvatura nulla in geometria cllitica. Annali di Ma- 
tematica. t. 24 (1896). 

2) Man vergleiche die Schrift „Geometrie der Dynamen u . Leipzig 1901. 
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Alle Transformationen gerader Linien im elliptischen Räume zu 
finden, die aus der Normalenlongruenz einer Schar paralleler FfäcJien 
von der Krümmung Null stets wieder eine solche hervorgehen lassru. 

Eine andere unendliche Gruppe ist dadurch definiert, dais sie 
überhaupt Normalenkongruenzen in ebensolche verwandelt. Ihre Trans- 
formationen lassen sich, auf andere Weise, ebenfalls bestimmen: auch 
kann man den Durchschnitt beider Gruppen angeben und anderes 
mehr. 

Die Möglichkeit einer anderen Art von Anwendungen der Nicht- 
Euklidischen Geometrie eröffnet sich, wenn man bemerkt, dals (von 
trivialen Ausnahmefällen abgesehen) mit jedem seiner Gestalt nach 
bestimmten Paar auf einander abwickelbarer Flächen des Euklidischen 
Raumes ein bis auf Bewegungen völlig bestimmter Linienkomplex 
(Speer-Komplex) des Nicht-Euklidischen Raumes verbunden ist, dessen 
Komplexgeraden sich zu ebenen Büscheln anordnen lassen. 

Endlich wollen wir noch einen Umstand erwähnen, der uns für 
eine tiefer dringende algebraische Begründung der Nicht -Euklidischen 
Geometrie von grundlegender Bedeutimg zu sein scheint. Als ein erstes 
Hauptproblem der Invariantentheorie der allgemeinen projektiven 
Gruppe im Räume ist anzusehen die Aufstellung der Invariantentypen 
in einem unbegrenzten System linearer und alternierender Formen, die 
gleich Null gesetzt, Punkte, Ebenen und lineare Komplexe darstellen. 
Diese bis jetzt nicht gelöste Aufgabe läfst sich durch eine einfachere 
ersetzen bei verschiedenen Untergruppen der allgemeinen projektiven 
Gruppe. Insbesondere im Falle der Gruppe einer Fläche 2. Grades 
von nicht verschwindender Diskriminante, also auch im Falle der 
Gruppe der Bewegungen im elliptischen Räume, genügt es, aufser den 
alternierenden Formen nur eine Art linearer Formen zu betrachten. 
Dieses Problem läfst sich nun aber, durch eine imaginäre Transfor- 
mation, auf eine Aufgabe aus der Theorie der binären Formen zurück- 
führen. Diese besteht in der Bestimmung der simultanen Invarianten 
gewisser Formen mit Veränderlichen zweier verschiedener binärer Ge- 
biete, die durch lineare Transformationen von gleichen Diskriminanten, 
im übrigen aber unabhängig von einander transformiert werden. Die 
Formen selbst sind von zweierlei Beschaffenheit: erstens bilineare 
Formen, die Veränderliche beider Gebiete verbinden (entsprechend den 
Punkten oder Ebenen im Nicht-Euklidischen Räume), zweitens Paare 
quadratischer Formen (entsprechend den linearen Komplexen), wobei 
die sechs Koeffizienten eines Paares als ein einziges System homogener 
Gröfsen aufzufassen sind. Die Lösung dieses Problems bietet keine 
besondere Schwierigkeit. 
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Die Möglichkeit der angedeuteten Reduktion ist eine Eigentüm- 
lichkeit der Nicht-Euklidischen Geometrie. Die Entwickelung einer 
Invariantentheorie der Euklidischen Bewegungen ist eine ungleich 
schwierigere Aufgabe. 

Wir wenden uns nun zu einer Besprechung der hyperbolischen 
Geometrie. Diese werden wir von einem anderen Standpunkte aus 
betrachten, den wir übrigens, mutatis mutandis, auch gegenüber den 
im gegenwärtigen § aufgestellten Sätzen hätten einnehmen können. 
Einige im gegenwärtigen § nicht berührte oder nur gestreifte Gegen- 
stände werden wir im folgenden etwas eingehender behandeln. 

in. 

Eine geometrische Deutung der sogenannten imaginären Geometrie 
in der Ebene oder auf der Kugelfläche. 

Sogenannte imaginäre Figuren sind in die Geometrie zu demselben 
Zwecke eingeführt worden, wie imaginäre Gröfsen in die Analysis. 
Man erreicht mit ihrer Hilfe eine einfachere Darstellung, namentlich 
eine Zusammenfassung zahlreicher sonst getrennt aufzuführender und 
zu beweisender Sätze in einem einzigen Ausdruck, im ganzen also eine 
leichtere Ubersicht. An Schönheit ist das so erweiterte System der 
Geometrie der nur mit reellen Figuren arbeitenden Geometrie in einem 
solchen Grade überlegen, dafs Versuche nicht ausbleiben konnten, 
durch Zuordnung von reellen und dabei möglichst einfachen geo- 
metrischen Gestalten zu den „imaginären Punkten" u. s. w. den Sätzen 
jener imaginären Geometrie nachträglich wieder eine eigentlich -geo- 
metrische, nämlich anschauliche Deutung unterzulegen. Im Falle der 
Geometrie auf einer einfach ausgedehnten Mannigfaltigkeit sind diese 
Versuche von ausgezeichnetem Erfolg begleitet gewesen. Die Gaufs- 
sche Zahlenebene, die verschiedenen Arten Riemannscher Flächen, 
mit deren Hilfe man die imaginäre Geometrie auf algebraischen 
Kurven studiert, sind heute allgemein in Gebrauch. 

Dafs schon bei zweifach ausgedehnten Mannigfaltigkeiten eine 
gleich -anschauliche Versinnlichung der imaginären Geometrie nicht ge- 
funden werden kann, liegt in der Natur der Sache. Einen bedeutenderen 
Erfolg hat von den in dieser Richtung unternommenen Versuchen nur 
die der projektiven Geometrie angehörige v. Staudtsche Theorie ima- 
ginärer Gebilde zu verzeichnen gehabt. Ein anderer sehr beachtens- 
werter, jedenfalls für die Geometrie der konformen Gruppe wichtiger 
Ansatz, der r von Chasles herrührt, und in dem Vorschlag besteht, 
einen ^imaginären Punkt im Räume durch einen Kreis mit bestimmter 



Digitized by Google 



über Nicht -Euklidische und Linien -Geometrie. 



325 



Umlauf srichtung zu ersetzen, ist ganz unentwickelt geblieben. Weitere 
Versuche haben zum Ziel, den oc 4 imaginären Punkten einer zweifach 
ausgedehnten Mannigfaltigkeit die Elemente irgend einer im gewöhn- 
lichen Räume gelegenen ebenfalls vierfach ausgedehnten Mannigfaltig- 
keit geometrischer Figuren zuzuordnen. Das Vorhandensein einer etwa 
gegenüber Bewegungen invarianten Beziehung zwischen dem imaginären 
Punkt und seinem Bild wird dabei nicht notwendig angenommen. 
Diese Versuche haben geringen Erfolg gehabt, teils weil sie ebenfalls 
in den Anfängen stecken geblieben sind, teils weil die benutzten Kon- 
struktionen so beschaffen sind, dafs sie um ihrer selbst willen nicht 
leicht von einem Geometer betrachtet worden wären. Konstruktionen, 
wie die von S. Lie angegebene Darstellung imaginärer Figuren machen 
den Eindruck des Gekünstelten; sie sind lediglich zu dem einen Zwecke 
erfunden worden. 1 ) 

Im folgenden soll in Kürze ein anderer Versuch beschrieben 
werden, imaginären Figuren zunächst der ebenen und sphärischen Geo- 
metrie reelle Figuren zuzuordnen. Die vorzuführende Abbildung 
selbst ist, wie wir sogleich hervorheben wollen, nicht völlig neu. Neu 
aber dürfte das sein, worauf es uns hier ankommt, nämlich Art und 
Ausdehnung der Anwendungen, und ebenso der Weg, auf dem der 
Verfasser, von älteren Untersuchungen unabhängig, zu jener Abbildung 
gelangt ist. 

Wir denken uns den reellen oder imaginären Punkt in der Ebene 
dargestellt durch ein System von drei homogenen Koordinaten. Die 
reellen Bestandteile und die reellen Koeffizienten der imaginären Be- 
standteile dieser Koordinaten deuten wir vorläufig als Plückersche 
Koordinaten eines Gewindes (eines linearen Linienkomplexes) im drei- 
fach ausgedehnten Räume. Die damit gegebene Zuordnung zwischen 
den imaginären Punkten einer Ebene und den reellen Gewinden im 
Räume ist unendlich-vieldeutig, denn die projektiven Koordinaten irgend 
eines Punktes sind nur bis auf einen willkürlich bleibenden (komplexen) 
Faktor bestimmt. Jedem Punkt also entspricht ein ganzes Büschel 
von Gewinden. Diese Büschel zeigen nun ein verschiedenes Verhalten. 
Einem Punkte allgemeiner Lage entspricht ein Büschel, das zwei ver- 
schiedene stets reelle Linengebüsche, sogenannte spezielle Komplexe, 
enthält, oder in einer etwas ungenauen Ausdrucks weise, solche Kom- 
plexe, die sich auf gerade Linien reduzieren. Zwei solche Gerade, die 
ihrerseits das zugehörige Büschel bestimmen, sind einander polar zu- 

1) Dafs das Genie eines grofsen Mathematikern durch solche Betrachtungen 
au wertvollen Entdeckungen geführt worden ist, ändert daran uicbts. Der Weg 
der Erfindung ist in den» genieinten Falle sicher ein Umweg gewesen. 
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geordnet in Bezug auf eine bestimmte Fläche zweiten Grades, die 
reelle Punkte, aber keine reellen Erzeugenden hat, und die daher — 
da es auf projektive Umformungen nicht ankommt — mit einer Kugel 
identifiziert werden darf. Wenn aber die Quadratsumme der projek- 
tiven Koordinaten des betrachteten Punktes verschwindet, wenn dieser 
Punkt also einem (übrigens beliebigen) Kegelschnitt von nicht ver- 
schwindender Diskriminante angehört, so besteht das ganze betrachtete 
Büschel aus geraden Linien, und diese berühren sämtlich die erwähnte 
Kugel in einem und demselben Punkt. Wir haben also vor uns 
eine im allgemeinen (1-2) -deutige, und im besonderen Falle (l-oo)- 
deutige Abbildung der imaginären Punkte der Ebene auf die reellen 
Geraden im Räume. 

Aus dieser Abbildung kann nun durch eine einfache Vorkehrung 
eine gegenseitig-eindeutige abgeleitet werden. Da nämlich von zwei 
einander polar zugeordneten Geraden die eine die Kugel trifft, die 
andere aber nicht, so braucht man nur eine von beiden zu betrachten. 
Man kann ferner einen Äqmvalenzbegrijf aufstellen, wonach alle Tan- 
genten der Kugel, die diese in einem und demselben Punkte berühren, 
als identisch betrachtet und nicht weiter unterschieden werden. Indem 
wir uns willkürlich dafür entscheiden, nur solche gerade Linien zu be- 
rücksichtigen, die die Kugel treffen, gelangen wir so zu den folgenden 
Begriffsbildungen: Wir nennen eigentlichen Strahl das Stück einer ge- 
raden Linie zwischen zwei Punkten der Kugel 1 ), uneigentlichen StraM 
aber jeden Punkt der Kugel selbst, also jeden Strahl mit zusammen- 
fallenden Endpunkten. Damit haben wir die Gesamtheit der reellen und 
imaginären Punkte der Ebene auf die Gesamtheit der „Strahlen" ein- 
deutig umkehrbar abgebildet; die uneigentlichen Strahlen entsprechen 
den Punkten irgend eines irreduzibelen Kegelschnittes. 

Betrachten wir nunmehr dieselben drei Verhältnisgröfsen, die wir 
bisher als Punktkooruinaten angesehen hatten, als Linienkoordinaten, so 
sind Punkt und Gerade mit gleichen Koordinaten Pol und Polare in 
Bezug auf den genannten Kegelschnitt. Wir erhalten also zugleich 
mit unserer Abbildung der Strahlen auf die Punkte eine Abbildung der 

1) An sich dürfte ein anderes Wort, etwa „Segment", vorzuziehen sein. Es 
giebt aber in der Euklidischen Geometrie einen analogen Begriff, der nur im 
reellen Gebiete mit dem gewöhnlichen Begriff der geraden Linie zusammenfällt. 
Hier bleibt also kaum etwas anderes übrig, als eine Scheidung in der Termino- 
logie eintreten zu lassen, nämlich die beiden einzigen zur Verfügung stehenden 
Wörter „Gerade" und „Strahl" in verschiedenem Sinne zu gebrauchen. Diese 
Unterscheidung übertragen wir dann, mutatis mutandis, auf den im Texte be- 
handelten Gegenstand. Ks wird iu solchen Fällen jede Art von Terminologie 
ihre Übelstände haben. 
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Strahlenmannigfaltigkeit auf die reellen und imaginären geraden Linien der 
Ebene. Diese Bemerkung veranlafst uns zu einer weiteren Begriffs- 
bildung: Wir denken uns die ganze Strahlenmannigfaltigkeit doppelt 
überdeckt und unterscheiden Strahlen der ersten Schicht, die Punkten 
zugeordnet sind, von Strahlen der zweiten Schicht, die geraden Linien 
entsprechen. Strahlen beider Schichten, die übereinander liegen, 
entsprechen also Pol und Polare in Bezug auf den ausgezeichneten 
Kegelschnitt. 

Welche Beziehung besteht nun zwischen den Bildern eines 
Punktes und einer Geraden, wenn diese Figuren vereinigt liegen? Die 
Antwort ist nicht schwer: Die beiden Bildstrahlen schneiden sich, und 
jeder schneidet aufserdem, in der Verlängerung, die Polare des anderen 
in Bezug auf die ausgezeichnete Kugel. Wählen wir also diese Kugel 
als absolute Fläche einer Cayley sehen Mafsbestimmung, und be- 
trachten wir damit das Innere der Kugel als einen sogenannten hyper- 
bolischen Raum, so können wir sagen, dafs die beiden Bildstrahlen 
sich rechtwinklig schneiden. Unter „rechtwinkligem Schneiden" eines 
eigentlichen und eines uneigentlichen Strahls ist natürlich zu verstehen, 
dafs der eigentliche Strahl den Kugelpunkt enthält, der den uneigent- 
lichen Strahl darstellt. 

Wir wollen nun einen Teil des Gesagten mit einer naheliegenden 
Folgerung so zusammenfassen: 

III. „Die reellen und imaginären Punkte und Geraden der Ebene 
lassen sich auf die doppelt überdeckte Straldenmannigfaltigkeit eindeutig- 
umkehrbar abbilden. Punkt und Gerader in vereinigter Lage entsprechen 
Strahlen der ersten und zweiten Schicht, die sieh (im erklärten Sinne) 
rechtwinklig sehneiden. Einer kollinearen Transformation der Ebene 
entsprecJien 7 Jiontragrediente ki Transformationen der Strahlen beider Schicfiten, 
wobei rechtwinkliges Schneiden solcher Strahlen enthalten bleibt^ nicht aber 
Scfineiden überJmupt, auch nicht das Übereinandcrlicgen von Strahlen 
verschiedener Schichten und nicht das rechtivinklige Schneiden von Strahlen 
derselben Schicht; ebensowenig die Eigenschaft eines Strahls, eigentlich, 
oder uneigentlich zu sein. Die genannten Transformationen bilden eine 
kontinuierliche (halb -einfache, aber) im reellen Gebiete cinfaclie Gruppe 
mit sechzehn Parametern. 1 ' 

Wir wollen diese Transformationen dual-kollineare Transformationen 
im hyperbolischen Baume nennen, und die bei Vertauschung über ein- 
ander liegender Strahlen beider Schichten neu hinzukommenden -xj 16 
Transformationen dual - korrelative Transformationen. 

In der Geometrie dieser Gruppe finden zunächst die Konstruk- 
tionen des Verbindens imaginärer Punkte durch gerade Linien und der 
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Aufsuchung des Durchnittspunktes imaginärer gerader Linien ihr reelles 
Gegenbild in der Konstruktion der gemeinsamen Normale zweiter 
Schicht zu zwei Strahlen der ersten Schicht und umgekehrt; weiterhin 
aher kann man reell interpretieren schlechthin jeden Satz der auf 
diesen Konstruktionen beruhenden projektiven Geometrie wie der zu- 
gehörigen Invarianten- und Funktionentheorie, den Bezout sehen und 
den Kiemann- Roch sehen Satz nicht minder als etwa das Abel sehe 
Theorem in seiner Anwendung auf ebene Kurven. Ihr eigentliches 
Interesse erhält diese Deutung gleichwohl erst dadurch, dafs die Figuren, 
zu denen man geführt wird, solche sind, die ohnehin betrachtet zu 
werden verdienen. 

Wir wollen den letzten besonders wichtigen Punkt durch mehrere 
Beispiele erläutern. 

Wir erweitern zunächst die eingeführte Gruppe von Transfor- 
mationen noch dadurch, dafs wir eine symmetrische (die beiden Scharen 
von imaginären Erzeugenden der absoluten Fläche vertauschende) Kol- 
lineation (eine Umlegnng im hyperbolischen Räume) hinzufügen. Da- 
durch entstehen aus den aufgeführten Transformationen, die wir als 
dual-projektive Transformationen zusammenfassen können, zwei neue 
Scharen, die wir dual-antiprojektive Transformationen 1 ) nennen und als 
duale Anti-Kollincationen und Anti- Korrelationen unterscheiden können. 
Es gilt dann der Satz: 

T>ie dualen Projektivitäten und Antiprojektiv itäten im hyperboliscJien 
Baume umfassen alle Transformationen der Strahlen, die aus dem Nor- 
malennetz eines Strahls stets wieder ein solches hervorgehen lassen. 

Ferner läfst sich zeigen: 

Das Bild einer ( irreduz ibelen) ebenen analytischen Kurve ist, wenn 
die Kurve als Ort ihrer Punkte betrachtet wird, eine ,^ynektische Kon- 
gruent, nämlich die Normalenkongruenz erster Schicht einer Schur pa- 
ralleler analytiscJier Flächen von der Krümmung Null, und wenn die 
Kurve als Ort ihrer Tangenten angeselien wird, eine synektiscJie Kon- 
gruenz zweiter Schicht. 

UmgeJcehrt gehwen je zwei irreduzibele synektische Kongruenzen zu- 
sammen, und diese Paare sind invariant verknüpft nicht nur gegenüber 
den Nicht-Euklidischen Bewegungen und Umlegungen, sondern überhaupt 
gegenüber kontragredienten dualen Projektivitäten und Anti-Projektivitäteth 

Sie bilden die Tangenten von irgend zwei zu einander ortfiogonalen 
(reellen) Scharen paralleler geodätischer Linien auf einer beliebigen ana- 

1) Wir bilden diese Ausdrücke nach Analogie einer von Herrn C. Segre 
benutzten Ausdruckaweise. Vgl. § 4. 
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lytischen und reellen Fläcfie von der Krümmung Null, ihrer gemeinsamen 
Brennfläche. *) 

Eine selbstverständliche Ausnahme von allen drei Sätzen bildet 
der ausgezeichnete Kegelschnitt, dessen Bild, die absolute Fläche, man 
übrigens den anderen als „uneigenüidie synektische Kongruent hinzu- 
fügen kann. Ausgenommen von dem zweiten und dritten Satz sind 
ferner selbstverständlich die oo 4 Normalenkongruenzen der Strahlen; 
diese, und sie allein, sind nicht mit anderen gepaart. Eine übrigens 
unwesentliche Ausnahme von dem dritten Satz bilden endlich die syn- 
ek tischen Kongruenzen, deren Brennfläche sich auf eine Kurve reduziert. 
Es giebt deren fünffach unendlich viele. Die fragliche Kurve ist ein 
eigentlicher Strahl, der mit je zwei zusammengehörigen Strahlen beider 
Kongruenzen in einer Ebene liegt, und von diesen Strahlen unter kon- 
stanten sich zu einem Rechten ergänzenden Winkeln geschnitten wird. 

Jede irreduzibele synektische Kongruenz, die nicht die Normalen- 
kongruenz eines uneigentlichen Strahh (oder einer Sdiar von sogenannten 
Grenzflächen) ist, vermittelt eine eigenÜich-konforme Abbildung der Kugel- 
fläche und umgeh ehrt definiert jede solcheAbbildung eine synektische Kongruenz. 

Das heifst, durch die beiden Endpunkte der oo 2 Kongruenzstrahlen wird, 
im gewöhnlichen Sinne der Euklidiscfien Geometrie, eine solche konforme 
Abbildung der einfach oder mehrfach überdeckten Kugelfläche oder zweier 
Teile der Kugelfläche vermittelt, bei der die Winkel nicht umgelegt werden. 

Benutzt man also die Kugelfläche, wie üblich, zur Darstellung der Werte 
einer komplexen Veränderlichen, so erhält man sofort einPaar R i e m a n n scher 
Flächen, auf die die zu der synektischen Kongruenz gehörige ebene Kurve 
Punkt für Punkt abgebildet ist. Ist die Kurve algebraisch, so sind die 
Riem ann sehen Flächen geschlossen und vom Geschlecht der Kurve. 
Auf eine sich anschliefsende Unterscheidung zweier Arten von algebraischen 
synektischen Kongruenzen gehen wir der Kürze halber nicht ein. 

Die Bemerkung, dafs man dieselbe konforme Abbildung auch er- 
hält durch Verbindung des Hesseschen Ubertragungsprinzipes mit der 
üblichen Darstellung der imaginäreu Punkte eines binären Gebietes 
durch die reellen Punkte einer Kugelfläche, lälst sich zu einer zweiten 
Begründung des Satzes III erweitem 2 ) und zeigt zugleich den Weg 

1) Die Evolutenfläche einer Fläche von der Krümmung Null im hyper- 
bolischen Raum hat im Inneren der absoluten Fläche nur einen Mantel. 

2) In der That ist man auf diesem Wege dem Satze III schon nahe ge- 
kommen. Vgl. F. Klein, Math. Ann. Bd. 22 (1883) S. 246. Lindemann, Vor- 
lesungen über Geometrie, II, S. 013. Die genannten Autoren bleiben jedoch in dem 
Gedankenkreise der gewöhnlichen projektiven Geometrie. Sie haben keine Trans- 
formationen betrachtet, die Punkte der absoluten Fläche in gerade Linien überführen. 

Jahresbericht <L Deutschen Mathem. -Vereinigung XL Heft 8 u. 9. 22 
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zu einer unendlichen Reihe von ähnlichen und allgemeineren Sätzen. 
Der nunmehr ausnahmslos gültige Satz, dafs durch jeden reellen ana- 
lytischen Streifen (im Inneren des hyperbolischen Raumes) eine einzige 
Fläche von der Krümmung Null geht (vgl. § 2), erweist sich als eine 
Folgerung eines bekannten Satzes von H. A. Schwarz über konforme 
Abbildung. 

Eine sehr naheliegende, aber, aus dem Zusammenhang gelöst, be- 
sonders überraschende Anwendung unserer Abbildungsmethode bildet 
die folgende Bemerkung. Man denke sich in der Umgebung eines 
geeigneten Strahlenpaares die Strahlen zweier synektischer Kongruenzen 
in der Weise einander zugeordnet, dafs entsprechende Strahlen einen 
und denselben Strahl einer dritten synektischen Kongruenz senkrecht 
schneiden. Wir wollen sagen, die beiden Kongruenzen seien durch 
diese Zuordnung und deren analytische Fortsetzung „synektisch" auf 
einander bezogen. Es gilt dann der Satz: 

Sind zwei synektische Kongruenzen auf eine und dieselbe dritte 
synektisch bezogen, so sind sie dadurch auch auf einander synektisch be- 
zogen. D. h. die gemeinsamen Normalen entsprechender Strahlen erfüllen 
wieder eine synektisclie Kongruenz (die ebenfalls auf die beiden ersten 
synektisch bezogen ist), oder einen Teil einer solchen. 

Die synektische Beziehung zweier synektischer Kongruenzen int in- 
variant nicht nur gegenüber dualen Kollitieationen und Antikollineationen, 
sondern überhaupt gegenüber allen Transformationen des Sirahlenraumcs, 
die synektische Kongruenzen in ebensolclie überführen. 

Die fraglichen Transformationen bilden eine unendliche Gruppe 
von „synektischen" und „antisynektischen" Transformationen, deren kon- 
tinuierliche Untergruppe das Bild der Gruppe der analytischen Punkt- 
transformationen in der Ebene ist. 

Natürlich erstreckt sich die Anwendbarkeit unseres Übertragungs- 
prinzips auch auf die Mafsgeometrie. Wir wollen von mehreren 
hierher gehörigen Folgerungen nur eine anführen, die wiederum eine 
Verbindung zwischen Euklidischer und Nicht -Euklidischer Geometrie 
herstellt. 

Den Durchschnitt unserer Gruppe der dualen Kollineationen und 
Antikollineationen mit der Gruppe der im gewöhnlichen Sinne des 
Wortes kollinearen Transformationen bilden die Bewegungen und Uin- 
legungeu im hyperbolischen Räume. Die Gruppe der reellen Be- 
wegungen im hyperbolischen Räume erweist sich (wie übrigens längst 
bekannt ist) sogleich als holoedrisch isomorph zu der Gruppe der 
reellen und imaginären kollinearen Transformationen in der Ebene, die 
einen Kegelschnitt, nämlich den mehrfach besprochenen ausgezeichneten 
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Kegelschnitt, in Ruhe lassen. Wir wollen nun voraussetzen, dafs das 
Polarsystem dieses Kegelschnittes samt dem eingangs benutzten Ko- 
ordinatensysteme reell sei, womit zugleich schon ausgesprochen ist, dafs 
der Kegelschnitt selbst keine reellen Punkte haben solL Wir be- 
trachten ferner den Kegelschnitt ebenfalls als absolute Kurve einer 
Cayley sehen Mafsbestimmung und gehen, nach Einführung einer 
doppelten Überdeckung der Ebene, durch ein bekanntes, in Schriften 
des Herrn F. Klein auseinandergesetztes Verfahren, von der elliptischen 
Geometrie zur sphärischen über. Andererseits denken wir uns auch 
die Strahlenmannigfaltigkeit im hyperbolischen Räume, auf andere Art 
als vorhin geschehen, doppelt überdeckt, indem wir aus dem Begriff 
des Strahls einen neuen Begriff, den des Pfeils ableiten. Der „eigent- 
liche Pfeil" soll sich von dem eigentlichen Strahl dadurch unter- 
scheiden, dafs seine Endpunkte in eine bestimmte Reihenfolge gesetzt 
sind, und dafs demzufolge die Entfernung von zwei (reellen) Punkten 
des Pfeiles, die eine bestimmte Reihenfolge haben, ebenfalls einen be- 
stimmten Wert erhält. 1 ) Der „uneigentliche Pfeil" soll dasselbe sein, 
wie der uneigentliche Strahl, so dafs die Mannigfaltigkeit aller Pfeile 
ebenfalls ein Kontinuum bildet, mit einer Verzweigungsmannigfaltigkeit 
in der absoluten Fläche. Auf Grund dieser Bestimmungen läfst sich 
nun unter anderen der Satz aussprechen: 

IV. „Die Mannigfaltigkeit aller Pfeile im hyperbolischen Baume 
läfst sich auf die Mannigfaltigkeit aller reellen und imaginären Punkte 
einer Kugel im Euklidischen Baume eindeutig-umkehrbar so abbilden, dafs 
den reellen Bewegungen im hyperbolischen Baume die reellen und ima- 
ginären Bewegungen der Kugel zugeordnet werden." 

Die reellen Punkte der Kugelfläche werden dabei den Pfeilen 
eines Bündels zugeordnet, dessen Scheitel im Inneren der absoluten 
Fläche liegt. Da wir die absolute Fläche ebenfalls als eine Kugel im 
Sinne der Euklidischen Geometrie aufgefafst haben, so kann der ge- 
nannte Scheitel mit dem Euklidischen Mittelpunkt dieser Kugel iden- 
tifiziert werden. Überdies kann man beide Kugeln, die abzubildende 
Kugel des Euklidischen Raumes, und die absolute Fläche des hyper- 
bolischen Raumes zusammenfallen lassen. Man kann dann die Ab- 
bildung weiter so einrichten, dafs jedem reellen Punkt der ersten 
Kugel der Pfeil des genannten Bündels zugeordnet wird, der seinen 
Endpunkt in jenem Punkte hat. Konjugiert-imaginären Punkten ent- 
sprechen Pfeile, deren geradlinige Träger in Bezug auf den aus- 

1) Der Begriff des Pfeils ist dem in § 2 eingeführten Begriff des Speeres 
nahe verwandt, wir brauchen ahm mit Absicht ein anderes Wort. 

22* 
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gezeichneten Punkt symmetrisch liegen, im Sinne der hyperbolischen 
Geometrie und bei der zuletzt getroffenen Festsetzung zugleich auch 
im Sinne der Euklidischen Geometrie. 

Ein bereits formulierter Satz nimmt jetzt folgende Gestalt an: 

Den reellen und imaginären Punkten einer analytischen Kurve auf 
der Kugel entsprechen die Pfeile einer „orientierten" synektischen Kon- 
gruenz und umgekehrt. 

Insbesondere entsprechen den Schnittpunkten der abgebildeten Kugel 
mit der unendlich fernen Ebene des Euklidischen Baumes die uneigent- 
lichen Pfeile, die reellen Punkte der absoluten Fläche. Den beiden 
Scharen von imaginären geraden Linien auf der Kugel entsprechen die 
beiden verschiedenen Arten von Bündeln paralleler Pfeile. 

Die letzten Bemerkungen lassen in unserem Satze IV eine Weiter- 
bildung eines bekannten, von Herrn F. Klein augegebenen und mehr- 
fach verwendeten Verfahrens erkennen. Sie führen zugleich zu einer 
anderen Begründung des Satzes IV selbst. Man ziehe durch den ab- 
zubildenden imaginären Punkt der vorgelegten Kugel eine Erzeugende 
„erster Art" dieser Fläche; der reelle Punkt dieser Geraden ist der 
Endpunkt des zu suchenden Pfeils. Man ziehe sodann durch jenen 
Punkt eine Erzeugende zweiter Art, bringe diese mit der unendlich 
fernen Ebene zum Schnitt und lege durch den Schnittpunkt wieder 
eine Erzeugende erster Art. Der reelle Punkt dieser zweiten Geraden 
ist der Anfangspunkt des zu konstruierenden Pfeils. 

Um die Art der Anwendung unseres Satzes IV deutlich zu machen, 
fügen wir noch folgendes hinzu. Zwei eigentliche Pfeile bilden, auch 
wenn sie sich nicht schneiden, mit einander einen bis aufs Vorzeichen 
und mod2?r bestimmten Winkel , dessen Vorzeichen von der Reihen- 
folge der beiden Pfeile und von der Richtung abhängt, die man ihrer 
gemeinsamen Normale beigelegt hat. Aufser diesem Winkel, der dem 
(Nicht-Euklidischen) Winkel der beiden Ebenen gleich ist, die die ge- 
gebenen Pfeile mit ihrer gemeinsamen Normale verbinden, haben sie 
einen gewissen Abstand, nämlich den Abstand der Fufspunkte jener 
Normale, wobei das Vorzeichen von denselben Festsetzungen abhängt. 
Aus beiden Gröfsen bilden wir nun den Begriff des dualen Winkels 
beider Pfeile. Darunter verstehen wir den zuerst genannten Winkel, 
vermehrt um das i = ]/ — 1 -fache des Abstandes. Setzen wir dann 
noch den Radius unserer Kugel gleich der Einheit, so gilt der Satz: 

Der duale Winkel zweier Pfeile ist gleich dem sphärischen Abstand 
der entsprechetiden reellen oder imaginären Kugelpunkte. 

Die Vieldeutigkeit der beiden einander zugeordneten Gröfsen ist 
natürlich dieselbe. • 
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Dafs man daraufhin die ganze sphärische Geometrie im imaginären 
Gebiet reell interpretieren kann, versteht sich von selbst. Eine un- 
mittelbare Folgerung bildet z. B. ein von Herrn Fr. Schilling auf- 
gestellter Satz, wonach sich die Formeln der sphärischen Trigono- 
metrie bei Annahme komplexer Argumente im hyperbolischen Räume 
deuten lassen. 1 ) 

Eine andere Anwendung unseres Satzes IV bildet die Bestimmung 
aller Transformationen der Pfeile, die „zyklische" Kongruenzen in 
ebensolche überführen. Eine zyklische Kongruenz ist das Bild eines 
reellen oder imaginären Kreises. Wie dieser im allgemeinen durch 
Rotation um einen Punkt entsteht, so. wird die zyklische Kongruenz 
durch Schraubung eines Pfeiles um einen anderen erzeugt. Ausgenommen 
sind die reduzibelen zyklischen Kongruenzen, Paare von ungleichartigen 
Bündeln paralleler Pfeile (s. oben), und die Kongruenz der uneigent- 
lichen Pfeile, die ebenfalls als zyklisch angesehen werden mufs. 

Die fraglichen Transformationen bilden eine zwölf gliedr ige Gruppe 
mit vier verschiedenen Scharen von Transformationen, deren zwei durch 
unsere Abbildung aus den reellen und imaginären Möbiusschen Kreis- 
verwandtschaften hervorgehen. Die kontinuierliche Untergruppe dieser 
Gruppe wird erhalten, wenn man die Anfangs- und Endpunkte aller 
Pfeile durch zwei von einander unabhängige eigentliche Kreisverwandt- 
schaften transformiert. 

Mit der durch den Satz IV gegebenen Abbildung der imaginären 
Punkte einer Kugel auf die Pfeile im hyperbolischen Räume darf nicht 
verwechselt werden eine andere, die man aus dem erwähnten Chasles- 
schen Ansatz herleiten kann, die aber noch einfacher dadurch gewonnen 
wird, dafs man jeden imaginären Punkt der Kugel durch die in be- 
stimmter Weise geordneten reellen Punkte der beiden zugehörigen Er- 
zeugenden der Kugel ersetzt. Beide Abbildungen gehen durch eine 
einfache involutorische Transformation in einander über. Die ver- 
schiedenen Bilder eines und desselben Punktes der Kugel sind nämlich 
Katheten eines der Kugel eingeschriebenen, im Sinne der Euklidischen 
Geometrie rechtwinkligen Dreiecks [dessen Hypotenuse ein Durch- 
messer der Kugel istj. Das Bild einer analytischen Kurve auf der Kugel 
wird jetzt, falls die Kurve sich nicht auf eine Erzeugende der Kugel 
reduziert, eine Pfeilkongruenz, die eine umigcnÜich-kon forme Abbildung 
der Kugel vermittelt; das Bild eines irreduzibelen Kreises wird z. B. 
die durch eine uneigentliche Kreisverwandtschaft bestimmte Kongruenz. 



1) Vgl. Math. Ann. Bd. 39 (1891) S. 598, und die Erweiterung des Ver- 
fassers, Abh. der K. Sächs. Ges. d. W. Bd. 20 (1893) S. 229. 
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Nimmt man an, dafs die Punkte der betrachteten Kurve paarweise 
konjugiert -imaginär sind, so wird die zugehörige konforme Abbildung 
involutorisch. Hat die Kurve überdies einen reellen Zug, so geht die 
Abbildung über in die von H. A. Schwarz behandelte konforme 
Spiegelung an einer reellen analytischen Kurve. 

Wir gehen nicht weiter auf den Gegenstand ein und bemerken 
nur noch, dafs auch die durch uneigentlich -konforme Abbildungen 
definierten Pfeilkongruenzen eine nähere Untersuchung verdienen im 
Sinne der Nicht-Euklidischen Geometrie sowohl als auch im Sinne 
der Theorie umfassenderer Gruppen, die man aus dem Abbildungs- 
verfahren selbst ableiten kann. 

IV. 

Beispiele für die Abbildung nicht-analytischer Mannigfaltigkeiten. 

Schlufsbetrachtung. 

Beschränkt man sich in der Geometrie der Strahlen und Pfeile 
auf synektische Figuren, d. h. solche, deren Eigenschaften nach Abbil- 
dung in die Ebene oder auf die Kugel durch analytische Gleichungen 
ausgedrückt werden können, so betrachtet man eine Gruppe geo- 
metrischer Sätze, der schon von selbst die Einfachheit und Geschlossen- 
heit innewohnt, die andere Gebiete der Geometrie erst durch Einführung 
imaginärer Elemente erlangen, eine Gruppe von Sätzen also, die der 
Einführung imaginärer Elemente nicht bedarf Indessen wird man den 
Kreis der zu untersuchenden Figuren von vorn herein weiter ziehen, 
und selbst in der genannten Beschränkung kann die Einführung ima- 
ginärer Elemente vorteilhaft sein, da andernfalls wichtige Thatsachen, 
z. B. die Eigenschaft der synektischen Kongruenzen als Translations- 
kongruenzen, sich der Beobachtung entziehen. Bei der Anwendimg 
auf die gewöhnliche Geometrie in zweifach ausgedehnten Mannigfaltig- 
keiten hat man dann natürlich bikomplexe Gröfsen zu benutzen. 

Betrachten wir, wie es auch im folgenden geschehen soll, nur 
reelle Figuren im Strahlenraume, so umfafst der damit umschriebene 
Kreis geometrischer Gebilde unter anderen die reelle hyperbolische 
Geometrie. Man wird allgemein fragen können, was für Figuren der 
ebenen Geometrie denn den reellen Figuren im Strahlenraume zugeordnet 
sind. Eine Frage dieser Art wird teilweise beantwortet durch den 
folgenden Satz: 

Unterwirft man die Mannigfaltigkeit der reellen Funkte einer Kugel 
oder einen geeigneten Teil dieser Mannigfaltigkeit, einer imaginären ana- 
lytischm eigentlich -flächentreuen Transformation, so ist das nadi dein 
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Satze IV herzustellende Bild der so entstandenen zweifach ausgedehnten 
nicJU-analytischen Mannigfaltigkeit eine analytisclie nicht-synektiscJie Nor- 
malenkongruenz im hyperbolischen Baume, oder ein Teil einer solchen. 

Ob auch der umgekehrte Satz richtig ist, ob man alle reellen 
nicht-synektischen Normalenkongruenzen auf diese Art findet, kann 
wohl nur auf Grund einer besonderen Untersuchung entschieden 
werden. Doch läfst sich soviel sagen, dafs eine Normalenkongruenz 
(sei sie nicht-synektisch oder synektisch) gegenüber dem Bilde der 
Gruppe der eigentlich-flächentreuen Transformationen jedenfalls keine 
absolute Invariante haben kann. 

Etwas näher wollen wir eingehen auf eine Gruppe von Sätzen, 
die sich an bekannte projektiv-geometrische Untersuchungen an- 
schliefsen lassen. 

Wir betrachten gewisse besondere Linienflächen, Kongruenzen und 
Komplexe, nehmen jedoch einen gegenüber der üblichen Auffassung 
verschiedenen Standpunkt ein. Wir werden nämlich immer nur auf 
den Teil einer solchen Mannigfaltigkeit achten, der in das Innere des 
hyperbolischen Raumes eindringt, und werden solche Punkte der ab- 
soluten Fläche selbst ebenfalls dazu rechnen, in denen diese von Linien 
der betrachteten Mannigfaltigkeit berührt wird. Die gemeinten Ge- 
bilde, die wir hiernach als Mannigfaltigkeiten von (reellen) Stralüen 
— nach unserer Definition des Wortes — auffassen, sind die (hier der 
Hauptaxen linearer Scharm von Gewinden (linearm Komplexen) im 
hyperbolisclwn Baume. *) 

Wir stellen zunächst eine längere Reihe geometrischer Sätze zu- 
sammen, die sich auf diese Gebilde beziehen. 

Die von den Hauptaxen eines Büschels nicht koaxialer linearer 
Komplexe gebildete stets reelle Linienfläche oder vielmehr den nicht 
aufserhalb der Kugel gelegenen Teil dieser Fläche, nennen wir eine 
Strahlmkette. 

Es giebt oo 7 solcher Ketten, deren jede aus Normalen eines 
Strahles, der Axe der Kette, besteht, und durch irgend drei von ein- 
ander verschiedene ihrer Strahlen, durch drei beliebige Normalen einer 
beliebigen Axe, eindeutig bestimmt ist. Sie werden durch die dual- 

1) Vgl. Sturm, Liniengeometrie I, wo indessen in der Hauptsache nur der 
Euklidische Raum berücksichtigt wird, und die dort (S. 175) angegebene, dem 
Verfasser leider grösstenteils unzugängliche Litteratur. 

Die Strahlenkette oder vielmehr die Linienfläche, von der jene ein Stück 
darstellt, ist im „allgemeinen" Falle vom vierten Grado; sie ist die sogenannte 
projektive Verallgemeinerung des vielfach untersuchten Cylindroids. Die Ketten- 
kongruenz hat im gleichen Sinne i. A. die Ordnung und Klasse 3, der Ketten- 
komplex ist quadratisch. 
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projektiven und anti-projektiven Transformationen unter einander ver- 
tauscht, und sie alle sind gegenüber den Transformationen dieser 
Gruppe mit einander äquivalent. Unter ihnen befinden sich insbesondere 
alle Umdrehungscylinder (Kegel mit uneigentlichem Scheitel), ferner 
alle Strahlenbüschel, die ihre Scheitel im Innern der absoluten Fläche 
haben, weiter jedes Paar von Strahlenbüscheln in zu einder senkrechten 
Ebenen, deren Scheitel in den aufserhalb der absoluten Fläche liegenden 
Polen dieser Ebenen befindlich sind 1 ), endlich jedes Strahlenbüschel 
mit uneigentlichem Scheitel. 

Zweitens betrachten wir die Kongruenz der Hauptaxen eines 
reellen Netzes (Bündels) linearer Komplexe (dessen Individuen sich 
niemals in oo 1 Büschel koaxialer Komplexe anordnen lassen). Eine 
solche Kongruenz kann aus allen Normalen eines einzelnen Strahles 
bestehen. Diese oo 4 Kongruenzen, die als Ausartungen der allgemeinen 
Kongruenzen der betrachteten Art angesehen werden können, schliefsen 
wir aus. Die übrigen wollen wir Kettenliongraenzen nennen. 

Es giebt o© 8 Kettenkongruenzen, und diese werden ebenfalls durch 
die dual- projektiven nnd anti - projektiven Transformationen transitiv 
unter einander vertauscht. Durch irgend vier Strahlen, deren keine 
drei dem Normalennetz eines Strahls angehören, geht eine einzige 
Kettenkongruenz. Mit dem Normalennetz eines Strahls hat eine 
solche Kongruenz im allgemeinen einen einzigen Strahl, mit den Nor- 
malennetzen von oo 2 der Kongruenz „adjungierten" Strahlen aber je 
eine ganze Strahlenkette geniein. Irgend zwei Strahlen der Kongruenz 
können durch eine einzige in der Kongruenz enthaltene Strahlenkette 
verbunden werden. Die Axen dieser oo 2 Strahlenketten bilden eine 
zweite Kettenkongruenz, die zu der ersten in umkehrbarer Beziehung 
steht, und die wir daher deren reziproke Kongruenz nennen können. 
Die gemeinsame Normale von irgend zwei Strahlen der einen Kon- 
gruenz ist ein Strahl der anderen Kongruenz. 2 ) Die Kettenkongruenz 
kann auch erklärt werden als Ort der gemeinsamen Normalen von 
Strahlen zweier Ketten, die einen Strahl gemein haben, und zwar sind 
oo 4 solche Erzeugungen möglich. Sie ist ferner der Ort der Doppel- 

1) Ein solches Paar von Strahlenbüscheln ist nach dem Gesagten hier als 
eine einzige algebraische (irreduzibele) Mannigfaltigkeit aufzufassen, deren beide 
Bestandteile in zwei uneigentlichen Strahlen zusammenhangen. 

2) Die gemeinsamen Normalen von je zwei gleichartigen Erzeugenden einer 
geradlinigen Fläche 2. Ordnung, die in das Innere der absoluten Fläche eindringt, 
liegen, von einigen Ausnahmefällen abgesehen, in einer Kettenkongruenz (ohne 
übrigens diese immer vollständig zu erfüllen). — Im Grenzfall des Euklidischen 
Raumes ergeben sich die analog definierten Transeersalenkongruenzen des Herrn 
E. Waeisch (Nova Acta Leopoldina, 1888, Bd. 52, Nr. 6). 
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demente in einer involutori sehen dualen Antikollineation, und sie be- 
stimmt umgekehrt eine solche. 

Eine Kettenkongruenz ist insbesondere jedes Strahlenbündel, das 
seinen Scheitel im Inneren der absoluten Fläche hat, ferner die Figur 
aller Strahlen in einer Ebene, verbunden mit der Figur aller 
Strahlen senkrecht zu dieser Ebene. 1 ) Dagegen ist ein Strahlen- 
bündel mit uneigentlichem Scheitel nach unserer Definition keine 
Kettenkongruenz. 

Drittens betrachten wir den Komplex der Hauptaxen eines 
reellen Gebüsches (eines linearen Systems vierter Stufe) linearer Kom- 
plexe, dessen Individuen sich nicht auf cc 2 Büschel koaxialer Kom- 
plexe verteilen lassen. Wir nennen einen solchen Komplex einen 
Kettenkomplex. 

Es giebt oo 7 Kettenkomplexe, und jeder von diesen ist zu einer 
bestimmten Strahlenkette, wie wir sagen wollen, reziprok. Er besteht 
nämlich aus den sämtlichen Normalen der Strahlen der Kette. Es 
folgt, dafs auch die Kettenkomplexe durch die dualen Projektivitäten 
und Antiprojektiv itäten transitiv unter einander vertauscht werden. 

Der Kettenkomplex enthält einen „singulären" Strahl, die Axe 
der reziproken Strahlenkette. Er selbst enthält drei verschiedene 
Arten von Strahlenketten, oo 4 Ketten erster Art sind bestimmt durch 
je zwei Strahlen des Komplexes, die nicht dem Normalennetz eines 
Strahles der reziproken Kette angehören, oo 4 Strahlenketten zweiter 
Art sind dagegen in je einem dieser Netze enthalten, enthalten aber 
ihrerseits nicht den singulären Strahl. Als Durchschnitt beider 
Mannigfaltigkeiten kann angesehen werden eine dritte, bestehend aus oo 3 
Ketten, deren jede bestimmt ist durch zwei Strahlen eines im Komplex 
enthaltenen Normalennetzes und durch den singulären Strahl des Komplexes. 

Der Kettenkomplex enthält ferner cc s Kettenkongruenzen, die 
alle den singulären Strahl des Komplexes mit einander gemein haben. 
Eine solche Kongruenz ist durch drei Strahlen des Komplexes bestimmt, 
von denen natürlich keiner der singuläre Strahl sein darf, und die 
auch nicht demselben Normalennetz angehören dürfen. 

Mit dem Normalennetz eines Strahles hat ein Kettenkomplex im 
allgemeinen eine Kette erster Art gemein; im besonderen Falle nur 
den singulären Strahl, oder endlich, das ganze Normalennetz gehört 
dem Komplex an. 

Die Mehrzahl dieser liniengeometrischen Sätze darf wahrschein- 
lich als neu betrachtet werden. Sie alle, und noch manche andere 



1) Auch diese Figur ist als ein [analytisches] Kontinuuin anzusehen. 
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der Art ergeben sich aber ohne weiteres aus einer bereits entwickelten 
Theorie 1 ) auf Grund unseres Satzes III und der folgenden einfachen 
Bemerkung: 

Jede Strahlenkette ist das Bild einer eindimensionalen (v. Ständi- 
schen) Kette der ebenen projektiven Geometrie, jede Kettenkongruenz das 
Bild einer zweidimensionalen und endlich jeder Kettenkomplex das Bild 
einer dreidimensionalen (sogenannten ausgearteten) Kette. 

Wir hätten übrigens auf diesen an sich interessanten Zusammen- 
hang gar nicht Bezug zu nehmen brauchen: die Begründung paralleler 
Satze geschieht thatsächlich durch dieselben Betrachtungen. 

Der gewöhnlichen projektiven Geometrie entziehen sich einige der 
ausgesprochenen Sätze der Natur der Sache nach, namentlich die In- 
varianz der reziproken Beziehungen 



Kettenkomplex 

Kettenkongruenz 

Strahlenkette 



Strahlenkette 
Kettenkongruenz 
Kettenkomplex 

gegenüber kontragredienten dual-projektiven Transformationen. 

Wir brechen hier diese Auseinandersetzungen ab, die sich noch viel 
weiter fortführen liefsen, um zum Schlufs nochmals die Euklidische 
Geometrie zu betrachten. 

Anwendungen auf Euklidische Geometrie, solche, die auch für 
den eingangs erwähnten Empiriker von Interesse sein dürften, werden 
sich von den geschilderten Beziehungen in verschiedener Weise machen 
lassen. 

Es enthält z. B. der in § 2 aufgestellte Satz, wonach zwischen 
(nicht -synektischen) Normalenkongruenzen im elliptischen Raum und 
der flächentreuen Abbildung zweier Kugeln ein Zusammenhang besteht, 
unmittelbar eine Methode zur Integration der Differentialgleichung, von 
der die flächentreue Abbildung abhängt. Der darin liegende Zusammen- 
hang zwischen Krümmungslinien imd isometrischen Kurven der Ab- 
bildung wird sich nach beiden Seiten hin fruchtbar erweisen. Man 
kann ferner, wie bekannt, die sphärische und "pseudo- sphärische Geo- 
metrie so im Euklidischen Räume darstellen, dafs der Begriff des 
Winkels sich mit dem gewöhnlichen Winkelbegriff deckt. Die geraden 
Linien erscheinen dann als Kreise, die eine Kugel im ersten Falle in 

1) Wir verweisen auf Untersuchungen über Ketten und allgemeinere Gebilde 
der Art, die C. Segre angestellt hat. (Un nuovo campo di ricerche geoinetriche, 
Atti dell' Aeademia delle Science di Torino, v. 25. 1890; vgl. auch Math. Ann. 
Bd. 40. 1892, S. 413 u. ff.) Die zweidimensionalen Ketten hatte zuvor schon 
C. Juel untersucht (Acta Math. v. 14. 1890). Diese wertvollen Arbeiten scheinen 
bis jetzt gar keine Beachtung gefunden zu haben. 



Digitized by Google 



Über Nicht -Euklidische und Linien -Geometrie. 



339 



Durchmessern, im zweiten unter rechten Winkeln schneiden. Dreifache 
Orthogonalsysteme gehen bei dieser Abbildung in ebensolche über, und 
besondere Systeme der Art ergeben sich aus den Scharen paralleler 
Flächen im Nicht-Euklidischen Räume und ihren zu abwickelbaren 
Flächen angeordneten Normalenkongruenzen. Spezielle Orthogenalsysteme 
werden durch eigentlich-konforme Abbildung zwischen Stücken einer 
Kugel oder einer Ebene bestimmt. Diese Abbildungen, und also auch 
die zugehörigen Orthogonalsysteme, gehören, von einem Ausnahmefall 
abgesehen, paarweise zusammen; sie sind mit einer dritten, durch 
Differentiation zu bestimmenden, verbunden u. s. w. 

Andere Anwendungen ergeben sich aus dem eingangs besprochenen 
Grenzübergan er. 

Zum Beispiel wird sich der Satz über synektisch bezogene synek- 
tische Kongruenzen (§ 3) in allerdings nicht ganz so einfacher Form 
auch im Euklidischen Räume finden. An Stelle der synektischen Kon- 
gruenzen treten von Parallelenbündeln verschiedene Normalenkongruenzen 
abwickelbarer Flächen. Uberhaupt kann die in § 3 entwickelte Me- 
thode mit gewissen, übrigens nicht unwesentlichen Änderungen auch 
auf den Euklidischen Raum angewendet werden. 1 ) Es ergeben sich in 
diesem Zusammenhang auch neue, der Euklidischen Geometrie eigen- 
tümliche Probleme. Es wird z. B. die Gesamtheit aller Transformationen 
gerader Linien, die Normalenkongruenzen abwickelbarer Flächen unter 
einander vertauschen, nicht erschöpft durch die Gruppe, die den Grenz- 
fall unserer Gruppe der synektischen und antisynektischen Transfor- 
mationen bildet. Die fraglichen Transformationen bilden eine viel um- 
fassendere unendliche Gruppe, die sich übrigens durch explizite Formeln 
darstellen läfst, ebenso wie ihre Untergruppe, die aufserdem Normalen- 
kongruenzen allgemeiner Art in ebensolche überführt. 

Besonders bemerkensAvert erscheint uns die Mannigfaltigkeit von 
durch einfache geometrische Eigenschaften definierten endlichen und 
unendlichen Gruppen im Linienraume, die sich aus unseren Betrach- 
tungen ergeben haben. Die Liniengeometrie hat Raum für eine Fülle 
von geometrischen und analytischen Theorien, unter denen die Plücker- 
sche Liniengeometrie, die im Bereiche algebraischer Untersuchungen 
bisher die Alleinherrschaft behauptet hat, schliefslich nur eine ist. 2 ) 

1) Vgl. des Verfassers Geometrie der Pynamen, wo auch verwandte Unter- 
suchungen anderer angeführt werden. 

2) Auch die allgemeine projektive Gruppe im Räume von vier Dimensionen 
(eine Gruppe mit 24 Parametern) läfst sich im Linienraum in ziemlich ein- 
facher Weise abbilden. Man nehme ein allgemeines oder spezielles Gewinde be- 
liebig an. Irgend zwei diesem Gewinde nicht angehörige [und nicht polar zu- 
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Von dem Ausbau solcher Theorieen, zu deren einigen wir einen gang- 
baren Weg gezeigt haben, glaubt sich der Verfasser einen Fortschritt 
der Geometrie versprechen zu dürfen. 

Schiiefslich wollen wir anhangsweise noch auf einen Zusammenhang 
hinweisen, der zwischen einigen der von uns allerdings nur gestreiften 
Fragen und der Geometrie der Berührungstran sformationen besteht. 
Es gilt nämlich der auf ser ordentlich fruchtbare und besonders wegen 
seiner Beziehung zur geometrischen Optik wichtige Satz, dafs mit jeder 
Transformation gerader Linien, die Normalenkongruenzen in ebensolche 
überführt, eindeutig - umkehrbar eine Schar von oo 1 Berührungs- 
transformationen verbunden ist, die parallele Flächen in ebensolche 
verwandeln. 

geordnete] Gerade definieren dann eine einzige Fläche 2. Grades, die eine Schar 
von Erzeugenden in dem Gewinde hat. Die fragliche Gruppe enthält die Gesamt- 
heit aller Transformationen, die drei zur gleichen Fläche gehörige Gerade in 
ebensolche überführen. 

Indirekt ergeben sich aus der Liniengeometrie noch andere bemerkenswerte 
Gruppen. Man kommt z. B. zu einer solchen Gruppe in einer vierfach aus- 
gedehnten Mannigfaltigkeit, wenn man ausgeht von der (17-gliedrigen) Gruppe 
aller Transformationen des Euklidischen Baumes, die Normalenkongruenzen ge- 
rader Linien in ebensolche verwandeln, und dann als Rauraelement das Parallelen- 
büschel einführt. 

[Einige der im vorliegenden Aufsatz gemachten Andeutungen über Eu- 
klidische Geometrie hat der Verfasser inzwischen weiter ausgeführt. Vgl. die 
vorläufige Mitteilung „Ein neuer Zweig der Geometrie" Jahresbericht XI, S. 97 — 123. 
Nov. 1901. — Man vergleiche mit den vorausgehenden Ausführungen auch: Joh. 
Petersen, Geometrie des droites dans Tespaco non-euclidien. Kopenhagener 
Akademieberichte 1900, S. 306 ff.] 



Nachtrag zu dem Aufsatz: 
Über Nicht -Euklidische und Liniengeometrie. 

Von E. Study in Greifswald. 

Der in der genannten Arbeit angegebene Zusammenhang zwischen der 
Theorie der konformen Abbildung und den Flächen von der Krümmung Null 
im Nicht-Euklidischen Räume war zur Zeit der Veröffentlichung (März 1900) 
schon bekannt. Der gemeinte Satz findet sich, in etwas anderer Form und 
anders begründet, in der deutscheu Ausgabe der Vorlesungen über Differential- 
geometrie von L. Bianchi (Leipzig 1899), auf Seite 640. 

Wir benutzen diese Gelegenheit, um die daselbst dargelegte Ausdehnung 
der Gauss sehen Methode der sphärischen' Abbildung auf den Nicht- 
Euklidischen Raum durch eine weitere Anwendung zu erläutern. 
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Bekanntlich hat Gauss in den Disquisitiones generales drei verschiedene 
Ausdrücke für das Krüramungsraafs einer Fläche aufgestellt, deren jeder zur 
Definition dieser Gröfse benutzt werden kann. Das Krümmungsmafs erscheint 
einmal als Grenzwert des Verhältnisses zweier Flächenmafse, sodann als 
reciproker Wert des Produkts der Hauptkrümmungsradien, endlich wird es, 
als Biegungsinvariante, ausgedrückt durch die Koeffizienten der quadratischen 
Differentialform, die zur Darstellung des Bogenelementcs dient, und durch 
gewisse Ableitungen dieser Gröfsen nach den gewöhnlich mit w, v bezeichneten 
krummlinigen Koordinaten. 

Dafs die dritte dieser Definitionen sich unverändert auf den Nicht- 
Euklidischen Raum übertragen läfst, ist selbstverständlich. Dafs die so 
erklärte Gröfse sich dann ebenfalls durch die gehörig definierten Haupt- 
krümmungsradien ausdrücken läfst, hat Herr Bianchi nachgewiesen. Da- 
gegen fehlt, wie es scheint, bis jetzt noch ein Analogon zu der ersten und 
wohl ursprünglichen Gauss sehen Erklärung des Krümmungsmafses. Dieses 
Analogon wird nun, wie von vornherein zu vermuten, auch im Falle des 
Nicht-Euklidischen Raumes leicht geliefert durch die Methode der sphärischen 
Bilder. Da diese nur bei positiver Krümmung des Nicht-Euklidischen Raumes 
reell sind, so beziehen wir uns unmittelbar nur auf diese Annahme. Wir 
setzen überdies, der bequemeren Ausdrucksweise wegen, die genannte Krüm- 
mung gleich der positiven Einheit. Wir reden ferner nur von atialytisclien, 
und zwar der Kürze halber nur von reellen Flächen. 

Wir bringen zunächst die charakteristischen Eigenschaften der beiden 
sphärischen Bilder einer solchen Fläche in Erinnerung. Die Normale der 
Fläche in einem Punkt regulären Verhaltens wird orientiert, in einen „Speer" 
verwandelt, d. h. es wird ihr eine sogenannte positive Richtung beigelegt. 
Es werden sodann durch einen beliebig angenommenen Punkt (oder auch 
durch zwei verschiedene Punkte) links- und rechts-parataktisch zur Normale 
zwei Speere gelegt, und diesen werden, wie a. a. 0. näher beschrieben, 
Punkte zweier Kugeln vom Radius Eins (im Euklidischen Räume) zugeordnet. 
Damit wird die Normalenkongruenz der Fläche, und also auch die (orien- 
tierte) Fläche selbst auf eine Schar von oo~ Punktepaaren der beiden Kugeln 
abgebildet. Diese erfüllen entweder (nämlich bei den Flächen von der 
Kriimmung Null) zwei analytische Kurven, oder sie vermitteln eine eigent- 
lich-flächentreue Abbildung der beiden Kugeln. Weitere spezielle Eigen- 
schaften haben die sphärischen Bilder nicht: Jedes Kurvenpaar und jede 
analytische eigentlich -flächentreue Abbildung der beiden Kugeln bestimmt 
eindeutig eine Schar paralleler Flächen im Nicht - Euklidischen Räume (die 
leicht durch eine Quadratur bestimmt werden kann); wobei es natürlich 
nicht ausgeschlossen ist, dai's statt einer Fläche der Schar eine Kurve oder 
ein Punkt erscheint. Der Charakter der benutzten Abbildung wird nicht 
beeinflufst von der Auswahl der zur Konstruktion verwendeten Hülfs- 
punkte. 

Man denke sich nun , in einer passend gewählten Umgebung eines 
Punktes, in dem die zu betrachtende Fläche sich regulär verhält, ein Flächen- 
stück vom Inhalte F t abgegrenzt (dessen Vorzeichen durch die positive 
Richtung der Flächennormale bestimmt ist). Dadurch wird, vermöge der 
Zuordnung durch gemeinsame Normalen, zugleich ein entsprechendes Flächen- 
stück auf jeder Parallelfläche der gegebenen erklärt, insbesondere ein Flächen- 
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stück von einem gewissen Inhalte F s auf der Fläche, die von der gegebenen 

'Tt 

den Abstand hat, mithin zu ihr absolut-korrelativ ist. 

Wenn man nun die gegebene Fläche verbiegt, so beftält nicld nur, wie 
selbstverständlich, das Fläclienmafs F x , sondern auch das Ftächenmafs F t 
seinen Wert unverändert bei. 

Ferner ändert die Summe F x -f- F z üiren Wert nicht, wenn man beide 

FläcJien, unter Erhaltung ihres Abstandes ^ , in der ScJiar paralleler Flächen 
verschiebt. 

Diese Summe mißt überdies den Flächeninhalt eines jeden der beiden 
sphärischen Bilder, die zu der Schar paralleler Flächen (oder zu deren gemein- 
samer Normalenkongrucnz) gehören. 

Endlich werden die Krümmungsma/'se der betrachteten zu einander absolut- 
korrelativen FläcJien in irgend einem Pajr zusammengehöriger Punkte, also 
die Krümmungen der sogenannten ersten und dritten zur gegebenen FläcJie 
gehörigen quadratischen Differential form, dargestellt durch die beiden Grenzwerte 

Km£J3, lim 

Wie man sieht, läfst sich auch der Begriff der Gesamtkrümmung eines 
Flächenstücks (mit den zugehörigen Folgerungen über geodätische Polygone) 
unverändert auf den Nicht-Euklidischen Raum übertragen. 

Der Verfasser denkt auf Eigenschaften der sphärischen Bilder in einer 
in Vorbereitung begriffenen Arbeit näher einzugehen. Bei geeigneter ana- 
lytischer Darstellung der sogenannten Vereine von Flächenelementen lassen 
sich die Grundlagen der Differentialgeometrie der Kurven und Flächen auf 
einen gemeinsamen Ausdruck bringen. Die der Lieschen Kugelgeometrie 
zu Grunde liegenden Gedanken lassen sich präziser fassen und in der Rich- 
tung der Mafsgeometrie weiter entwickeln. Der Verfasser ist auf diesem 
Wege u. a. zu der Einsicht gelangt, dafs die quadratischen Differentialformen, 
die nach dem von Herrn Bianchi auf den Nicht-Euklidischen Raum über- 
tragenen Fundamentalsatze der Flächentheorie die Flächen ihrer Gestalt 
nach charakterisieren, auf eine im wesentlichen bestimmte Art durch lineare 
Differentialformen ausgedrückt werden können. Die Koeffizienten dieser in 
den gewöhnlich betrachteten Fällen übrigens stets imaginären Formen sind 
durch Gleichungen verbunden, die eine in gewissem Sinne einfachere Struktur 
haben als die nach Gauss und Codazzi benannten Gleichungen. Es darf 
wohl um so mehr als eine lohnende Aufgabe betrachtet werden, die all- 
gemeine Theorie der Flächen von dem bezeichneten neuen Ausgangspunkte 
her zu entwickeln, als sich dabei Gelegenheit zur Ableitung mancher 
neuer Sätze bietet, deren einen wir hier mitgeteilt haben. Eine entsprechende 
Theorie ist übrigens auch im Grenzfalle des Euklidischen Raumes möglich. 

Greifswald, 10/5. 1902. 
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Die synthetische Geometrie im Altertum und in der Neuzeit. *) 

Von Th. Reye in Strafsburg. 

Hochansehnliche Versanimlung ! 
Commilitonen! 

Nicht ohne Bedenken entnehme ich, einem akademischen Brauche 
gemäfs, das Thema zu meiner heutigen Antrittsrede meiner Fachwissen- 
schaft, der Mathematik. Mit vollem Rechte gilt ja die Mathematik für 
eine der strengsten und schwierigsten Wissenschaften; von der über- 
wiegenden Mehrzahl dieser festlichen Versammlung aber darf ich keines- 
wegs annehmen, dafs Sie seit Ihrer Schulzeit irgendwie mit mathe- 
matischen Studien sich befafst haben. Gleichwohl erbitte ich mir für 
einen Vergleich der synthetischen Geometrie des Altertums mit der- 
jenigen der Neuzeit Ihre Aufmerksamkeit; denn meine Fachwissenschaft 
steht mir viel zu hoch, als dafs ich gerade heute sie verleugnen könnte. 
Ich werde mich bemühen, den auffallenden Unterschied der antiken 
und der modernen Geometrie ohne grofsen gelehrten Apparat Ihnen 
darzulegen; fürchten Sie also nicht, dafs ich andere als ganz elementare 
mathematische Kenntnisse hier voraussetzen werde. 

Erst seit wenigen Jahrzehnten hat die neue synthetische Geometrie 
sich zu gleichem Range mit der antiken emporgehoben; die grofsen 
Forscher, denen sie ihren reichen Inhalt und ihren ebenso einfachen 
wie stolzen Aufbau vorzugsweise verdankt, wie Poncelet, Jacob Steiner, 
Möbius, Chasles, von Staudt, sie alle waren unsere Zeitgenossen. 
Andererseits ragt die antike Geometrie mächtig in die Gegenwart herein, 
und noch heute werden die Elemente der Planimetrie und der Stereo- 
metrie an den Gymnasien und Realschulen nicht viel anders gelehrt, 
als wie sie durch die Schriften des Euklid und des Archimedes uns 
überliefert wurden. Die Forderung einer Befruchtung und Neubelebung 
des geometrischen Schulunterrichtes durch Einführung der neueren 
Methoden macht sich immer häufiger und dringender geltend; deshalb 
dürfte ein Vergleich des älteren und des jüngeren Zweiges der Wissen- 
schaft nicht unzeitgemäß sein. 

Wohl verdient es die Geometrie, dafs Sie ihr diese kurze Stunde 
schenken. Ist sie doch nächst der Astronomie 2 ) die erste und älteste 

1) Rede, gehalten am 1. Mai 1886 beim Antritt des Rektorats der K. W. Uni- 
versität Strafsburg. (Strafsburg, Heitz und Mündel.) 

2) Ich denke hier nur an die Anfänge der Astronomie, welche zu der Berechnung 
und Einteilung des Jahres und zu der Aufstellung des Kalenders geführt haben. 
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exakte Wissenschaft! denn festbegründet steht sie seit mehr als zwei 
Jahrtausenden da als ein herrliches Denkmal hellenischen Geistes. 
Manche humanistischen Wissenschaften, wie die klassische Philologie, 
die Archäologie, die Wissenschaft des römischen Rechts, schöpfen aus 
dem Altertume hauptsächlich ihren Stoff, ihr reiches Material; als 
Wissenschaften im heutigen Sinne gehören sie wesentlich der Neuzeit 
an. Die ältere Geometrie dagegen, und sie allein von allen Wissen- 
schaften, verdankt der antiken Welt gerade ihren wissenschaftlichen 
Ausbau und ihre streng logische Form; ihre Grundlinien sind gegen- 
wärtig im Ganzen noch so, wie die Griechen sie vorgezeichnet haben. 
Unbestritten ist die Geometrie eines der wichtigsten Mittel zur geistigen 
Ausbildung der Jugend; dafs selbst die einseitigsten Philologen dieses 
nicht zu bestreiten wagen, das danken wir Mathematiker der Autorität 
des Piaton, über dessen Hörsaal nach alten Berichten die Inschrift 
stand: Mr^delg dyEo^etQrftog eloiTco (Keiner trete ohne Kenntnis der 
Geometrie herein!). 

Und dann, welch' eminent praktische Bedeutung hat zugleich die 
Geometrie! Sie hat uns gelehrt, wie schon ihr Name besagt, das Land, 
die Erde auszumessen; mit ihrer Hülfe bestimmen wir die scheinbaren 
und wirklichen Bewegungen von Sonne, Mond und Planeten, berechnen 
wir die Gröfse dieser Himmelskörper, ermitteln wir sogar die ungeheuren 
Entfernungen von Fixsternen; ohne sie wird heutzutage kein gröfseres 
Bauwerk entworfen, keine Landstrafse oder Eisenbahn angelegt, keine 
Maschine konstruiert. Im Bunde mit der Astronomie offenbart sie dem 
Schiffer auf weitem Ozean und dem Entdeckungsreisenden im Herzen 
Afrikas oder Australiens die geographische Länge und Breite und zeigt 
ihm den Weg zum Ziele. Kein Zweig der Naturwissenschaften, kein 
Gebiet der Technik kann die Geometrie entbehren, und häufiger als 
man denkt sind ihre Anwendungen im täglichen Leben. 

Das erste Material für die spätere Geometrie stammt unzweifelhaft 
aus Ägypten, dem Lande der uralten Pyramiden und der grofsartigen 
Kanal- und Schleusenbauten. ') Aber erst die Griechen haben, von 
Thaies und Pythagoras an, dieses Material allmählich vervollständigt 
und zu einer Wissenschaft ausgebildet. Ihnen allein verdanken wir die 
antike Geometrie; dagegen fehlt den Römern für die Mathematik über- 
haupt jegliches Verständnis und Interesse. 

Die modernen Kulturvölker stehen demnach in der synthetischen 
Geometrie, wie in so vielen Zweigen der Kunst und Wissenschaft, 

1) Vgl. hierüber das vortreffliche Buch Brettschneiders, die Geometrie und 
die Geouieter vor Euklides, Leipzig 1H70. 
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durchaus auf den Schultern der alten Griechen, und dennoch haben sie, 
voran die Deutschen und Franzosen, in unserm Jahrhundert eine von 
der antiken wesentlich verschiedene Geometrie geschaffen. Worin be- 
steht dieser Unterschied? Besteht er etwa in dem grösseren Reichtume 
des Inhaltes der neueren Geometrie? — Allerdings ist ihr Stoff in das 
Unbegrenzte gewachsen, wir besitzen gegenwärtig Methoden, um immer 
neue und wieder neue Flächen, Linien und andere Raumgebilde hervor- 
zubringen und ihre mannigfaltigen Eigenschaften zu untersuchen, und 
die Entdeckung neuer Kurven bietet nicht mehr, wie im Altertume 
die Entdeckung der Spirale, der Kegelschnitte, der Quadratix, der 
Konchoide, ein besonderes Interesse. Gleichwohl unterscheidet sich die 
neuere synthetische Geometrie von ihrer älteren Schwester nicht so 
sehr durch die gröfsere Fülle des Inhaltes, als vielmehr durch ihre 
allgemeinereu Gesichtspunkte, durch die ihr eigentümlichen Forschungs- 
niethoden und durch das höhere Ziel, das sie sich gesetzt hat. Die 
nähere Erörterung dieses Unterschiedes bietet, wie ich glaube, nicht 
nur für den Mathematiker, sondern für jeden Gebildeten einiges Inter- 
esse. Suchen wir zunächst das Charakteristische der antiken Geometrie 
uns zu vergegenwärtigen! 

Die Grundlage der Geometrie und insbesondere des geometrischen 
Unterrichtes bilden seit 22 Jahrhunderten die Elemente Euklids, 
des grofsen Geoineters von Alexandrien; ihr Inhalt ist uns allen von 
der Schulzeit her im wesentlichen bekannt. Auf wenige Definitionen 
und Grundsätze gestützt baut sich in ihnen systematisch und streng 
logisch die Raumwissenschaft auf, in einfachen, wenn auch etwas starren 
Formen. Die Sätze von der Kongruenz der Dreiecke, von den Parallelen, 
von der Gleichheit der Figuren, vom Kreise, von der Ähnlichkeit u. s. w. 
folgen nebst einfachen Anwendungen so auf einander, dafs jeder Satz 
auf die vorhergehenden sich stützt und in ihnen seine Begründung 
findet; der Schüler bekommt daher alsbald den Eindruck, eine wesent- 
lich andere Anordnung der Planimetrie und analog der Stereometrie 
sei überhaupt unmöglich. Dieser Eindruck wird noch verstärkt durch 
den Umstand, dafs alle Definitionen, Lehrsätze und Aufgaben bei 
Euklid, wie überhaupt bei den griechischen Mathematikern, als etwas 
von vorn herein Gegebenes erscheinen; wie man zu ihnen gelangt ist, 
wird nirgends gesagt. Unvermittelt tritt jeder einzelne Lehrsatz auf; 
regelmäfsig wird er sodann zweimal wiederholt, zuerst mit Bezug auf die 
zugehörige Figur und dann, nachdem sein strenger, etwas pedantischer 
Beweis geführt ist, nochmals mit dem Schlüsse, dafs er also richtig sei. 

Die Darstellung wird dadurch schwerfällig und unbeholfen. Nur 
zu leicht erscheint die Euklidische Geometrie dem Schüler als ab- 

Jahresboricbt d. Deutschen Mathem.-Vereinigung. XI. lieft 8 u. 9. 23 
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geschlossen und in sich vollendet, keiner Weiterbildung fähig, und sie 
ist in der That wenig anregend. Mit liecht sucht man diese Mängel 
in den neueren Lehrbüchern der Elementargeometrie möglichst zu ver- 
meiden und insbesondere durch zahlreiche Konstruktionsaufgaben die 
Jugend zu schöpferischer Thätigkeit anzuregen. Aber noch heute 
gelten die Elemente Euklids mit gutem Grunde als die vorzüglichste Schule 
der Logik und als bewundernswürdiges Vorbild geometrischer Strenge. 

Bald nach Euklid macht die antike Geometrie ihre bedeutendsten 
Fortschritte durch Archimedes und Apollonius (225 v. Chr.). Wir erinnern 
nur an das bekannte Exhaustionsverfahren des Archimedes, an seine 
Berechnung der Kugelzonen und Parabelabschnitte und an seine Spiralen, 
sodann an die acht Kegelschnittbücher des Apollonius und seine Be- 
rührungsprobleme für Kreise. Auch die Form der Darstellung wird, 
namentlich bei Archimedes, eine freiere, leichtere. Aber wie bei allen 
griechischen Mathematikern, so bleibt uns auch bei diesen schöpferischen 
Geistern ersten Ranges der Weg verborgen, auf welchem sie zu ihren 
aufserordentlichen Entdeckungen gelangt sind. Sie verschweigen ihre 
leitenden Gedanken, sie verwischen nicht selten den inneren Zusammen- 
hang ihrer Sätze, sie reihen die Ergebnisse ihrer Forschungen an ein- 
ander, nicht wie sie gefunden sind, sondern wie sie am leichtesten 
bewiesen werden können, und ihr Bestreben ist wesentlich nur darauf ge- 
richtet, durch strenge Logik die Anerkennung ihrer Theoreme zu erzwingen. 

Freilich ist der Weg des Entdeckers, wie überall sonst, so auch 
in der Mathematik fast nie der einfachste und kürzeste, und wer 
anderen seine Entdeckungen mitteilen will, pflegt heute so gut wie 
vor 2000 Jahren dem nächsten Wege den Vorzug zu geben. Dabei 
aber legen unsere heutigen Wissenschaften auf die Ausbildung und 
Überlieferung fruchtbarer Methoden der Forschung vielfach gröfseren 
Wert als auf ihre einzelne Ergebnisse, und gerade solche Methoden 
vermissen wir in den Schriften des Altertums nur zu sehr. 

Die geometrischen Probleme und Sätze der Griechen beziehen sich 
allemal auf bestimmte, oft recht komplizierte Figuren. Nun können 
aber die Punkte und Linien einer solchen Figur häufig sehr ver- 
schiedene Lagen zu einander annehmen; jeder dieser möglichen Fälle 
wird alsdann für sich besonders erörtert. Dagegen lassen die heutigen 
Mathematiker ihre Figuren aus einander entstehen und sind gewohnt, 
sie als veränderlich zu betrachten; sie vereinigen so die speziellen 
Fälle und fassen sie möglichst zusammen unter Benutzung auch nega- 
tiver und imaginärer Gröfsen. Das Problem z. B., welches Apollonius 
in seinen zwei Büchern de sectione rationis behandelt, löst man heut- 
zutage durch eine einzige, allgemein anwendbare Konstruktion; Apollonius 
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selber dagegen zerlegt es in mehr als 80 nnr durch die Lage ver- 
schiedene Fälle. So opfert, wie Hermann Hankel treffend bemerkt, die 
antike Geometrie einer scheinbaren Einfachheit die wahre, in der Ein- 
heit der Prinzipien bestehende; sie erreicht eine triviale sinnliche 
Anschaulichkeit auf Kosten der Erkenntnis vom Zusammenhang geo- 
metrischer Gestalten in allem Wechsel und in aller Veränderlichkeit 
ihrer sinnlich vorstellbaren Lage. 

Die Geometrie des Alterturas ist speziell, sie läfst allgemeine Prinzipien 
und Korschungsmethoden vermissen, und an das Vorstellungsvermögen 
oder die Gabe der räumlichen Anschauung stellt sie sehr geringe An- 
forderungen. Die neuere synthetische Geometrie dagegen sucht stets die 
Fülle ihrer Wahrheiten unter allgemeinen Gesichtspunkten zu ver- 
einigen; sie hat nicht, wie die Griechische, blofise Beweismethoden aus- 
gebildet, sondern auch Methoden der Forschung, welche ihre Jünger 
in den Stand setzen, neue Wahrheiten selbständig zu entdecken; sie 
stützt sich endlich ganz wesentlich auf die Anschauung. 

Die moderne Geometrie ist keineswegs weniger streng als die 
antike, sie legt vielmehr auf unumstöfsliche Beweise das gleiche Ge- 
wicht wie diese. Aber sie beschränkt sich nicht wie die Griechische 
darauf, die Eigenschaften der Raumgebilde klar darzulegen und sicher 
zu begründen, sondern ihr eigentliches Ziel ist, den inneren Zusammen- 
hang dieser Eigenschaften aufzudecken und, wie Jacob Steiner im Titel 
seines Hauptwerkes sich ausdrückt, „die Abhängigkeit geometrischer 
Gestalten von einander systematisch zu entwickeln." Um Ihnen dieses 
höhere Ziel und die Wege, auf denen man es zu erreichen sucht, 
deutlicher zu zeigen, will ich Ihnen einen näheren Einblick in die 
neuere synthetische Geometrie zu verschaffen suchen, und Sie ins- 
besondere mit gewissen, elementar darstellbaren Methoden derselben 
bekannt machen. 

Die Ellipsen, Parabeln und Hyperbeln wurden seit ihrer Entdeckung 
durch Menaechmus um 350 v. Chr. von den Alten stets als Schnitte gerader 
oder schiefer Kreiskegel aufgefafst; die Kegel selbst aber blieben ihren 
darauf bezüglichen Untersuchungen fast gänzlich fremd. Der räum- 
lichen Anschauung nur das Nötigste zumutend, gingen nämlich die 
Griechen alsbald über zu der ausschliefslichen Betrachtung der Kegel- 
schnitte in ihren Ebenen. Apollonius insbesondere leitet mittelst Pro- 
portionen am Kegel selbst nur diejenigen Eigenschaften der Ellipsen, 
Parabeln und Hyperbeln ab, welche wir heute als die verallgemeinerten 
Scheitelgleichungen dieser Kurven bezeichnen 1 ); im übrigen stützt sich 



1) Apollonii conicorum üb. I, prop. X-XTV. 
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seine Theorie der Kegelschnitte lediglich auf diese Gleichungen. Erst 
unser 19. Jahrhundert hat eine wichtige , auf die Anschauung sich 
gründende Methode ausgebildet, durch welche eine Reihe fundamentaler 
Eigenschaften unmittelbar aus der Entstehungsart der Kegelschnitte 
abgeleitet und vom Kreise auf sie und die Kegel übertragen werden 
können. 

Diese Methode der zentralen Projektion verdanken wir vornehmlich 
einem Sohne unseres Reichslandes, dem 1 788 inMetz geborenen französischen 
Generai Poncelet. Durch Monge, den genialen Vervollkommner der deskrip- 
tiven Geometrie, zu geometrischen Forschungen neuer Art angeregt, fand 
Poncelet 1813 in der russischen Gefangenschaft die unfreiwillige Mufse, 
sie weiter zu verfolgen. Vielleicht war es ein Glück für uns, dafs er, 
von allen wissenschaftlichen Hülfsmitteln entblöfst, im fernen Saratoff 
auch dem unmittelbaren Einflüsse der antiken Geometrie entrückt war. 
— Doch lassen Sie mich versuchen, seine „Methode des Projizierens 
und Schneidens", wie sie jetzt gewöhnlich genannt wird, Ihnen in 
Kürze darzulegen 1 ). 

Wird irgend ein Gegenstand, etwa ein Gebäude, von einem Punkte 
aus, den ich kurzweg das Auge nennen will, betrachtet, so wirft jeder 
sichtbare Punkt des Gebäudes einen Strahl oder Schein in das Auge, 
den sogenannten Projektionsstrahl. Der Schein des ganzen Gebäudes 
setzt sich also aus vielen Strahlen zusammen, von denen jeder einen 
oder mehr als einen Punkt vom Auge aus „projiziert". Liegt eine An- 
zahl von Punkten in einer nicht durch das Auge gehenden geraden 
Linie, so liegen ihre Projektionsstrahlen alle in der Ebene, welche die 
Gerade mit dem Auge verbindet; jede solche Gerade wird also vom 
Auge aus durch eine Ebene projiziert. Ebenso wird eine krumme 
Linie im allgemeinen durch eine konische Fläche projiziert, und ins- 
besondere ein Kreis durch eine KreiskegeLfläche. 

Den Schein eines Gebäudes können wir nun durch eine Ebene, 
etwa durch diejenige einer Glasscheibe, auffangen oder „schneiden", 
indem wir jeden Projektionsstrahl in einem Punkte und jede proji- 
zierende Ebene in einer Geraden schneiden. Wir erhalten auf diese 
Weise in der Ebene ein perspektivisches Bild, eine „Projektion" des 
Gebäudes; dieses Bild aber sendet offenbar denselben Schein in das 
Auge wie das Gebäude selbst und ist deshalb vorzüglich geeignet, 
wenn es in den richtigen Linien und Farben ausgeführt ist, uns eine 
Vorstellung davon zu verschaffen. Die Photographien räumlicher Gegen- 
stände sind im wesentlichen solche perspektivische eb ene Bilder derselben. 

1) Poncelet stellt diese Methode an die Spitze seines 1822 veröffentlichten 
Tratte" des proprietes projectives des figures. 
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Die perspektivischen Ansichten der Architekten sind ebenso wie 
die bekannten Vogel- und Froschperspektiven nichts anderes als Zentral- 
projektionen; und alle in der darstellenden Geometrie üblichen Projek- 
tionsarten, insbesondere die Darstellungen von Gegenständen durch 
Grundrifs und Aufrifs, sind in der Zentralprojektion als Spezialfälle 
enthalten. 

Wie man mittelst dieser Methode durch blofse räumliche An- 
schauung wichtige Sätze finden und zugleich beweisen kann, möge ein 
einfaches Beispiel zeigen. Parallele Gerade werden vom Auge aus 
durch Ebenen projiziert, welche sich alle in einer Geraden schneiden,, 
nämlich in der durchs Auge geleerten Parallelen; von einer beliebigen 
Ebene aber werden diese projizierenden Ebenen in Geraden geschnitten, 
die alle durch einen Punkt, die Spur jener Schnittgeraden, gehen. Folg- 
lich müssen in perspektivischen Ansichten eines Gebäudes oder anderen 
Gegenstandes die Bilder paralleler Kanten alle nach einem Punkte, 
dem sog. Fluchtpunkte, zusammenlaufen, und nur in einem leicht an- 
gebbaren, besonderen Falle sind sie ebenfalls parallel. Wir haben da- 
mit beiläufig einen bekannten Hauptsatz der Zentralperspektive auf- 
gestellt und bewiesen. 

Vor allem aber lehrt uns die Methode des Projizierens und Schneidens, 
wie man aus einer Figur andere ableiten und zugleich gewisse Eigen- 
schaften der ersteren Figur auf diese anderen übertragen kann. So 
erhalten wir die Ellipsen, Parabeln imd Hyperbeln unmittelbar als Zentral- 
projektionen der Kreise, d. h. als ebene Schnittkurven von Kreiskegel- 
flächen. Und wenn beispielsweise vom Kreise feststeht, dafs die drei 
Hauptdiagonalen eines jeden ihm umschriebenen Sechseckes sich in 
einem Punkte schneiden, so gilt dieser Satz ohne weiteres auch von 
jedem beliebigen Kegelschnitte. Damit ist dann eine fundamentale 
Eigenschaft dieser so vielfach auftretenden Kurven durch jene Methode 
erwiesen. 

Die antike Geometrie beschäftigt sich fast ausschliefslich mit 
solchen Eigenschaften und Beziehungen der Raumgebilde, in denen das 
Mafs eine Rolle spielt. Ihre Sätze handeln im wesentlichen von der 
Kongruenz, Gleichheit und Ähnlichkeit, vom Inhalte der Figuren, von 
Proportionen geradliniger Strecken u. dgl. m.; nur ganz vereinzelt finden 
sich bei den Griechen sogenannte projektive Sätze, welche lediglich 
die gegenseitige Lage von Punkten, Linien und Flächen, nicht aber 
Mafsverhältnisse derselben betreffen. 

Die neuere Geometrie nun hat gerade den vom Mafse unabhängigen 
projektiven Eigenschaften der Raumgebilde besondere Aufmerksamkeit 
zugewendet, indem sie dieselben als die umfassenderen und wichtigeren 



Digitized by Google 



350 Tu. Rkye: 

erkannte. Sie wurde reich belohnt durch die Entdeckung des frucht- 
baren Prinzips der Dualität, welches die eine Hälfte dieser Eigen- 
schaften unmittelbar auf die andere zurückführt und dadurch ihr 
Studium aufserordentlich erleichtert. Durch dieses Prinzip wird näm- 
lich jedem nicht metrischen Satze, welcher von Punkten im Räume 
handelt, ein anderer gegenübergestellt, der ihn gewissermafsen ergänzt, 
indem er von Ebenen die reziproken Eigenschaften aussagt. Jeden 
der beiden Sätze kann man aus dem anderen ableiten, indem man die 
Ausdrücke Punkt und Ebene, Verbindungsgerade zweier Punkte und 
Schnittgerade zweier Ebenen, Projizieren aus Punkten und Schneiden 
durch Ebenen, u. 8. w. mit einander vertauscht. Anerkanntermafsen 
bietet die Geometrie nichts, was für den Anfänger anregender wäre, 
ihn mehr zum Selbstschaffen anspornte, als das Dualitäts-Prinzip. 
Um Ihnen dasselbe zum Bewufstsein zu bringen, brauche ich nur 
einige elementare, direkt darauf hinweisende Sätze einander gegenüber 
zu stellen, z. B.: 



Zwei Punkte bestimmen eine Ge- 
rade, nämlich ihre Verbindungslinie. 

Eine Gerade und ein nicht auf 
ihr liegender Punkt bestimmen 
eine Ebene. 

Drei Punkte, die nicht in einer 
Geraden liegen, bestimmen eine 
Ebene. 

Zwei Gerade, die einen Punkt 



Zwei Ebenen bestimmen eine 
Gerade, nämlich ihre Schnittlinie. 

Eine Gerade und eine nicht durch 
sie gehende Ebene bestimmen einen 
Punkt. 

Drei Ebenen, die nicht durch 
eine Gerade gehen, bestimmen 
einen Punkt. 

Zwei Gerade, die in einer 



gemein haben, liegen in einer Ebene liegen, haben einen Punkt 



Ebene. 



gemein. 



Zu diesen dualen Sätzen ist jedoch zu bemerken, dafs ein Punkt, 
und ebenso eine gerade Linie, unendlich weit wegrücken kann. 

Wio im Räume der Punkt und die Ebene, so stehen in der Ebene 
der Punkt und die Gerade einander dual gegenüber. Beispielsweise 
kann eine ebene Kurve aufgefal'st werden als stetige Aufeinanderfolge 
einerseits von Punkten, andererseits von (sie einhüllenden) Geraden 
oder Tangenten. 

Das Dualitätsprinzip ist in elementarer Weise zuerst von Gergonne 
begründet worden 1 ); doch hatte schon früher Poncelet nachgewiesen, 
dafs zu jedem Raumgebilde ein ihm dual gegenüberstehendes existiert. 
Die projektiven Eigenschaften des Gebildes können sofort, ohne 
dafs ein neuer Beweis erforderlich wäre, auf" dieses ihm gewisser- 

1) In Gergonne, Annales des maththnatiques, T. XVI, 1826. 
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mafsen entgegengesetzte Gebilde reziprok übertragen werden. So ist 
z. B. die vorhin erwähnte fundamentale Eigenschaft der einem Kegel- 
schnitte umschriebenen Sechsecke 180G von Brianchon entdeckt und 
bewiesen worden, indem er sie auf die schon 1639 von Pascal ent- 
deckte, duale Eigenschaft der eingeschriebenen Sechsecke zurückführte. 
In dem Dualismus der neueren Geometrie ist demnach eine fruchtbare, 
den Griechen unbekannte Forschungsmethode enthalten; duale räum- 
liche Gestalten aber werden gerade durch ihren Gegensatz in einen 
nahen, höchst merkwürdigen Zusammenhang gebracht. 

Die metrischen Relationen der Raumgebilde sind übrigens von 
den Neueren durchaus nicht vernachlässigt worden; vielmehr ist auch 
ihr Bereich in unserm Jahrhundert durch wichtige Resultate und neue 
Forschungsmethoden wesentlich erweitert worden. Für die Geometrie 
der Kreise und Kugeln insbesondere hat die Methode der Inversion 
oder der reziproken Radien grofse Bedeutung erlangt. Sie wurde fast 
gleichzeitig 1833 und 1834 von Magnus und Plücker als „ein neues 
Übertragungsprinzip" bekannt gemacht, und später von William 
Thomson und von Moebius aufs neue entdeckt; sie verdient wohl, 
dafs wir noch kurz bei ihr verweilen. 

Sei ein fester Punkt, ein Zentrum, gegeben; dann mögen je zwei 
Punkte, die mit dem Zentruni in einer Geraden liegen, „inverse Punkte" 
genannt werden, wenn das Produkt ihrer Abstände vom Zentrum einen 
gegebenen Wert hat. 1 ) Wenn von zwei inversen Punkten der eine dem 
Zentrum sich nähert, so entfernt sich demnach der andere vom Zentrum; 
durchläuft der eine irgend eine Kurve oder Fläche, so beschreibt der 
andere die inverse Kurve oder Fläche. Durch Inversion können also 
aus einer Fläche oder Kurve andere abgeleitet werden, die mit ihr ge- 
wisse Eigenschaften gemein haben. 

Ohne Schwierigkeit läfst sich beweison, dafs Kugeln und Kreise 
sich durch Inversion im allgemeinen wieder in Kugeln imd Kreise 
verwandeln; nur wenn sie durch das Zentrum gehen, verwandeln sie 
sich in Ebenen und Gerade, diese aber bilden mit einander dieselben 
Winkel wie sie. Daraus folgt, dafs überhaupt zwei Flächen oder Linien 
sich in ihren gemeinschaftlichen Punkten unter denselben Winkeln 
schneiden, wie die inversen Flächen oder Linien in den inversen 
Punkten. Durch Projektion aus dem Zentrum werden also inverse 
Flächen so auf einander abgebildet, dafs ihre inversen kleinsten Teile 
dieselben Winkel haben und folglich ähnlich sind. Wird z. B. eine 
Kugelfläche aus einem ihrer Punkte auf eine Ebene projiziert, die zur 

1) Dieses Produkt sei positiv oder negativ, je nachdem die beiden Punkte 
auf derselben Seite oder auf entgegengesetzten Seiten des Zentrums liegen. 
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Berührungsebene des Punktes parallel ist, so erhält man von ihr ein 
in den kleinsten Teilen ähnliches Bild; diese sog. „stereographische" 
Projektion der Kugel, welche übrigens schon dem Astronomen Hipparch 
(150 v. Chr.) bekannt war, wird deshalb in der Kartographie häufig 
benutzt. — Doch lassen Sie mich hier abbrechen; meine Absicht war 
ja, Ihnen von der Methode der Inversion, nicht aber von ihren zahl- 
reichen Anwendungen einen Begriff zu geben. 
Hochansehnliche Versammlung ! 

Das Bestreben, Ihnen einen Einblick in die neuere synthetische 
Geometrie zu verschaffen und so den Vergleich derselben mit der 
antiken Geometrie bis zu einer gowissen Stufe durchzuführen, hat mich 
vielleicht hie und da etwas schwerverständlich gemacht. Denn auch 
die elementarste Darstellung der Zentralperspektive, des Dualitäts- 
prinzipes und der Inversionsmethode nimmt das Vermögen der räum- 
lichen Anschauung in ungewohnter Weise in Anspruch. Dieser 
Schwierigkeit haben wir es vornehmlich zuzuschreiben, dal's die Kennt- 
nis der neueren synthetischen Geometrie in Deutschland noch wenig 
verbreitet ist, und dafs gar manche Mathematiker, besonders unter den 
älteren Gymnasiallehrern, nicht einmal mit ihren wichtigeren Methoden 
sich vortraut gemacht haben. Wer aber die Eigenschaften räumlicher 
Gebilde wirklich begreifen will, mufs früher oder später die Schwierig- 
keit überwinden, sich die Gebilde auch ohne Vcrsinnlichungsmittel räum- 
lich vorzustellen, er m u f s sein Anschauungsvermögen üben und kräftigen. 
Die neuere synthetische Geometrie ist offenbar als Bildungsmittel in 
dieser Hinsicht der antiken weit überlegen. 

Was bezweckt der geometrische, was überhaupt der höhere 
Schulunterricht? Die Aufgabe der Schule ist, die heranwachsende 
Jugend mit den Grundlagen unserer Gesittung und Bildung vertraut 
zu machen, ihre Geisteskräfte allseitig zu entwickeln und auszubilden 
und sie mit nützlichen Kenntnissen und Fertigkeiten für das Leben 
auszurüsten. Dafs die Kenntnis der neueren synthetischen Geometrie 
von grofsem Nutzen ist, dafs insbesondere die heutigen Projektions- 
methoden nicht allein für Techniker und Naturforscher, sondern für 
jeden Gebildeten von hohem Interesse sind, wird kein Kundiger be- 
streiten. Dem geometrischen Unterrichte aber fallt vor allem die Auf- 
gabe zu,, das Vorstellungsvermögen, die Gabe der räumlichen An- 
schauung in den Schülern zu wecken und zu kräftigen, sowie ihren 
Verstand durch logisches Denken und richtiges Schliefsen zu 
üben und zu schärfen. An den Figuren in der Ebene und an 
den einfachen Gestalten der Prismen, Pyramiden, Kegel, Cyliuder 
und Kugeln, auf welche der herkömmliche geometrische Unterricht 
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unserer Gymnasien sich beschränkt, kann sich aber das Anschauungs- 
vermögen nur mangelhaft ausbilden. Wie ganz anders wird es geübt 
und fortwährend in Anspruch genommen durch die Umwandlungs- 
methoden der neueren Geometrie, welche aus einem Rauingebilde un- 
zählige andere entstehen lassen und zugleich deren Eigenschaften uns 
offenbaren! Auf strenge Logik, wir wiederholen es, legt die neuere synthe- 
tische Geometrie denselben Wert wie die antike; sie ist aber mannigfaltiger, 
anregender, anschaulicher als diese, ist überhaupt reicher an Bildungs- 
elementen als die meisten übrigen Zweige der Elementarmathematik. 

Damit aber ist die Antwort auf die Frage gegeben, ob die neuere 
synthetische Geometrie in die höheren Schulen einzuführen ist oder 
nicht. Ihre Einführung ist unabweislich ; Bildungselemente, welche zu 
den besten und fruchtbarsten der elementaren Mathematik gehören, 
dürfen unserer Jugend nicht vorenthalten bleiben zu Gunsten anderer 
minderwertiger; durch Ausscheidung der letzteren können sie nach 
meiner Überzeugung ohne neue Belastung den Schülern der oberen 
Klassen zugänglich gemacht werden. 1 ) 

Lassen sie mich schliefsen mit den enthusiastischen Worten eines 
früh verstorbenen Mathematikers 2 ), der selber kein Synthetiker war! 

„Euklid hatte einst seinem Könige Ptolemäus, der, wie wir be- 
greifen, das mühsame Studium der „„Elemente"" abschreckend fand, 
mit dem ganzen Stolze eines Gelehrten erwidert: „„Es giebt keinen 
Königsweg zur Mathematik."" Wir aber können hinzufügen: die 
neuere Geometrie ist dieser Königsweg, sie hat „„den Organismus 
aufgedeckt, durch welchen die verschiedenartigsten Erscheinungen in 
der Kaum weit mit einander verbunden sind"" (Steiner], und hat, wie 
wir ohne Übertreibung sagen können, das Jdeal einer Wissenschaft 
beinahe erreicht." 



Zur Erwiderung des Herrn E. Gotting und zu einer 
Bemerkung des Herrn R. Fricke. 

1. Herr Göttin g bezeichnet auf Seite 250 Zeile 22 eine meiner Be- 
merkungen als „durchaus unrichtig", mein Ausdruck rühre „also wohl von 
mir selbst her 44 „und Herr Schüttler lehnt ihn ab". Dabei beruft sieh 

1) Ich teile durchaus die Ansieht, welche mein Freund Sturm noch als 
Gymnasiallehrer (in der Zeitschrift f. math. u. naturw. Unterricht, I, S. 476) geltend 
gemacht hat, dafa hei einem intensiveren geometrischen Unterrichte unzweifelhaft 
mehrere Kapitel der Algehra, wie die höheren Reihen, Kettcnhriiche, diophan- 
tischen Gleichungen, ohne Schaden aus dem Gymnasium auxucbeiden können. 

2) Hankel, Die Entwickelung der Mathematik in den letzten Jahrhunderten. 
Ein Vortrag. Tübingen 1809. 
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Herr G. auf den Auszug aus den Verhandlungen, den die Zeitschrift deut- 
scher Ingenieure bringt. Dieser Auszug enthält aber durchaus nicht Alles, 
was Herr Schüttler gesprochen hat. Der Vorwurf des Herrn G. ist daher 
ein ungerechter, und seine subjektiven Folgerungen fallen in sich zusammen. 
Ich halte meine Mitteilungen aufrecht und bin in der Lage zu beweiseD, 
dafs der betreffende Ausdruck gefallen ist. 

2. Herr R, Fricke bringt auf Seite 238 (Zeile 9 v. u. u. s. w.) 
Äufserungen über einen gewissen Mathematiker als Träger von Bestrebungen, 
„dio höhere Mathematik ganz von den Hochschulen zu verbannen, oder 
wenigstens u. s. w. Brieflich gesteht Herr F. zu, dafs er mich gemeint 
habe. Obwohl ich ihm durch Vorlegung der Originaldruckc bewiesen habe, 
dafs seine Behauptung eine unrichtige sei, lehnt er es doch ab, seine Worte 
zurückzunehmen. Ich mufs also selbst gegen die objektive Unwahrheit 
seiner Darstellung Protest erheben. 

Ebenso unrichtig ist die Behauptung: „Von technischer Seite wurde 
diesen Vorschlägen, wie es sich gebührte, gedient." Das Gegenteil fand 
statt. Mein Vorschlag, im ersten Halbjahre der Hochschule in gewisse 
technische Begriffe vorläufig elementar einzuführen und nach Absolvierung 
der Differential- und Integralrechnung in die eigentlich wissenschaft- 
liche Behandlung einzutreten, wurde im Bezirksverein a. d. Lenne ein- 
stimmig für unzureichend gehalten und aus dem halben wurde ein ganzes 
Jahr gemacht. Dem so ausgedehnten Vorschlage schlofs sich eine gröfsere 
Anzahl von Bezirksvereinen ebenso einstimmig an. Ich wurde „von der 
Technik" beauftragt, den Antrag in Cassel zu vertreten. Mehrere Redner 
aus der Reihe der praktischen Ingenieure traten ebenfalls für den An- 
trag begeistert ein. Ablehnend urteilte nur der Vorstand, der sich vorher 
über die einzunehmende Haltung geeinigt und zu ihr verpflichtet hatte. 
Eine ganze Reihe von Vorstandsmitgliedern wird dies bezeugen. Aus den 
Kreisen der Technik aber gingen zahlreiche Briefe an mich ein, welche die 
durch den Vorstand herbeigeführte Ablehnung bedauerten. Darunter be- 
fanden sich solche, die von hervorragenden Industriellen unseres Industrie- 
bezirks herrührten. Namen stehen zu Gebote. 

Hagen i. W., 1. Juni 1902. Dr. Holzmüller. 



Antwort. 

Auf die vorstehende Äufserung des Herrn Holzmüller habe ich folgendes 
zu erwidern: 

1. Die Organisation unserer technischen Hochschulen macht es not- 
wendig, dafs der mathematische Unterricht in der Hauptsache im ersten 
Studienjahre zum Abschlufs kommt. Nach dieser Zeit nehmen die weitere 
Ausbildung in der technischen Mechanik und die technischen Fachvorlesungen 
mit Recht fast die gesamte Kraft der Studierenden in Anspruch. So sind 
an der hiesigen Hochschule im ersten Semester der reinen Mathematik 
10 Stunden, im zweiten 8 Stunden gewidmet, und hieran schliefst sich für 
das dritte Semester nur noch eine 2 stündige, der Wiederholung und Er- 
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gänzung gewidmete Vorlesung. Soll nun das erste Studienjahr für die 
Elementarmathematik in Anspruch genommen werden, so bleibt für die 
höhere Mathematik kein Platz mehr, und damit ist sie von der Hochschule 
ausgeschieden. 

2. Wenn Herr H., wie er mir brieflich mitteilt, alle technischen 
Probleme, abgesehen von denjenigen, welche elliptische Funktionen be- 
nötigen, mit elementaren Mitteln zu behandeln imstande sei, so habe ich 
weder die Pflicht noch das Recht, an dieser Fähigkeit Kritik zu üben. 
Will aber Herr H. diese Methoden in das erste Studienjahr der Hochschule 
bringen, so protestiere ich. Die Folge würde sein, dafs 99 unter 100 Stu- 
dierenden den Kraftaufwand, den das Erlernen der höheren Mathematik 
erfordert, nicht mehr für nötig erachten werden. Sie erfahren hierdurch 
eine wesentliche Herabdrückung im Grade ihrer Ausbildung, und sie lernen 
die „einfachsten" mathematischen Hilfsmittel, welche bei den theoretischen 
Arbeiten des Technikers verwendbar sind, nicht mehr kennen. 

3. Herr H. ist vor die weitere Öffentlichkeit mit einem mehrbändigen 
Werke getreten, für welches er den Titel „Ingenieurmathematik" in An- 
spruch nimmt. Dies Werk dient gleichfalls der gänzlichen Ausschaltung 
der höheren Mathematik für die Zwecke des Ingenieurs. Gegenüber diesem 
Buche scheint mir Perrys „Höhere Analysis für Ingenieure' 4 ein nützliches 
Gegengewicht zu sein. Nach den vorstehenden Zeilen des Herrn H. gebe 
ich mich der angenehmen Hoffnung hin, dafs mir Herr H. beistimmt, wenn 
ich Perrys Mathematik als die wahre „Ingenieurmathematik" bezeichne. 

4. Der bekannte, von Herrn H. inspirierte Antrag des Bezirksvereins 
a. d. Lenne ist seitens des Vereins deutscher Ingenieure, also „von tech- 
nischer Seite" abgelehnt. Meine hierauf bezügliche Bemerkung ist demnach 
zutreffend. 

Braunschweig, den 15. Juli 1902. R. Fricke. 



Mitteilungen und Nachrichten. 

Geeignete Mitteilungen wird der Herausgeber stets mit gröfstem Danke entgegen- 
nehmen. 

1. Akademien. Gesellschaften. Vereinigungen. Versammlungen. 

Deutsche Mathematiker - Vereinigung. Für die nächste Jahres- 
versammlung, die in Gemeinschaft mit der 1. Abteilung (Mathematik, Astro- 
nomie und Geodäsie) der 74. Versammlung Deutscher Naturforscher und 
Arzte vom 21. — 27. September d. J. in Karlsbad stattfindet, sind folgende 
Referate und Vorträge angemeldet worden : (irofsere Referate : Kowalewski 
(Greifswald) : Referat über Lies Theorie derTrausformationsgruppen. — Mehmke 
(Stuttgart): Über die Entwicklung der graphischen Methoden. — Sclieffers 
(Darmstadt): Über Sophus Lie. — Stäckcl (Kiel): Bericht über die 
Mechanik mehrfacher Mannigfaltigkeiten; Torträge: Archenhold (Treptow): 
Eine neue Darstellung des Einflusses der Sounenftecken auf die Erdatmosphäre. 
— Adler (Prag): Über einige Aufgaben der darstellenden Geometrie. — 
Czuber (Wien): Über einen Satz der Fehlertheorie und seine Anwendung. 
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— Grünwald (Prag): Über die begrenzten Derivationen mit variablem Index 
als analytische Funktionen des letzteren und die damit zusammenhängende 
bemerkenswerte Funktionaloperation. — Heun (Karlsruhe): Näherungs- 
methoden, welche den Anschauungen der Impuls-Kinetik entsprechen. — 
Klein (Göttingen): Zur Auflösung der Gleichungen sechsten Grades. — 
Klein (Göttingen) und Meyer (Königsberg): Bericht über den Stand der 
„Encyklopädie der mathematischen Wissenschaften". — Kowalewski 
(Greifswald) : Über ein Kriterium von Dubois-Eeymond für die Darstellbarkeit 
einer Funktion durch die Fouriersche Reihe. — Lieb mann (Leipzig): 
Konforme Transformationen der nicht- euklidischen Geometrie. — Löwy 
(Frei bürg i. Br.): Zur Gruppentheorie. — Mehmke (Stuttgart): Über die 
Geometrographie von Lemoine. — Meyer (Königsberg): Über die einem 
Tetraeder einbeschriebenen Kugeln. — Müller (Königsberg): Zur Theorie 
der linearen Systeme von Kurven und Flächen 2. Grades. — Schubert 
(Hamburg): Über eine Frage aus der «-dimensionalen, nicht -euklidischen 
Geometrie. — Stäckel (Kiel): Zur Mechanik nicht-euklidischer Räume. — 
Steinitz (Berlin): Über Polyeder. — Wilson (New-Haven): Über die 
Definition des Flächeninhalts unabhängig von dem Begriff der Länge. — 
Die Abteilung 1 ist von Abteilung 2 (Physik einschl. wissensch. Photographie) 
eingeladen zu: Abraham (Göttingen): Prinzipien der Dynamik des Elektrons. 

— Spitaler (Prag): Über die Realität, der „Entdeckungen" auf dem Monde 
nach photographischen Aufnahmen. 

Berliner Mathematische Gesellschaft. Sitzung am 28. Mai 1902. 
Tagesordnung: Budde: Über Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 

— Hessenberg: Über dio Gleichung der geodätischen Linien. — Rothe: 
Über eine Frage aus der Flächen theorie. — Sitzung am 25. Juni 1902. 
Tagesordnung: Steinitz: Über die Theorie der Polyeder. — Skutsch: 
Die graphische Zerlegung einer Kraft nach sechs Richtungen. — Knoblauch: 
Kurze Bemerkung über den Beweis eines Satzes der Flächentheorie. 

Mathematische Sektion der Gesellschaft Isis in Dresden. Vom 

Herbst 1901 bis Ende Juni 1902 wurden in sieben Sitzungen die folgen- 
den Vorträge gehalten: Weinmeister: Die Strophoide (Queteletsche 
Fokale) in synthetischer Behandlung. — Röhn: Über die 8 Schnittpunkte 
dreier Flächen 2. Grades. — Henke: Über die Beziehungen des Dreiecks 
zum Kreise im geometrischen Unterricht. — Heger: Besondere Kreise in 
homogenen Koordinaten. — Gravelius: Über Aufsuchung und Diskussion 
von Periodizitäten bei meteorologischen und klimatologischen Erscheinungen. 

— Krause: Über die Theorie der trigonometrischen Funktionen. — 
von Vieth: Über die Dual- Arithmetik des Oliver Byrne. — Heger: Über 
die Kugeln, welche die Seiten eines windschiefen Vierecks berühren. 

Die Sektion hält jährlich 5 — 7 Sitzungen ab; Vorsitzender ist z. Z.: 
Professor Dr. Weinmeister in Tharandt, Schriftführer: Privatdozent 
Dr. Naetsch in Dresden-Blase witz. 

Mathematische Gesellschaft zu Göttingen. III Sitzung am 27. Mai. 
F. Klein legt u. a. vor: Darwin: „Ebbe und Flut," deutsche Übersetzung 
von A. Pockels; Burkhardt: „Entwicklungen nach oszillierenden Funktionen". 
2. Lieferung, (beide bei Teubner 1902). — K. Schwarzschild hält einen 
Vortrag über „Gleichgewichtsfiguren rotierender Flüssigkeiten". Der Redner 
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spricht über die neuen Untersuchungen Darwins über die Maclaurinschen 
und Jacobischen Ellipsoide, sowie die Poincareschen Birnfiguren. Im 
Vordergrunde steht die Frage nach der Stabilität der genannten Figureu. 

— F. Schilling zeigt neue Modelle für Raumkurven dritter Ordnung auf 
Flächen zweiten Grades, die W. Ludwig zusammen mit F. Schilling 
konstruiert hat. (Verlag von M. Schilling, Halle a./S.) — IV. Sitzung am 
3. Juni. In der Litteraturbesprechung legt F. Klein von Weiers traf s' 
Werken den neuerschienenen Band IV vor. — K. Schwarzschild spricht 
über „die scheinbare Masse des Elektrons" mit Rücksicht auf etwaige 
Rotation des Elektrons; M. Abraham allgemein über „die Grundgleichungen 
der Elektronenmechanik". — V. Sitzung am 10. Juni, F. Klein trägt 
über das Thema vor: „Hundert Jahre mathematischen Unterrichts an den 
Gymnasien und an den andern höheren Schulen Preul'sens." Der Vortragende 
verfolgt die historische Entwicklung seit der festen Organisation des höheren 
Schulwesens um das Jahr 1810; dabei werden nicht nur der jeweilige 
Umfang des mathematischen Unterrichts, sondern auch die Änderungen in 
Methode und Zielpunkt hervorgehoben. Die näheren Ausführungen darüber 
werden demnächst an einer andern Stelle erscheinen. — VI. Sitzung am 
17. Juni. Von neuerer Litteratur werden u. a. die neueren Bestimmungen 
der Schwereintensität an der Westküste Afrikas und auf dem freien Ocean 
genannt. — Dann spricht E. Zerinclo über das Schiffshebewerk des Dort- 
mund-Ems-Kanals bei Henrichenburg. 0. Blumenthal referiert über 
Goursat: „Cours d'analyse I." (Paris 1902). Derselbe ist ausgezeichnet 
durch die ausführliche Darlegung der Beziehungen der entwickelten Theoreme 
zu den modernen Fragen der Geometrie und Algebra. — VII. ^itzung am 
1. Juli. F. Klein legt Arbeiten von Schuh, 0. Fischer uud Horn aus 
dem 3. und 4. Hefte des 47. Bandes der Zeitschrift für Mathematik und 
Physik (Mehmke-Runge) vor. — H. Minkowski (Zürich) spricht als Gast 
„über einige Probleme der Kinematik". Es wird der Satz bewiesen, dafs 
die Umrisse, welche „Körper konstanter Breite" bei beliebiger orthogonaler 
Projektion ergeben, unabhängig von der Richtung der Projektion konstanten 
Umfang haben, und dafs umgekehrt durch diese Eigenschaft die Körper 
konstanter Breite charakterisiert sind. Der Beweis stützt sich auf die 
Entwicklung einer gewissen Funktion zweier Argumente nach Kugelfunktionen. 

— G. Bohlmann referiert über Brunn: „Neue Mittelwertsätze über bestimmte 
Integrale." — M. Abraham beginnt einen gröfseren Bericht über Gibbs: 
„Elementary principles in Statistical mechanics" (New- York, London 1902). 
VIII. Sitzung am 8. Juli. M. Abraham setzt sein Referat fort. Der 
Schlufs des Vortrages, sowie die anschliefsende Diskussion wenden sich 
hauptsächlich der Frage zu, inwieweit die Existenz einer bei allen Vor- 
gängen stets wachsenden Funktion (der Entropie) als möglich erscheint. — 
F. Bernstein spricht über die Bedeutung der Horoptertheorie für das Sehen. 
Die alte Theorie über die Bedeutung der Horopterkurve wird durch die 
genaueren Experimente nicht bestätigt; dementsprechend knüpfen die neueren 
Untersuchungen an die auf ganz andern Grundlagen ruhende Heringscho 
Theorie der Tiefen Wahrnehmung an. 

American Mathematical Society. Sitzimg am 26. April 1902 zu 
Netc York. Vorträge: H. F. Stecker: The curve of least contour in 



Digitized by Google 



358 



Mitteilungen und Nachrichten. 



the non-euclidean plane. — J. L. Coolidge: Quadric surfaces in hyper- 
bolic Space. — F. H. Saffred: Dupin's cyclides of the third degree. — 
P. Field: On the form of plane unicursal quintic curves. — Ruth G. 
Wood: Non-euclidean displacements and symmetry transforniations. — 

D. R. Curtiss: A note on the sufficient condition for an analytic func- 
tion. — Miss I. M. Schottenfels: On the definitional functional proper- 

ties for the analytical functions , , • — CA. Scott: 

On the circuits of plane curves. — E. V. Huntington: A. coraplete set 
of postulates for the tbeory of real numbers. — L. P. Eisenhart: Sur- 
faces whose lines of curvature in one System are represented on the sphere 
by great circles. — E. H. Moore: A detinition of abstract. groups. — 

E. V. Huntington: A detinition of abstract groups. — L. D. Arnes: 
Evaluation of slowly convergent series. — E. Kasner: Groups of Cre- 
mona transformations and Systems of forms. — A. I). Risteen: The con- 
stant of space. — C. J. Keyser: Coneerning the angles and the angular 
determination of planes in 4-space. — T J. Fa. Brom wich: The infini- 
tesimal generators of parameter groups. — T. J. I'a. Brom wich: On the 
parabolas, or paraboloids, through the points common to two given conics 
or quadrics. 

Die Schweizerisch© Naturforschende Gesellschaft wird ihre 
85. Jahresversammlung vom 7. bis 10. September d. J. in Genf abhalten. 



2. Preisangaben und gekrönte Preisschriften. 

Die belgische Akademie der Wissenschaften zu Brüssel schreibt, 
für 1903 folgende Preisaufgaben aus: l) Trouver la forme des termes 
prineipaux introduits, pur l'elastieite de l'eeorce terrestre, dans les fbrmules 
de la nutation en obliquite et en low/iinde. — Preis 800 Fr. — 2) On 
dcmande une contribution impoHante ä l'ciude des formes mixtes renfermard 
nn nombre quelconquc de series de variables; en appliquer les rt'sultats ü 
la geonu'iric des espaces quelconqucs. — Preis 600 Fr. — 3) Trouver, en 
linutcur et en asimut, les expressions des termes prineipaux des dtviations 
periodiques de la vertiealc, dans lln/pothese de la non-cohwidence des eentres 
de gravitc de l'eeorce et du noyau terrestre. — Preis 600 Fr. 

Die Bewerbungsschriften sind in französischer oder vlämischer Sprache 
abzufassen und mit Motto und verschlossener Angabe des Verfassers vor 
dem 1. August 1903 an den ständigen Sekretär (Brüssel, Palais des 
Academies) einzusenden. 

Die Kongelige Danske Videnskabernes Selskab zu Kopenhagen 

hat nachstehende Preisaufgabe gestellt: Nr. 3289 der Astronomischen 
Nachrichten giebt eine Transformation an, welche, auf das allgemeine 
Problem der drei Körper angewendet, dasselbe von den Singularitäten be- 
freit, die von der Kollision eines dieser Körper mit einem der beiden 
andern herrühren. Da es eiue Unendlichkeit von Transformationen giebt, 
kann man hoffen, dal's darunter sich eine finden werde, die imstande wäre, 
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auch den Folgen der anderen Kollisionen abzuhelfen und das Problem von 
jeder Singularität zu befreien. Die Akademie bietet daher ihre goldene 
Medaille als Preis für eine erfolgreiche Studie über die genannten Trans- 
formationen. 

Termin: 31. Oktober 1903. Die Bewerbungen können dänisch, 
schwedisch, englisch, deutsch, französisch oder lateinisch abgefafst sein; 
sie sind mit einem Motto und versiegelter Namensangabe des Autors unter 
gleichem Motto zu versehen. Der Wert der goldenen Medaille ist 
320 (dän.) Kronen. Die Bewerbungsschriften sind an den Sekretär 
Herrn Prof. H. G. Zeuthen in Kopenhagen einzusenden. 

Das R. Istituto Lombardo di Scienze e lettere stellt für 1903 
folgende Preisaufgabe: 

La te&ria dei gruppi di sosti.'uzioni , fondata spccialmmte da Lic e 
sviJujjpatasi nett' ultimo quarto di sccolo, si e mostrata feconda dellc piu 
svariatc applieazioni allu Geometria e all' analisi matematica. 7/ Istituio 
dmderebbe un lavoro ncl quäle si portasse un contributo od un perfeziona- 
mento notevole cd originale a questa imporiantc ieoria. 

Die Bewerbungsschriften sind vor dem 31. März 1903 einzureichen. 
Der Preis beläuft sich auf 1200 Lire. 



3. Hochschulnachrichteii. 

Zur Frage der Etats der mathematischen Seminare und Institute 
an deutschen Universitäten und Hochschulen. In der auf S. 80 — 81 

bezw. S. 151 — 152 veröffentlichten Zusammenstellung fehlt eine Angabe 
über die Technische Hochschule zu Dresden. Es stehen daselbst in 
der allgemeinen Abteilung für Zwecke der reinen und angewandten Mathe- 
matik jährlich folgende Summen zur Verfügung: l) Sammlung für tech- 
nische Mechanik und graphische Statik: 250 Mk. — 2) Sammlung von 
Modellen und Vorlagen für darstellende Geometrie: 3()0 Mk. — 3) Mathe- 
matisches Seminar: 200 Mk. — 4) Versicherungstechnisches Seminar: 200 Mk. 
— 5) Hilfsmittel zu den Übungen in analytischer Geometrie: 100 Mk. 

Dazu kommen in anderen Abteilungen die Sammlung für Kinematik 
und das geodätische Institut, die ja auch für die Studierenden der Mathe- 
matik von Bedeutung sind. 

Technische Hochschule zu Charlottenburg. Es wird vom nächsten 
Studienjahr an ein Parallelunterricht in der darstellenden Geometrie mit 
je fünf Vortrags- und Übungsstunden eingerichtet, mit dessen Abhaltung 
Prof. Dr. Jolles beauftragt worden ist. 

Universität Göttingen. Es ist hier ein drittes Ordinariat für Mathe- 
matik begründet und in dasselbe Professor Dr. Minkowski in Zürich be- 
rufen worden. 

Universität Neapel. Am 10. Juni wurde Herr Vincenzo d'Eseamard 
zum Doktor der Mathematik promoviert, 
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4. Persoiialnacliricliten. 
Ernennungen und Auszeichnungen. 

Professor Dr. Ambron n, bisher Privatdozent der Astronomie an der Uni- 
versität Göttingen, wurde zum etatmäfsigen a. o. Professor ernannt. 

Professor Dr. H. du Bois, früher an der Universität Berlin, wurde zum 
ordentlichen Professor für mathematische Physik und theoretische Mecha- 
nik an der Universität Utrecht ernannt. 

G. H. R. Professor Dr. Ludwig Boltzmann wurde zum Professor der theore- 
tischen Physik an der Universität Wien ernannt. 

Privatdozent Dr. Hillebrand in Wien wurde zum a. o. Professor der 
Astronomie an der Universität Graz ernannt. 

Privatdozent Dr. Alfred Loewy an der Universität Freiburg i. Br. wurde 
zum a. o. Professor daselbst ernannt. 

Professor Dr. H. Minkowski in Zürich wurde zum o. Professor an der 
Universität Göttingen ernannt. 

Professor Dr. W. Werner von der technischen Hochschule in Aachen wurde 
zum etatmäßigen Professor der Geodäsie an der technischen Hochschule 
zu Charlottenburg als Nachfolger von Doergens ernannt. 

Herr Amagat wurde zum Mitgliede der physikalischen Sektion der Pariser 
Akademie der Wissenschaften als Nachfolger von Cornu gewählt. 

A. B. Coble, „Fellow" der Mathematik an der Johns Hopkins Uuiversity, 
ist zum Professor der Mathematik an der University of Missouri er- 
nannt worden. 

Professor Dr. Jean Gaston Darboux in Paris wurde zum auswärtigen 

Mitgliede der Ungarischen Akademie der Wissenschaften gewählt. 
Professor Dr. J. W. Gibbs an der Yale University ist von der Universität 

Dublin ehrenhalber zum Doktor of Science ernannt worden. 
Professor Dr. W. H. Metzler an der Universität Syracuse (U. S. A.) 

wurde zum Mitgliede der Royal Society of Canada und der Royal 

Society of Edinburgh gewählt. 
Professor Dr. G. Mittag-Leffler in Stockholm wurde zum auswärtigen 

Mitgliede der Ungarischen Akademie der Wissenschaften gewählt. 
R. P. Paranjpye wurde zum Professor der Mathematik am Fergusson 

College in Poona (Indien) ernannt. 

Berufungen und Ablehnungen. 

Professor Dr. Disteli an der Technischen Hochschule zu Karlsruhe hat 
einen Ruf als ordentlicher Professor für darstellende Geometrie an der 
Technischen Hochschule zu Wien abgelehnt. 

Professor Dr. Hilbert in Göttingen hat einen Ruf an die Univei*sität 
Berlin als Nachfolger von L. Fuchs abgelehnt. 

Professor Dr. E. Müller in Königsberg i. Pr. erhielt einen Ruf als o. Pro- 
fessor für darstellende Geometrie an der Technischen Hochschule zu 
Wien. 

Habilitationen . 

Oberlehrer Dr. Gleichen habilitierte sich für Optik an der Technischen 
Hochschule zu Charlottenburg. 
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Dr. Heinrich Jung aus Essen habilitiert« sich für Mathematik bei der 
Universität Marburg auf Grund seiner Habilitationsschrift: Die Wurzel- 
funktionen in dem durch die Gleichung q) = 0 vom Range 2 und 
durch die Gleichung z 2 = #(p, q) definierten algebraischen Körper 

K(p, q, z). 

Dr. Plemelj habilitierte sich für Mathematik, mit Ausschlufs der Geometrie, 
an der Universität Wien. 

Gestorben. 

Hofrat Professor Dr. Ernst Schröder an der Technischen Hochschule zu 
Karlsruhe starb am IG. Juni 1902 im 61. Lebensjahre an Gehirnhaut- 
entzündung. Der Verstorbene gehörte seit 1891 der Deutschen Mathe- 
matiker-Vereinigung als Mitglied an. Die vorläufige Sichtung seines 
handschriftlichen Nachlasses hat Schröder den Herren F. Schur und 
R. Haufsner übertragen, während er mit dessen definitiver Verwaltung 
den Vorstand der Deutschen Mathematiker- Vereinigung betraut hat. 



5. Vermischtes. 

Neue Modelle zur Lehre von den Raumkurven und zur Kreisel- 
theorie. In dem Verlage Martin Schilling zu Halle a. S. sind soeben zwei 
neue, in theoretischer Hinsicht wertvolle Serien von Modellen erschienen, 
die sich auch durch eine neue Art der Ausführung auszeichnen. 

Die erste Serie umfafst 6 Modelle zur Theorie der kubischen 
Raumkurve und ihrer Anwendung in der physiologischen Optik 
und ist auf Veranlassung von Herrn Klein und unter thätiger Mitwirkung 
von Herrn Fr. Schilling von Herrn W. Ludwig in Breslau ausgeführt worden. 
Die Modelle 1 — 4 veranschaulichen zunächst die vier Typen, die man bei 
der kubischen Raumkurve je nach ihrem Verhalten zur unendlich fernen 
Ebene unterscheidet, nämlich: 

1. Die kubische Ellipse mit einem reellen unendlich fernen Punkt. 

2. Die kubische Hyperbel mit drei getrennten reellen unendlich fernen 
Punkten. 

3. Die kubische parabolische Hyperbel, welche die unendlich ferne Ebene 
in einem reellen Punkt berührt und in einem zweiten schneidet. 

4. Die kubische Parabel, welche mit der unendlich fernen Ebene drei 
einander unendlich nahe Punkte gemeinsam, sie also zur Schraiegungsebene hat. 

Jede dieser 4 Kurven ist auf dem Zylinder 2. Ordnung dargestellt, 
der die Kurve von einem ihrer unendlich fernen Punkte aus projiziert. 
Die Zylinder sind aus durchsichtigem Zelluloid hergestellt, so dafs man 
nicht nur in jeder Stellung des einzelnen Modelles den ganzen Verlauf der 
Kurve mit einem Blick erkennen, sondern» auch manche Eigenschaften der 
als ihre Projektion auftretenden ebenen Kurve leicht studieren kann, z. B. 
den Übergang vom eigentlichen Doppelpunkt zum Rückkehrpunkt und isolierten 
Doppelpunkt. 

Das Modell 5 zeigt die abwickelbare Fläche der Tangenten der im 
ersten Modell dargestellten kubischen Ellipse, begrenzt durch ihre Schnitt- 
kurven mit vier passend gewählten Ebenen, und besteht dementsprechend 
aus Seidenfäden, die in einem Metallrahmen eingespannt sind. 

Jahresbericht d. lhmttichcn Alathem.- Vereinigung. XI Hoft H u y. 24 
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Diese fünf Modelle veranschaulichen nicht nur die projektiven und 
metrischen Eigenschaften der Raumkurve 3. Ordnung selbst, sondern bieten 
wegen ihrer leichten Übersichtlichkeit auch Beispiele zur Erläuterung der 
allgemeinen geometrischen Eigenschaften der doppelt gekrümmten Kurven 
überhaupt. 

Das Modell 6 dieser Serie endlich ist der Bedeutung der kubischen 
Raumkurve in der physiologischen Optik gewidmet. Der Ort der 
bei einer bestimmten Augenstellung einfach gesehenen Punkte des Raumes, 
der zu dieser Augenstellung gehörige Horopter, ist bekanntlich eine kubische 
Raumkurve und zwar eine symmetrische kubische Ellipse, die auf einem 
Kreiszylinder liegt. 

Diese Verhältnisse werden durch das Modell vollständig veranschaulicht, 
das die verkleinerte Darstellung eines wirklichen Falles mit allen Einzelheiten 
wiedergiebt; man erkennt die beiden Augen, den fixierten Raumpunkt, die 
Blicklinien, die Median- und Frontalebenen des Kopfes u. s. w., vor allem 
natürlich die Horopterkurve selbst mit ihrer Asymptote und Symmetrieachse. 

Die den Modeilen beigegebene Abhandlung entwickelt im ersten Teil 
die Hauptsätze der Theorie der kubischen Raumkurve, um auf Grund derselben 
im zweiten Teil ausführlich auf die mathematische Theorie der Horopterkurve 
einzugehen. 

Die zweite Serie, von Herrn H. Grafs mann in Halle a. S. konstruiert, 
bezieht sich auf die Kreiseltheorie, und veranschaulicht in drei Modellen die 
Drehung eines kraftfreien starren Körpers um einen festen Punkt. 

Eine jede Bewegung eines starren Körpers um einen festen Punkt läfst 
sich nach Poinsot zunächst in geometrischer Hinsicht durch das Abrollen 
einer mit dem Körper fest verbundenen Kegelfläche, des Polhodiekegels, auf 
einer zweiten im Räume festliegenden Kegelfläche, dem Herpolhodiekegel, 
veranschaulichen. 

Um indes auch ein Bild von dem zeitlichen Verlaufe der Bewegung zu 
erhalten, trägt man noch vom Drehpunkte aus auf jeder Erzeugenden der 
beiden Kegel in richtigem Sinne je eine die Winkelgeschwindigkeit darstellende 
Strecke ab, deren Endpunkte als geometrischen Ort auf dem Polhodiekegel 
die „Polhodiekurve" oder „Polhodie" auf dem Herpolhodiekegel die „Herpol- 
hodiekurve" oder „Herpolhodie" besitzt. Beide Kurven wickeln sich dann 
ebenfalls bei der Bewegung des starren Körpers auf einander ab. 

Der FalL, daJs äufsere Kräfte nicht wirken, zeigt nun die Besonderheit, 
dafs einmal der Polhodiekegel von der zweiten Ordnung ist und also leicht 
modelliert werden kann, zweitens die Herpolhodiekurve eine ebene Kurve 
ist, die in der „Herpolhodieebene" liegt. Auf die Modellierung des Herpol- 
hodiekegels kann man daher verzichten, wenn man den Polhodiekegel längs 
der Polhodiekurve abschneidet und dann den Kegel mit seiner Randkurve 
unter Ausschlufs des Gleitens auf der Herpolhodieebene abrollen lälst. Dieses 
Verfahren ist bei den Modellen zu Grunde gelegt. 

Im einzelnen ergeben sich drei verschiedene Bewegungsformen: Wenn 
nämlich erstens der Polhodiekegel die Achse des kleinsten Trägheitsmomentes 
um schliefst, erfolgt sein Abrollen auf dem Herpolhodiekegel epicykloidisch, 
das heifst, die beiden Kegel kehren sich längs ihrer Berührungslinie dauernd 
ihre konvexe Seite zu (Modell l). 

Wenn zweitens der Polhodiekegel die Achse des gröfsten Trägheitsmomentes 
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umschliefst, so ist sein Abrollen pericykloidisch , das heifst, er umschliefst 
auch den Herpolhodiekegel längs seiner Berührungslinie mit ihm (Modell 2\ 

Der dritte Fall ist der Übergangsfall, in welchem der Polhodiekegel 
in ein (reelles) Ebenenpaar ausgeartet ist (Modell 3). 

Die geschilderte Konstruktion der Modelle bietet noch den Vorteil, die 
Herpolhodiekurve leicht auf einem Papierblatt verzeichnen zu können, so dafs 
die Modelle zugleich als „Herpolhodiezirkel" dienen. Befestigt man nämlich 
ein Papierblatt mit einem Stück aufgelegten Blaupapiers auf der Fufsplatte 
der Modelle, so ruft der Polhodiekegel bei seiner Abwicklung die Herpol- 
hodiekurve mit hinreichender Deutlichkeit auf dem Papierblatt hervor. 

Auch diesen Modellen wird zur näheren Erläuterung eine ausführliche 
Abhandlung beigegeben. 

Feier des 100. Geburtstages von Niels Henrik Abel. Die Uni- 
versität Christiania wird den 100. Geburtstag Abels festlich begehen, jedoch 
ist die Feier mit Rücksicht auf die Ferien von dem Geburtstage (5. August) 
auf die Tage vom 4. — 6. September verlegt worden. Vorläufig ist folgendes 
Programm für die Festtage vorgesehen: 

4. September: Empfangsfest, gegeben von der Universität und der Ge- 
sellschaft der Wissenschaften. 

5. September: Jubiläumsfeier mit Kantate (gedichtet von BjÖrnstjerne 
Björnson, komponiert von Sind in g), Festrede u. s. w. Abends Souper 
auf dem Königlichen Schlofs. 

6. September: Überreichung von Adressen seitens der Deputierten u. s. w. 
Nachmittags Diner, gegeben von der Stadt Christiania. 

Ein Observatorium in Indochina. Es existiert bereits ein meteoro- 
logisches und magnetisches Observatorium in Indochina, und es wird jetzt 
ernsthaft der Plan erörtert, dort ein ständiges Observatorium einzurichten. 
Mit dem Studium dieser Frage ist eine von der Akademie der Wissen- 
schaften zu Paris eingesetzte Kommission beauftragt worden. 



Sprechsaal und Anfragen. 

Sprechsaal. 6. Zu der Bemerkung von Herrn Scheffers im letzten 
Hefte dieses Journals (XI. Band, 6. und 7. (Doppel-) Heft) erlaube ich mir 
zu bemerken, dafs noch ein weiterer Grund, als der angegebene, hinzukommt, 
welcher eine Ausdehnung der Zählung der Studierenden der Mathematik 
auf die deutschen technischen Hochschulen erwünscht erscheinen läfst. Die 
Hochschulen zu Stuttgart, München und Dresden bieten den genannten 
Studierenden noch weitergehende Rechte, als in der Bemerkung angegeben 
ist. Speziell die Dresdener Hochschule hat seit den fünfziger Jahren des 
vorigen Jahrhunderts die Ausbildung von Lehrern der Mathematik mit in 
ihr Programm aufgenommen. 

Nach dem letzten Statut vom 12. Februar 1902 bezweckt dieselbe die 
vollständige wissenschaftliche, beziehentlich künstlerische Ausbildung für die 
technischen Berufe und den Lehrberuf in technischen Wissenschaftszweigen, 
einschliefslich der reinen Mathematik, Physik und Chemie. Seit dem Jahre 
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1879 besteht für diejenigen Studierenden der „Allgemeinen Abteilung", 
welche sich dem Lehrberufe widmen, eine besondere Prüfungskommission. 
Im Jahre 1899 wurde eine neue Prüfungsordnung für Kandidaten des 
höheren Lehramtes der mathematischen, physikalischen und chemischen 
Richtung gegeben, welche sich unter Beschränkung auf die an der Hoch- 
schule gelehrten Fächer im wesentlichen an die letzte preußische Prüfungs- 
ordnung anschliefst. — 

In diesem Semester sind 30 Studierende der allgemeinen Abteilung an 
unserer Hochschule immatrikuliert. M. Krausk. 

— 7. Die Tagesblätter meldeten vor kurzem, dafs auf Anregung des 
preufsischen Kultusministers im Jahre 1904 eine allgemeine deutsche 
Schulst. atistik stattfinden solle. Es dürfte sich empfehlen, dafs die Ver- 
einigung ihre besonderen Wünsche für diese Statistik im Sinne der An- 
regung des Herrn Stäckel rechtzeitig zum Ausdruck bringt. Wie der 
Verein zur Förderung des Unterrichts in der Mathematik und den Natur- 
wissenschaften diese Frage der Statistik auf seiner Hauptversammlung in 
Düsseldorf einer Besprechung unterzog, so sollte auch in Karlsbad diese 
Angelegenheit zur Sprache gebracht werden. Vielleicht liefse sieh eine 
parallele oder eine gemeinsame Aktion beider grofscn Vereinigungen erreichen. 

Die Stack elscho Anregung geht allerdings über den Rahmen der 
offiziellen Statistik hinaus, da diese sich nur auf die Lehrerstellungeu be- 
zieht, während es sich bei dem Stacke Ischen Plane um eine Statistik 
aller Lebensstellungen handelt, die für den Mathematiker in Betracht kommen. 

— 8. Das mathematisch -naturwissenschaftliche Ideal, wie es Prof. 
F. Klein in Band XI, Heft 3, S. 136—141 des „Jahresberichts" fordert, 
dürfte am Realgymnasium zu Wiesbaden grofsenteils verwirklicht sein. 

An dieser Anstalt werden seit 1860 in der Oberprima die Elemente 
der Differentialrechnung immer, die der Integralrechnung fast immer gelehrt. 
Die darstellende Geometrie ist in den drei obersten Klassen mit wöchentlich 
zwei Stunden obligatorisch, das freie Zeichnen mit gleicher Stundenzahl 
fakultativ. Nach einem theoretischen chemischen Vorkursus in der Ober- 
sekunda werden die Schüler in der Prima zum selbständigen Analysieren angeleitet. 

Bemerkt sei noch, dafs bis Ende der 60er Jahre ein fakultatives 
wöchentlich zweistündiges physikalisches Praktikum bestand und dafs bis 
Ende der 70 er Jahre die Kristallographie und Mineralogie in den drei 
obersten Klassen gelehrt wurden. Die ästhetischen Wissenschaften wurden 
dabei nicht vernachlässigt. Auch erlangten die Abiturienten der Anstalt 
bis zum Jahre 1866 die Berechtigung zum Studium der Medizin. — Die 
Organisation der Anstalt war also — und ist trotz mancher im Laufe der 
Jahre eingetretener kleiner Verschiebungen heute noch — eine von der der 
preufsischen Realgymnasien abweichende. Sic entspricht nach Seiten der 
Mathematik wenigstens den Forderungen Kl eins. Über ihre Erfolge können 
Universitäts- und Hochschullehrer, Direktoren höherer Lehranstalten, Ober- 
lehrer, Techniker, Offiziere und Ärzte, die Schüler der Anstalt waren, be- 
richten. Soweit mir bekannt ist, sprechen alle ohne Ausnahme mit grofser 
Wärme von der Grundlage, die sie auf dieser Schule für ihr Wissen und 
Wollen legen konnten. 

Wiesbaden, 10. Juni 1902. August Schmidt. 
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— 9. Es ist wohl aufserhalb Württembergs wenig bekannt, dafs der 
Versuch, den Herr F. Klein im Märzheft des laufenden Jahres dieser 
Zeitschrift 1 ) so warm und mit so triftigen Gründen empfohlen hat, bei 
uns längst gemacht ist. Die württembergischen Realanstalten lehren in 
den obersten Klassen analytische Geometrie in zusammen 6, darstellende 
Geometrie mit vielen Zeichenübungen in 9 — 10 Wochen stunden, Elemente 
der höheren Analysis in 3 Stunden der obersten Klasse. Es darf behauptet 
werden, dafs diese von der einstigen mathematischen Vorschule des Poly- 
technikums herübergenommene Einrichtung in den etwa 3 Jahrzehnten ihres 
Bestehens sich im ganzen durchaus bewährt hat. Wie unter anderem die 
Anmerkung l) des Hrn. Klein auf S. 140 zeigt, hat sich die technische 
Hochschule darauf eingerichtet; sie scheint sich wohl dabei zu befinden und 
hält daran fest. — Näheren Bericht darüber habe ich in einem durch die 
Veröffentlichungen der Herren F. Klein (a. a. 0.) und G. Gotting (Über das 
Lehrziel im raathematischen Unterricht der höheren Realanstalten, Aprilheft 
dieser Zeitschr.) veranlafsten Aufsatz gegeben , der im September- oder 
Oktoberheft der Zeitschrift für mathematischen und naturwissenschaftlichen 
Unterricht erscheinen soll. Weiter ausholend hoffe ich in nicht zu ferner 
Zeit über den Lehrplan der württembergischen Realanstalten in der Zeit- 
schrift für die lateinlosen Realschulen berichten zu können. 

Stuttgart, 17. Juli 1902. Ed. Schümann. 

Litterarisches. 

1. Notizen und Besprechungen. 

L. Kronecker, Vorlesungen über Zahlentheorie. Erster Band. 
Bearbeitet und herausgegeben von K. Hensol. Leipzig, Teubner, 1901. 
gr. 8°. 16 u. 510 S. — Die wissenschaftliche und die akademische Thätig- 
keit Krone'ckers waren von derselben grofsen Idee durchzogen, von der Idee 
des innigsten Zusammenhanges der Arithmetik und der Algebra. Um sie 
herum gruppieren sich seine bedeutendsten Arbeiten; sie tritt immer deut- 
licher und energischer heraus, je Öfter er den Cyklus seiner drei Vor- 
lesungen: über Zahlentheorie, Determinanten und Algebra wiederholt, so 
dafs diese sich immer enger zu einer umfassenden Darstellung der „allge- 
meinen Arithmetik" zusammenschliefsen. Diese Vorlesungen in authentischer 
Form zu besitzen, gehörte zu den berechtigten Wünschen, ja Forderungen 
der mathematischen Welt. — Jetzt begrüfsen wir, zehn Jahre nach dem 
Tode Kroneckers, das Erscheinen des ersten Bandes der Vorlesungen über 
Zahlentheorie, die den ersten Abschnitt der drei Vorlesungen üSer allgemeine 
Arithmetik bilden werden. — Die beste Einführung in den Zweck, den 
Inhalt und die Methodik der Vorlesungen, das schärfste Hervorheben ihres 
eigenartigen Standpunktos und ihrer Unterschiede gegen frühero Lehrbücher 
hat der Herausgeber selbst als Vorwort dem Werke vorangesetzt; es giebt 
zusammen mit den ersten Paragraphen der Vorlesungen ein deutliches Bild 
über Alles, was erstrebt und was erreicht wurde. — Gaufs hat die höhere 
Arithmetik als denjenigen Teil der Mathematik definiert, der sich haupt- 

1) Unter der Dbertschrift : „Über den mathematischen Unterricht an den 
höheren Schulen 1 '. 
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sächlich mit ganzen Zahlen beschäftige, gebrochene Zahlen meistenteils und 
Irrationalzahlen stets ausschliefse; allein er selbst hat mit mächtiger Hand 
diese zu seiner Zeit noch bestehenden Schranken durchbrochen, und die 
Wissenschaft ist ihm gefolgt. Kronecker zieht die volle Konsequenz: 
gegen die Analysis kann die Arithmetik nicht abgegrenzt werden; in jedem 
einzelnen Falle entscheidet das mathematische Taktgefühl, ob man die be- 
treffende Materie der Arithmetik, der Algebra oder der Analysis zurechnen 
will. Durch diese Anschauung werden die Hilfsmittel der Untersuchung 
wesentlich vermehrt, und gerade die schönsten und ticfstliegenden arith- 
metischen Geheimnisse werden zugänglich. Bis zu solchen Ergebnissen führt 
uns bereits der vorliegende erste Band der „Zahlentheorie". Er umfafst 
eine Einleitung, hauptsächlich historisch -kritischen Inhalts, und vier Teile. 
— Der erste Teil beschäftigt sich (Vöries. 4 bis 6) mit der Teilbarkeit 
und (Vöries. 7 bis 11) mit der Kongruenz im Gebiete der Zahlen. Schon 
bei diesen elementaren Stoffen zeigt es sich, in wie bedeutender und eigen- 
artiger Weise Kronecker längst bekannte Gegenstände zu behandeln, zu, 
beleuchten und mit tieferen Fragen in Verbindung zu setzen versteht. 
Ohne den Forderungen strenger Systematik untreu zu werden, gestaltet das 
Buch den Stoff so vielseitig wie möglich und bleibt stets interessant. — Im 
zweiten Teile (Vöries. 12 bis 20) werden die Rationalitätsbereiche und die 
Theorie der Modulsysteme dargestellt. Hierbei bewegt sich die Untersuchung 
recht eigentlich auf einem Boden, dessen Fruchtbarkeit Kronecker zuerst 
erkannt und dessen Bebauung er zuerst unternommen hat. Mit sicherem, 
weiten Blicke hat er den ebenso einfachen wie genialen Gedanken der Ein- 
führung eines Moduls erweitert und auf das Gebiet der ganzen rationalen 
Funktionen beliebig vieler Variablen übertragen. Auf diesem Wege gelingt 
es, eine Reibe sonst getrennt behandelter Gebiete von einem Gesichtspunkte 
aus zusammenzufassen. Dieser Abschnitt ist um so wichtiger, als er zum 
ersten Male eine vollständige Behandlung der Modulsysteme im Bereiche 
einer Variablen liefert. Zum Schlüsse finden die Modulsysteme im Bereiche 
mehrerer Veränderlichen eine kurze Beleuchtung. — Der folgende Teil 
liefert uns Anwendungen der Analysis auf. Probleme der Zahlentheorie. Er 
liefert die Dirichletschen, auf Einfühlung des Grenzbegriffes beruhenden 
Methoden. Die Vorzüge einer frühzeitigen Verwendung sind unverkennbar; 
schon hier ist d\e Berechnung einer grofsen Reihe von Mittelwerten 
möglich, durch die „eine wunderbar deutliche und einfache Einsicht 
in die Natur scheinbar ganz regelloser Funktionen und in das Gebiet ihres 
Wachsens und Abnehmens" erhalten wird. Es werden die beiden Mittel- 
werte, der gewöhnliche und der Gaufssche neben einander behandelt. — 
Es folgt dann im vierten und letzten Teile die allgemeine Theorie der 
Potenzreste und der Beweis des Satzes von der Existenz unendlich vieler 
Primzahlen in einer arithmetischen Progression. Dieses Problem, dessen 
Lösung fast alle bis dahin abgeleiteten Resultate voraussetzt, wird von 
Kronecker, dem Beweise Dirichlets gegenüber in einem wesentlichen 
Punkte vervollständigt; es wird ein Intervall mit beliebiger unterer Grenze 
bestimmt, innerhalb dessen sich sicher eine Primzahl von der verlangten 
Form befindet. Diese schöne Ergänzung jenes berühmten Beweises ist eine 
Frucht der strengen Forderungen, die Kronecker an mathematische Be- 
weise stellte. Mit solchem bedeutenden Resultate schliefst der erste Band 
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der Vorlesungen ab, in denen auf verhältnisinäfsig engem Räume eine 
grofse Fülle von Stoff behandelt ist. — Die Darstellung ist durchweg 
mustergültig; kein Wort zu wenig, kein Wort zu viel; klar und scharf. 
Alle Vorzüge der Krön eck ersehen Darstellungssweise sind gewahrt ge- 
blieben; die Schüler Kroneckers werden bei der Lektüre des Buches oft 
genug den Meister zu hören glauben. — Ein solches Werk fertig zu stellen 
war aber auch nur einem Kroneckerschen Schüler möglich, der unter dem 
Eindrucke seiner Persönlichkeit liebevoll und verständnisinnig lange Zeit 
hindurch gestanden hat, der in stetem Umgange mit ihm in seine wissen- 
schaftlichen Ideen und Ideale hat eindringen können, der ununterbrochen 
selbst in diesem Anschauungskreise gearbeitet und gedacht hat. Das, was 
Kroneckers Vorlesungen fehlte, der systematische Aufbau des ganzen Ge- 
bäudes, mufste vom Herausgeber hinzugethan werden; und das ist von 
Herrn K. Hensel in ganz hervorragender Weise geschehen. Nicht nur, 
dafs die verschiedensten Abhandlungen des Meisters benutzt, dafs die ganze 
Reihe der Vorlesungen herangezogen wurden, ohne dafs es dem Leser als 
etwas Verschiedenartiges auffält, Herr Hensel hat eine Fülle seiner 
eigenen Untersuchungen eingeflochten, wo die systematische Darstellung Er- 
gänzungen forderte und wo Lücken auszufüllen waren. So verdanken wir 
ihm besonders im zweiten Teile die wertvollsten Zusätze, durch welche die 
Theorie der Modulsysteme in ihrem grundlegenden Teile zu harmonischem 
Abschlüsse gebracht wird ; und es ist die Herausgabe dieses ersten Bandes der 
Vorlesungen über Zahlentheorie zugleich ein Werk wärmster Pietät und 
eine wissenschaftliche That geworden. 

Giefsen. E. Netto. 

K. Hensel und G. Landsberg, Theorie der algebraischen Funk- 
tionen einer Variablen und ihre Anwendung auf algebraische Kurven 
und Abelsohe Integrale. XVI, 708 S. Leipzig 1902, Verlag von 
B. G. Teubner. Die Theorie der algebraischen Funktionen einer Variablen 
kann von den allerverschiedensten Gesichtspunkten aus behandelt werden, 
weil sie aufs engste mit der Arithmetik, der Algebra, der Funktionentheorie 
und der Geometrie zusammenhängt; auf dieser nahen Beziehung zu den 
schönsten und tiefsten Fragen der ganzen Mathematik beruht wohl zum 
Teil der eigentümliche Reiz, der dieser Disziplin innewohnt, und ihre immer 
wachsende Bedeutung für die Entwicklung der Gesamtwissenschaft. — Im 
Laufe der letzten vierzig Jahre hat sich aber den Forschern mehr und 
mehr die Überzeugung aufgedrängt, dafs der leichteste und sicherste Ein- 
gang in diese Theorie durch eine wesentlich arithmetische Betrachtung der 
rationalen und der algebraischen Funktionen gewonnen werden kann. Bei 
dieser Problemstellung erscheint sie nahe verwandt mit der allgemeinen 
Theorie der algebraischen Zahlen; aber es zeigt sich, dafs sie einfacher und 
einheitlicher ist, als jene, und dafs ihre Methoden vielleicht noch weiter 
führen und tiefer in das behandelte Gebiet eindringen, als dies in der 
höheren Arithmetik der Fall ist. — Zur vollständigen Charakterisierung der 
algebraischen Funktionen innerhalb des allgemeinen Funktionengebietes be- 
darf man nur des Satzes, dafs sie endlich vieldeutig sind, und in der Um- 
gebung einer jeden endlichen oder der unendlich fernen Stelle „algebraischen 
Charakter" besitzen. Der Beweis dieses Fundamentalsatzes wird in dem 



Digitized by Google 



368 ' 



Litterarisches. 



vorliegenden Buch ohne Hülfe der Integralrechnung durch eine methodische 
Erweiterung des sog. Newtonschen Diagramms auf die Auflösung einer 
endlichen Anzahl von Gleichungen mit Zahlkoeffizienten zurückgeführt. Auf 
dieser Grundlage können dann alle weiteren Aufgaben der ganzen Theorie 
und aller ihrer Anwendungen allein durch die Ausführung einer endlichen 
Anzahl rationaler Operationen gelöst werden. — Mit Hülfe des Fortsetzungs- 
prinzipes für die analytischen Funktionen erhält man nun eine einfache und 
vollständige Einsicht in die Natur einer beliebigen algebraischen Funktion, 
eine völlig strenge Darstellung der zugehörigen Riemannschen Kugelfläche 
und eino rein arithmetische Definition ihrer Punkte und der diesen zu- 
geordneten Divisoren. Genau dieselbe Einsicht ergiebt sich aber zugleich für 
alle Gröfsen, welche rational durch diese algebraische Funktion und durch 
die unabhängige Variable ausdrückbar sind, d. h. für alle Elemente des zu- 
gehörigen „Körpers" oder, was ganz dasselbe ist, für alle Funktionen der 
zugehörigen Riemannschen Klasse. Eine nähere Betrachtung der den 
Punktsystemen der Riemannschen Fläche zugeordneten Divisoren lehrt nun, 
dafs diese genau den Gesetzen der Teilbarkeit in der elementaren Arithmetik 
genügen, und dafs man mit ihrer Hülfe die Gesamtheit aller algebraischen 
Funktionen jener Körper ganz ebenso einfach behandeln kann, wie dies in der 
Zahlentheorie für die Gesamtheit aller rationalen Zahlen geschieht. — Dieses 
Resultat bildet aber nur die Grundlage für zwei sehr viel weiter gehende und 
tiefer liegende Probleme, von denen das eine analytisch, das andere geometrisch 
ist. Es ergiebt sich nämlich einmal unmittelbar die Aufgabe, alle diejenigen 
analytischen Funktionen zu untersuchen, deren Ableitungen nach der un- 
abhängigen Variablen dem algebraischen Funktionenkörper angehören. Da 
wir aber die Ableitungen jener neuen Funktionen beherrschen und da wir 
aufserdem aus dem Charakter der Ableitung an einer Stelle unmittelbar auf 
den Charakter der Funktion schliefsen können, so ergiebt sich aus den im 
ersten Teile gefundenen Resultaten sofort eine genaue Erkenntnis jener Inte- 
gralfunktionen, der sogenannten Abelschen Integrale, und eine naturgemäl'se 
Einteilung dieser dem algebraischen Körper zugeordneten einfachsten Trans- 
zendenten. Als die beiden wichtigsten Resultate dieser weiteren Theorie 
erhält man so rein arithmetische und allgemein gültige Begründungen des 
sogenannten Riemann-Rochschen Satzes und des Abelschen Theoremes, durch 
welche der Weg zu den Abelschen Funktionen, den Umkehrungsfunktionen der 
Abelschen Integrale bereitet wird. — Zweitens kann aber die zwischen zwei 
beliebigen Funktionen des Körpers bestehende algebraische Gleichung geo- 
metrisch als ebene Kurve gedeutet werden , und es bietet sich so die 
interessante Aufgabe dar, alle dem Körper zugehörigen Kurven zu unter- 
suchen. Auch hier ergiebt sich unter Benutzung der Theorie der Divisoren 
eine allgemein giltige und auf jede noch so spezielle Kurve in der Ebene 
oder im Räume von drei oder von beliebig vielen Dimensionen anwendbare 
Theorie, in deren Mittelpunkte hier die Plückerschen Formeln in ihrer all- 
gemeinsten Fassung und die vollständige Analyse der Kurvensingularitäten 
stehen. — In diesem Umfange ist diese Disziplin in dorn vorliegenden 
Werke dargestellt. Der Wunsch der Verfasser ging dahin, eine vollstän- 
dige, einheitliche Theorie der algebraischen Funktionen einer Variablen und 
derjenigen geometrischen und analytischen Anwendungen zu geben, welche 
mit den der Wissenschaft gegenwärtig zu Gebote stehenden Hülfsmitteln völlig 
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allgemein und völlig streng bebandelt werden können. Dieser Wunsch 
ist für die Auswahl und die Begrenzung des Stoffes mafsgebend gewesen. So 
konnte die ganze Theorie und alle aus ihr abzuleitenden Folgerungen ohne 
jede sogenannte vereinfachende Voraussetzung begründet und in der Dar- 
stellung nur solche Methoden und Definitionen benutzt werden, welche auf 
jeden vorgelegten, noch so speziellen Fall anwendbar bleiben, und zwar so, 
dal's die verlangten Kechnungen stets wirklich ausgeführt werden können. 
— Endlich war das Streben der Verfasser dahin gerichtet, die Theorie 
so darzulegen, dafs sie leicht verständlich ist und möglichst wenige Vor- 
kenntnisse aus anderen Gebieten insbesondere aus der höheren Analysis 
voraussetzt; denn das Buch soll insbesondere den Studierenden einen be- 
quemen Eingang in dieses grofse und schöne Gebiet gewähren. In oft 
wiederholten akademischen Vorträgen sind die Verfasser zu der Uberzeugung 
gelangt, dafs der hier betretene Weg dem Verständnisse der Hörer keine 
wesentlichen Schwierigkeiten bietet, und dafs manche unter ihnen angeregt 
wurden, in diesem Gebiete selbständig weiter zu arbeiten. Möchte es ge- 
lungen sein, die hier gegebene Darstellung so durchsichtig zu gestalten, dafs 
auch bei manchem Leser dieses Buches jenes letzte und höchste Ziel eines 
Lehrbuches erreicht werde. K. Hensel. G. Laxdshkku. 

Gino Loria, Spezielle algebraische und transscendente ebene 
Kurven. Theorie und Geschichte. Autorisierte, nach dem italienischen 
Manuskript bearbeitete deutsche Ausgabe von Fritz Schütte, Oberlehrer 
am Königlichen Gymnasium zu Neuwied. Mit 174 Figuren auf 17 litho- 
graphierten Tafeln.* XXI, 744 S. Leipzig 1902, B. G. Teubner. — Man erzählt, 
dafs Lagrange sich gefreut hat, dafs er gleichzeitig mit Euler lebte, und so 
die zahlreichen Abhandlungen des grofsen Schweizer Mathematikers gleich nach 
der Veröffentlichung lesen» konnte, also nicht gezwungen war, sie alle auf 
einmal lesen zu müssen. In gleicher Lage befinden sich die Mathematiker, die 
noch dem 19ten Jahrhundert angehört haben und die Ergebnisse der mathe- 
matischen Forschungen desselben entstehen gesehen haben. Daraus erwächst 
aber auch der Wunsch oder die Pflicht, diese Ergebnisse in möglichst 
vollständiger und übersichtlicher Form der Nachwelt zu überliefern, um ihr 
viele Mühe zu ersparen. Besonders gilt dies von der Theorie der ebenen 
Kurven, die seit dem Altertum bestehend sich sehr weit entwickelt hat und 
zu der sich Beiträge in den verschiedensten Abhandlungen finden, dio 
durchaus nicht alle rein raathematischen Inhalts sind. Dieser Aufgabe ist das 
vorliegende Buch gewidmet; es soll einerseits eine historische Übersicht jener 
Theorie geben, andererseits das Bekannte logisch darstellen, um zu neuen 
Forschungen anzuregen. — Im ersten Abschnitt werden gerade Linie, Kreis 
und Kegelschnitt kurz, erörtert, d. h. die Kurven, die von den Alten unter 
dem Namen „ebene und körperliche Orter 1 ' zusammengefafst wurden. - Der 
zweite ist den Kurven dritter Ordnung gewidmet; den allgemeinen Unter- 
suchungen über rationale und bizirkulare Kurven folgt das Studium der 
Cissoiden, des Descarsesschen Blatt u. s. w. bis zur Trisektrix und der kubischen 
Duplikatrix. — Im dritten Abschnitt, der die Kurven vierter Ordnung be- 
handelt und mit dem vorigen parallel läuft, gehen auch zuerst einige all- 
gemeine Untersuchungen voraus, und es folgen dann die speziellen Kurven: 
die spirischen Linien, dio Konchoiden, die dreispitzige Hypocykloide, die 
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Cassinischen Kurven u. s. w.; zuletzt die von den Mathematikern fast ver- 
gessene Dür ersehe Muschellinie. — Der vierte Abschnitt wendet sich den 
speziellen algebraischen Kurven einer bestimmten Ordnung > 4 zu. — Der 
fünfte Abschnitt, in dem alle besonderen algebraischen Kurven beliebiger 
Ordnung behandelt werden, sucht sie möglichst unter dem Gesichtspunkt der 
Verallgemeinerung der Gleichungen niedrigeren Grades darzustellen. Es 
folgen der Reihe nach Untersuchungen über die Verallgemeinerungen der 
Kegelschnitte, über Kurven von vorgeschriebener Form, oder mit gewissen 
Symmetrieeigenschaften; u. s. w., endlich die Lissajousschen Kurven. — Im 
sechsten Abschnitt werden die transzendenten Kurven behandelt. Die Einteilung 
ist womöglich nach der Art der Probleme, welchen sie ihren Ursprung ver- 
danken, getroffen, wir erwähnen im besonderen hier als Hauptresultat, dafs 
viele dieser Kurven sich als „panalgebraische" erweisen, d. h. einer algebraischen 
Differentialgleichung erster Ordnung genügen. — Im siebenten Abschnitt 
endlich werden die (algebraischen oder transzendenten) „abgeleiteten Kurven" 
behandelt, also Evoluten, Parallelkurven, Brennlinien u. s. w. — Es folgt 
ein Rückblick über die historische Entwickelung; Namen- und Sachregister 
erleichtern die Benutzung des Werkes, und die 17 Figurentafeln, die bei- 
gegeben sind, zeigen uns anschaulich die zum Teil sehr seltsamen Formen 
der Kurven, die das 19te Jahrhundert dem 20ten als Erbteil hinterlassen hat. 

G. Lokia. 

Herr Paul Appell hat die Veröffentlichung einer zweiten, gänzlich 
umgearbeiteten Auflage seines Traite* de Mecanique rationelle begonnen. 
Der erste Band ist bereits erschienen. 

Ein nachgelassenes Werk von Joseph. Bertrand ist soeben unter 
dem Titel „Eloges academiques, nouvelle serie" erschienen. Es unifafst die 
Lobreden auf Poinsot, Cosson, Chasles, Cordier, Paris, Cauchj, Tisserand, 
und es enthält ferner Notizen über Vieta, Galilei, Papin, Clairant, Euler, 
d'Alcmbert und Lagrange, Abel, Galois, Faraday, Pasteur. Das Werk 
wurde von G. Darboux im Verlage vou Hachette veröffentlicht. 

George Howard Darwin [Professor an der Universität Cambridge], 
Ebbe und Flut, sowie verwandte Erscheinungen im Sonnensystem. 

Autorisierte deutsche Ausgabe nach der zweiten englischen Auflage von 
A. Pockels zu Braunschweig. Mit einem Einführungswort von Prof. Dr. 
G. von Neumayer, Wirkl. Geh. Adrairalitätsrat und Direktor der deut- 
schen Seewarte zu Hamburg, und 43 Illustrationen im Text. XXII, 344 S. 
Leipzig 1902, B. G. Tcubner. — Das Buch ist aus populären Vorlesungen 
hervorgegangen, die der Verfasser, der durch eigene Forschungen und 
Schriften als Autorität auf dem behandelten Gebiete bekannt ist, in Amerika 
gehalten hat. Es ist daher für weitere Kreise bestimmt und löst die Auf- 
gabe, die zum Teil überaus verwickelten Fragen ohne Anwendung mathe- 
matischer Entwickelungen klarzulegen, in ausgezeichneter Weise. Vielfach 
behandelt das Werk Gegenstände, die wohl bisher niemals in gemeinverständ- 
licher Form vorgetragen wurden, und es erschien deshalb nützlich, dasselbe 
auch dem deutschen Publikum durch Übersetzung bequemer zugänglich zu 
machen. — Nach einer Übersicht über die Erscheinungen der Ebbe und 
Flut des Meeres, der Seeschwankungen und der besonderen Flutphänomenc 
in Flufsmündungen, sowio der Beobachtungsmethoden werden in sehr an- 
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schaulicher, durch Figuren erläuterter Weise die fluterzeugenden Kräfte, die 
verschiedenen Theorien der Gezeiten, sowie die harmonische Analyse der- 
selben erörtert und die Herstellung von Gezeitentafeln erklart. Die folgen- 
den Kapitel sind geophysikalischen und astronomischen Fragen, die mit der 
Einwirkung der Gezeitenkräfte auf feste und flüssige Weltkörper zusammen- 
hängen, gewidmet; so der Frage nach der Starrheit des Erdkörpers, nach 
dem Einflufs der Gezeitenreibung auf Erdrotation, Mondbewegung und Ent- 
wicklung der Weltsysteme, und noch zahlreiche andere Probleme werden 
in anregender Weise besprochen oder gestreift. — Am Schlüsse der Kapitel 
findet man Hinweise auf die Originallitteratur und am Schlüsse des Buches 
ein alphabetisches Sach- und Autorenregister. 

2. Bücherschan. 

Appell, P., Cours de ineeanique a l'usage des candidats ä l'Ecole centrale des 
arts et manufactures. 8°. 275 p. Paris 1902. Fr. 7.50. 

Atti del secondo congresso dei professori di matematica delle scuole secondarie, 
tenuto in Livorno nei giorni 17 — 22 agosto 1001 ad iniziativa dell* associazione 
Mathesis. 8°. 200 S. Livorno 1902. L. 6.—. 

Brioschi, F., Opere mateinatiehe, pubblicate per cura del Comitato per le onor- 
anze a F. Brioschi. Vol. II. 4°. 456 pg. Milano 1902. L. 25. — . 

Curtze, Max, Urkunden zur Geschichte der Mathematik im Mittelalter und in der 
Renaissance. 1. Teil. 8°. X, 336 S. Mit 127 Figuren im Text. Leipzig 1902. .iL 16.-. 

Darwin, George Howard, Ebbe und Flut sowie verwandte Erscheinungen im 
Sonnensystem. Autorisierte deutsche Ausgabe nach der zweiten englischen Auf- 
lage von Agnes Pockels. Mit einem Einführungswort von Georg von Neu- 
mayer und 43 Illustrationen im Text. XXII, 344 S. 8°. Leipzig, 1902. 
B. G. Tcubner. Treis eleg. geb. J£ 6.80. 

Forsyth, A. R., Theory of differential equations. Part 3 (vol. 4): ordinary linear 
equations. 8°. 12 s. 6 d. 

Geifsler, K., Die Grundsätze und das Wesen des Unendlichen in der Mathematik 
und Philosophie. VIII, 417 S. 8°. Leipzig 1902. JC 14.—. 

Glaser, St., Untersuchung der Flächen 3. Grades, welche bei der Abbildung 
nach dem Prinzip der reziproken Radienvektoren wieder in sich selbst zurück- 
kehren. 1. Teil. Programm. 4°. 29 S. Berlin 1902. M 1.—. 

Goiirsat, E., Cours d'analyse mathematique. Vol. I: Perivees et difterentielles; 
integrales ddfinics; devcloppemcnt en serics; applicatious geometriques. 626 S. 
mit 52 Figuren. 8*. Paris 1902. v fC 17.—. 

Gross, Th., Kritische Beiträge zur Energetik. II. Hermann v. Helmholtz und 
die Erhaltung der Energie. 8°. Berlin 1902. & 3.50. 

Hammer, E., Per logarithmische Rechenschieber und sein Gebrauch. 2. Aufl. 
69 S. mit 9 Fig. Stuttgart 1902. JL 0.50. 

Hensel, Kurt und Georg Landsberg, Theorie der algebraischen Funktionen einer 
Variabein und ihre Anwendung auf algebraische Kurven und Abelsche Integrale. 
Mit zahlr. Fig. XVI, 708 S. 8°. Leipzig 1902, B. G. Teubner. Preis 28.—. 

Hertzer, H., Zehn Aufgaben für Parallelperspektive und parallelperspektivische 
Schattenkonstruktion. 6 Seiten mit 11 Tafeln. Berlin 1902. **C 0.75. 

Holzmttller, G., Elemente der Stereometrie. 3. Teil: Pie Untersuchung und 
Konstruktion schwierigerer Raumgebilde. Guldinsche Prehungskörper und 
Prehung8flächen mit ihren Verallgemeinerungen. Schraubenflächen, Röhren- 
flächen und ihre Verallgemeinerungen, nebst ihren Inversion s verwandten. 
Krümmungsiii) icn und isotherme Kurvenscharen auf diesen Flächen. Konforme 
Abbildungen. XII, 333 S. 8° mit 126 Figuren. Leipzig 1902 JC9.—. 
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Kinn, 0. A., Über die Transformation zweiten Grades der Thetafunktion. 16 S. 

4°. Sächsisch -Hegen 11)02. 
Kühler, J., Die Theorie der Knick-Elastizität und -Festigkeit. Mit 5 Figuren 

und 1 zweifarbigen Tafel. 29 S. 8°. Leipzig 1902. M. 1.50. 
Lorentz, H. A., Sichtbare und unsichtbare Bewegungen. Vorträge. Unter Mit- 
wirkung des Verfassers aus dem Holländischen übersetzt von G. Siebert. 

Mit 40 eingedruckten Abbildungen. 123 S. 8°. Braunschweig 1902. 3.—. 
Lorla, Spezielle algebraische und transscendente ebene Kurven, Theorie und 

Geschichte. Autorisierte, nach dem italienischen Manuskript bearbeitete 

deutsche Ausgabe von Fritz Schütte. Mit 122 Figuren auf 17 lith. Tafeln. 

XXI, 416 S. 8°. Leipzig 1902, B. G. Teubner. JL 26.—. 
Mitteilungen über Forschungsarbeiten auf dem Gebiete des Ingenieurwesens, ins- 
besondere aus den Laboratorien der technischen Hochschulen, herausgegeben 

vom Vereine deutscher Ingenieure. 4. Heft. III, 68 S. mit Abbildungen, gr. 8". 

Berlin 1902. JL 1.—. 
Schanz, M. v., Die neue Universität und die neue Mittelschule. Festrede zur 

Feier des 320jährigen Bestehens der Universität Würzburg. 52 S. 8°. JL 1— . 
Sclilimbach, A., Politische Arithmetik, insbesondere Zinseszins-, Sparkassen-, 

Renten-, Anleihe-, Kurs- und Rcutabilitätsrechnung nebst Faktorenzusammcn- 

stellung. 8°. 400 S. Frankfurt 1902. JL 10.—. 
Schoute, P. H., Mehrdimensionale Geometrie. 1. Teil. Die linearen Räume. 

Mit 65 Figuren und 335 Aufgaben. VIII, 295 S. 8". Leipzig 1902. M 10.- . 
Sehüttenhelin , A., Über eine besondere Art Cremomiseher Transformationen. 

47 S. 8°. Strasburg 1901. 
Thaer, A., Bestimmung von Gestalt und Lage eines Kegelschnitts aus einer 

Gleichung zweiter Ordnung ohne Koordinaten-Transformation. Mit einer Tafel. 

40 S. gr. 8°. 1902. geh. n. JL 1.40. 
Weierstrafs, Karl, Mathematische Werke. IV. Band. Vorlesungen über die 

Theorie der Abelschen Transcendenten. Bearbeitet von G. Hettner und J. 

Kuoblauch. XrV, 632 S. gr. 4°. Berlin 1902. JL 40.—. 
Wieleitner, H., Über die Flächen dritter Ordnung mit Ovalpunkten. 45 S. Mit 

einer Tafel. 8°. Speyer 1902. 
Wilhelm, J., Die Kegelschnitte mit einem gemeinschaftlichen Brennpunkt in ihrem 

Zusammenhang mit den Kreisen der Ebene. 40 S. 8". Strafsburg 1901. 

3. Zeitschriftenscliaii. 

(Von dem Inhalt der Zeitschriften werden nur die Aufsätze erwähnt, welche dem 
Gebiete der mathematischen Wissenschaften angehören.) 

Archiv der Mathematik und Physik. 3. Reihe, 3. Band, Heft 1,2. 

v. Kominerell, Gleichung und Eigenschaften von Röhrenflächen. — L. Grofs- 
mann, Neue Beziehungen aus dem Gebiete der Binoinialkoeffizienten. — F. J. 
Studnicka, Beitrag zur Lehre von den reziproken Gleichungen. — C. Köhler, 
Über die Klassifikation der Kurven und Flächen zweiten Grades. — A. Rotth, 
Physikalische Probleme der Gleichstrommaschine. — L. Ripert, Construction 
geometrographique de.s axes dune cllipse dont on connait, en grandeur et en 
position, deux diametros conjugues. -- ,T. Neuberg, Die Verwandtschaft zwischen 
einer Geraden und ihrem Lotpunkt in Bezug auf ein Dreieck. — K. Th. Vahlen, 
Über kubische Konstruktionen. — G. Hessenberg, Über Beweise von Schnitt- 
punktsätzen. — L. Heffter, Zur Theorie der Resultanten zweier linearen homo- 
genen Differentialgleichungen. — F. Gomes Teixeira, Sur la courbe äquipoten- 
tielle. — F. Eitting, Weiterer Beitrag zur verallgemeinerten Rösselsprungaufgabe. 
— G. Landsberg, Über eine Permutationsaufgabe. — Rezensionen. Vermischte 
Mitteilungen. 
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Bibliotheca Mathematica. III. Folge. 3. Band. 2. Heft. 

P. Tannery, Du röle de la musique grecque dans le developpement de la 
mathematique pure. — W. Schmidt, Zur Textgeschichte der „Ochümena- 4 des 
Archimedes. — W. Schmidt, Leonardo da Vinci und Heron von Alexandria. — 
A. Favaro, Una lettera inedita di Ticone Brahe. — G. Vacca, Notizie storiche 
sulla misura degli angoli solidi e dei poligoni sferici. — D. Schor, Simon Stevin 
und das hydrostatische Paradoxon. — G. Ene ström, Über den Ursprung der Be- 
nennung „Feilsche Gleichung". — S. Günther, Der Innsbrucker Mathematiker und 
Geophysiker Franz Zallinger. — G. Eneström, Wie soll ein Mathematiker-Ka- 
lender zweckmäfsig bearbeitet werden? — F. Müller, Zur Frage über die Ab- 
kürzungen der Titel mathematischer Zeitschriften. — G. Eneström, P. Tannery, 
Kleine Bemerkungen zur zweiten Auflage von Cantors „Vorlesungen über Ge- 
schichte der Mathematik". — G. Eneström, Vermischte historische Notizen. 
Über eine wiedergefundene Handschrift der Trigonometrie des Johannes Werner. 
Anfragen. Rezensionen. Neu erschienene Schriften. Wissenschaftliche Chronik. 

Journal für die reine und angewandte Mathematik. Band 124, Heft 4. 

L. Königsberger, Die Prinzipien der Mechanik für mehrere unabhängige Variable 
(Fortsetzung). — L. Fuchs, Über Grenzen, innerhalb deren gewisse bestimmte 
Integrale vorgeschriebene Vorzeichen behalten. — L. Schlesinger, Zur Theorie 
der linearen Differentialgleichungen im Anschlüsse an das Hiemannsche Problem. 

Mathematische Annalen. Band 56, Heft 2. 

A. Kneser, Beiträge zur Theorie und Anwendung der Variationsrechnung. 
(Zweiter Aufsat/..) — A. Mark off, Sur les formes quadratiques ternaires indefinies. 

— W. v. Dyck, Eine in den hinterlassenen Papieren Franz Naumanns vorge- 
fundene Rede von C. G. J. Jacobi. — H. Kühne, Simultaninvarianten zweier zu 
einander kontravarianter Systeme und ihre Anwendung auf die Biegung der 
Mannigfaltigkeiten. — G. Kolossoff, Ober eine Eigenschaft der Differential- 
gleichungen der Rotation eines schworen Körpers um einen festen Punkt im Falle 
von Frau S. Kowalewski. — W. Anissimoff, Note sur l'intcgration des equations 
differentiellcs au moyen des variables complexes. — J. Mollerup, Die Lehre 
von den geometrischen Proportionen. 

Monatshefte für Mathematik und Physik. XIII. Jahrgang, 3. u. 4. Vierteljahr. 

A.Schwarz, Untersuchungen über die Krümmung der Kegelschni tte.~ E. Ö k i n g - 
haus, Die mathematische Statistik in allgemeinerer Entwitkelung und Ausdehnung 
auf die formale Bevölkerungstheorie. — 0. Hiermann, Über die Bedingungen, 
unter denen eine ganze rationale Funktion mehrfache Nullstellen besitzt. — L. Klug, 
Einige Sätze über kollineare und ähnliche Felder. — Litteratur- Berichte. 

Zeitschrift fUr Mathematik und Physik. Band 47, Heft 3—4. 

H. E. Timerding, Die Bernoullische Wertetheorie. — D. Bobylew, Über 
das perimetri8chc Rollen eines Kreisels, dessen Schwerpunkt unter dein Unter- 
stützungspunkt c liegt. (Bearbeitet von Th. Friesendorff.) — J. Kübler, Noch 
einmal die richtige Knickformel. — F. Schuh, Die Horopterkurve. — J. Horn, 
Zur Theorie der kleinen endlichen Schwingungen von Systemen mit einem Freiheits- 
grad. — 0. Fischer, Über die reduzierten Systeme und die Hauptpunkte dei 
Glieder eines Gelenkmechanismus und ihre Bedeutung für die technische Mechanik. 

— 0. Unger, Über ein Konstruktiousprinzip und seine Verwertung bei der 
Schattenbestimmung an Drehflächen. — R. Mayr, Über Körper von kinetischer 
Symmetrie. — Kleinere Mitteilungen. Bücherschau etc. 

Bulletin of the American Matheinatical Society. 2 nd series, vol. VIII, No. 4—9 
(January — June 1902). 
E. Lemoine, Note on Mr. George Peirce's approximate construetion for n. 

— H. F. Stecker, Conceming the elliptic p (#,, ,- 3 , Z) tunetions ua coordinates 
in a line complex, and certain related theorems. — G. A. Miller, on the Abelian 
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groups, which are conformal with non-Abelian groups. — S. E. Slocum, The 
infinitesimal generators of certain parameter groups. — F. N. Cole, The eighth 
annual ineeting of the American Mathematical Society. — T. F. Holgate, The 
January meeting of the Chicago Section. — A. Ziwet, Vector analysis. — 
J. L. Coolidge, Euclid's elements. — F. Cajori, The application of the funda- 
mental laws of algebra to the multiplication of infinite series. — W. B. Fite, 

Concerning the clasg of a group of order p'" that contains an Operator of order 

//"~ a or p m ~~ 3 , p being a prime. — S. Epsteen, Proof that the group of an 
irreducible linear differential equation is transitive. — L. P. Eisenhart, Lines 
of length zero on surfaces. — E. Kasner, Some properties of potential surfaces. 

— W. F. Osgood, A modern English calculus. — E. Kasner, The February 
meeting of the American Mathematical Society. — S. E. Slocum, Note on the 
transformation of a group into its canonical form. — U. Dunkel, Some appli- 
cations of Green'a theorem in one dimension. — V. Snyder, On the forms of 
quintic scrolls. — E. V. Huntington, Simplified detinition of a group. — 
L. P. Eisenhart, Note on isotropic congruencee. — G. A. Miller, Kronecker's 
Lectures on the theory of numbers. — T. F. Holgate, The March meeting of 
the Chicago Section. — C. J. Keys er, Concerning the angles and the angular 
determination of planes in 4-space. — D. R. Curtiss, Note on the sufficient 
conditions for an analytic function. — J. M. Page, Scheffer's theory of surfaces. 

— K. B. Wilson, Some recent books on mechanics. — B. S. Eaaton, The 
Galois theory in Burnside and Panton's theory of equations. — F. N. Cole, The 
April meeting of the American Mathematical Society. — T. J. I'a. Bromwich, 
The infinitesimal generators of parameter groups. — T. J. Fa. Brom wich, On 
the parabolas (or paraboloids) through the points common to two given conics 
(or quadrics). — E. V. Huntington, A second detinition of a group. — G. A. 
Miller, Determination of all the groups of Order p n \ p being any prime, which 
contain the abelian group of order p m ~ and of type (1, 1, 1, . . .). — L. E. 
Dickson, A class of simply transitive linear groups. — D. N. Lehmer, Errors 
in Legendre's tables of linear divison. — E. W. Davis, Kiepert's calculus. — 
Shorter notices. Notes. New Publications. 

Nouvelles Annales de Mathematiques. 4 me Serie, t. II. Janvier— Jnin 1902. 

E. Picard, Une premiere leyon de dynamique. — Ch. Meray, Sur le de- 
placemcnt d'une figure solide. — Duporcq, Un hommage au Colonel Mannheim. 

— F. Fontene", Interpretation par l'aire d'un secteur gauche de rargument des 

fonetions — • — G. Fontene", Theoremes sur des courbea planes de genre un ou 

zero. — M. d'Ocagne, Sur la resolution nomographique des equations algebriques. 

— P. Stilckel, Sur 1'int^grale de Lejeune Dirichlet. — M. Godefroy, Sur la 
convergence de la serie hypergdomdtrique. — H. Laurent, Sur les groupes qui 
dependent de fonetions arbitraires. — A. B. Exercices et lectures sur les fonetions 
elliptiques. — Georges Lery, Sur les mouvements pour lesquels il existe 
plusieurs centres des aires. — Maurice d'Ocagne, Sur la courbe radiale de 
Houel. — Eugene Fabry, Sur une formule fondamentale des fonetions ellipti- 
ques. — Paul J. Suchard, Sur une loi de force centrale d^termine'e par la con- 
sideration de l'hodographe. — J. R^veille, Sur un Systeme articul^. — Georges 
Halley des Fontaines, Sur les eubiques planes. — Rouchd, Discours prononce 
a la ceremonie de T^cole polytechnique en l'honneur du colonel Mannheim. — 
R. Bricard, Sur Tarc de la lemniscate. — E. Duporcq, Sur certaines extensions 
du theoreme de Poncelet. — E. Lacour, Exemple de transformation birationnelle. 
H. Piccioli, Sur les helices cylindriques dont les normales principales ren- 
contrent une droite fixe. — E. Duporcq, Remarque sur la uote preeödente. — 
L. Desaint, Un theoreme g^ndral sur les surfaces de revolution. — Exercices de 
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preparation ä l'agregation (Faculte" des sciences de Lille). — P. Appell, Sur 
les expressiona des tensions en fonction des deformationa dans un milieu elastique 
homogene et isotrope. — C. Malt<5zos, Sur la chute des corps dans le vide et 
sur certaines fonctions transcendantes. — d'Ocagne, Sur les adjointes des di- 
rections normales d'une conique. — M. F rächet, Sur quelques proprietes de 
l'hypocyclolde a trois rebroussements. — E. Jaggi, Sur les zeros des fonctions 
entieres. — C. A. Laisant, Notice necrologique sur M. X. Antomari. — Green- 
hill, Le pendule simple sans approximations. — E. Duporcq, Sur les trans- 
formations de contact dans le plan. — V. Hioux, Nouvelle denionstration du 
theoreme de Feuerbach. — M. Bauer, Sur les congruences identiques. — Agr«'?- 
gation. Concours. Correspondance. Questions. Solutions. Bibliographie. 

Aus Yerschiedeuen Zeltschriften und Sammelwerken. H. Buchholz, 
Untersuchung der Bewegung vom Typus 2/3 im Problem der drei Körper und der 
„Hilda - Lücke" im System der kleinen Planeten auf Grund der Gyldenschen 
Störungstheorie. Mit 1 Textfigur. [Denkschriften der Mathematisch -Naturwissen- 
schaftlichen Klasse der Akademie der Wissenschaften zu Wien. Bd. LXX1I. 
Wien 1902.] — J. Collet, Sur l'integration d'une equation lineaire aux differen- 
tielles totales du premier ordre. [Annales de l'Universite de Grenoble. t. 13 
(1901)]. — P. Dunem, Sur la viscosite* magnctique. [Memoire* de la Societe des 
sciences physiques et naturelles de Bordeaux. 5 ,ul serie, t. ß; 1901.] — 0. Fischer, 
Das statische und das kinetische Mafs für die Wirkung eines Muskels, erläutert 
an ein- und zweigclenkigen Muskeln des Oberschenkels. [Abhdl. d. k. sächs. 
Gesellschaft der Wissenschaften. Math.-phys. Klasse. Bd. 27.] — T. Lorey, 
Die Mathematik in der Forstwissenschaft. Akademische Antrittsrede gehalten zu 
Tübingen am 19. Mai 1881. [Allgemeine Forstzeitung, Frankfurt a. M. 1902, 
S. 119—125.] — A. Sommerfeld, Beitrage zum dynamischen Ausbau der Festig- 
keitslehre. Vortrag. [Zeitschrift des Vereins Deutscher Ingenieure 1902,8.391 — 394. 
Physikalische Zeitschrift Bd. III, S. 26G— 271, 286— 291.] — M. Stuyvaert, 
Recherches relatives aux connexes de l'espace. [Memoires couronnes publies par 
l'Academie Royale des Sciences, des Lettres et des Beaux-Arts de Belgiquc. T. til. 
Bruxelles 1901— 1902.J 



4. Kataloge. 

Edward Arnold, London, A catalogue of scientific books. May 1902. 
Edward Arnold, London, General educational Catalogue. July 1902. 
Macmillan u. Bowes, 1, Trinity Street, Cambridge. Mathematical books at 

greatly reduced prices. 
Mitteilungen der Verlagsbuchhandlung B. (i. Tenbner in Leipzig. 35. Jahrgang. 

Nr. 1, 1902. Ausgabe A*. [Diese Mitteilungen erscheinen von jetzt ab in 

zwei Ausgaben; die erste (A) wird zweimal jährlich ausgegeben, die zweite (B) 

erscheint jährlich einmal, Ende August.] 



5. Bei der Redaktion eingegangene Schriften. 

[Titel, Preis u. s. w. der eingesandten Schriften werden hier regelmäßig veröffentlicht. 
Besprechungen geeigneter Bücher bleiben vorbehalten. Eine Rücksendung der ein- 
gegangenen Schriften kann nicht erfolgen.] 

Bonnegen, T., Analytiske Studier over ikke-Euklidisk geometri. 103 S. 8°. 
Kebenhavn 1902, Georg Chr. Ursins Efterfolger. 

Capelli, A., Istituzioni di analisi algebrica. 3* edizione con aggiunte delle lezioni 
di algebra complementare ad uso degli aspiranti alla licenza universitaria in 
scienze «siehe e matematiche. XIX, 714 S. 8°. B. Pellerano. Napoli 1902. 



Digitized by Google 



370 



Litterarisches. 



Darwin, George Howard, Ebbe und Flut sowie verwandte Erscheinungen im 
Sonnensystem. Autorisierte deutsche Ausgabe nach der zweiten englischen Auf- 
lage von Agnes Pockels. Mit einem Einführungswort von Georg von Neu- 
mayer und 43 Illustrationen im Text. XXII, 344 S. 8°. Leipzig, 1902. 
B. Ct. Teubner. Preis cleg. geb. JX. 6.8». 

EncyklopUdie der Mathematischen Wissenschaften. Band IV, 1, Heft2. [H.E.Timer- 
ding, Geometrische Grundlegung der Mechanik eines starren Körpers. A. Schönflies, 
Kinematik. Mit einem Zusatz von M. Grübler.] Leipzig, 1902. B. G. Teubner. 

Geifsler, K., Dio Grundsätze und das Wesen des Unendlichen in der Mathematik 
und Philosophie. VIII, 417 S. 8°. Leipzig, 1902. B. G. Teubner. Preis JL 14 — . 

(«ibbs, J. Willard, Elementary principles in Statistical mechanics, developed with 
especial referenee to the rational foundation of thermodynainies. XVIII, 207 S. 
8°. New York 1902, Charles Seribncr's Sons. 

Heiisel, Kurt und Georg Landsbcrg, Theorie der algebraischen Funktionen einer 
Variabein und ihre Anwendung auf algebraische Kurven und Abelsche Integrale. 
Mit zahlr. Fig. XVI, 708 S. 8°. Leipzig 19'j2, B. G. Teubner. Preis J(. 28.—. 

Hertzer, II., Zehn Aufgaben für Parallelperspektive und parallelperspektivische 
Schattenkonstruktion. 6 S. mit 11 Tafeln. Berlin 1902, Polytechnische Buch- 
handlung. Preis Jt 0.75. 

Loria, (»., Spezielle algebraische und transceudente ebene Kurven. Theorie und 
Geschichte. Autorisierte, nach dem italienischen Manuskript bearbeitete deutsche 
Ausgabe von Fritz Schütte. Mit 122 Figuren auf 17 lithographierten Tafeln. 
XXI, 774 S. 8°. Leipzig 1902, Ii. G. Teubner. Preis M. 26.—. 

Müller, Heinrich, Die Mathematik auf den Gymnasien und Realschulen. Zweiter 
Teil: Die Oberstufe. Ausgabe A: Für Gymnasien, zweite Auflage. XII, 311 S. 
8°. Leipzig 1902, B. G. Teubner. Preis JL 3.40. 

Müller, Heinrich, Die Mathematik auf den Gymnasien und Realschulen. Aus- 
gabe B: Für reale Anstalten und Refonnsehulen, unter Mitwirkung von Albeit 
Hupe. Zweiter Teil: Die Oberstufe. Abteilung I: Planimetrie, Algebra, 
Trigonometrie und Stereometrie. Zweite Auflage. VITI, 233 S. 8°. Leipzig 
19u2, B. G. Teubner. Preis JL 2.80. 

Musil, A. und J. A. Ewing, Grundlagen der Theorie und des Baues der Wärme- 
kraftmaschinen. Leipzig 1902, B. G. Teubner. Preis JL 20.—. 

Sehülke, A., Aufgaben - Sammlung aus der Arithmetik, Geometrie, Trigonometrie 
und Stereometrie nebst Anwendungen auf Astronomie, Feldmessung, Nautik, 
Physik, Technik, Volkswirtschaftslehre für <he oberen Klassen höherer Schulen. 
Mit 45 Figuren im Text. X, 193 S. 8°. Leipzig 190-', B. G. Teubner. Preis JL 2.20. 

Sehülke, A., Ergebnisse zu der Aufgaben -Sammlung. 90 S. 8°. Leipzig 1902, 
B. G. Teubner. Preis Jl. 1.C0. 

Thaer, A., Bestimmung von Gestalt und Lage eines Kegelschnitts aus einer 
Gleichung zweiter Ordnung ohne Koordinaten-Transformation. Mit einer Tafel. 
40 S. gr. 8°. 1902. geh. n. JL 1.40. 

Vaudeiiren,P., Ktude geometritpie des lignea et des surfaces en un point ordinaire. Re- 
presentation göometrique des derivees. 40 S. h°. Bruxelles. J. Lebegue & C*. 1902. 

Vollprecht, H., Das Rechnen, eine Vorbereitung zur allgemeinen Arithmetik. 
44 S. 8°. Leipzig 1902, B. G. Teubner. Preis JL 0.50. 

Weierslrafs, Karl, Mathematische Werke. IV. Band. Vorlesungen über die 
Theorie der Abelschen Tränscendenten. Bearbeitet von G. Hettner und 
J. Knoblauch. XIV, 032 S. gr. 4°. Berlin 1902, Mayer und Müller. Preis Jfc 40.-. 



Berichtigung. 

Jahresbericht XI, 8. 259. Z. 8—9 mufs es heifsen: „zum Professor der Mathe- 
matik am Queen'B College in Galway" statt „am St. Johns College in Cambridge". 



Digitized by Google 



Festrede zun 1 

V.»n. L <• ; -• :: 

■■i-i V- u 'f !.• I.;.. I ..in-: ' t Ii— ht r V- 

M'.'l I!!' 1 \ ; 1 1 ■ . ' H ■ ' • M 

l-.'i.'ii: rnivh üü-'i 1 ::•'<•'. »i «■!■■■. ;< • ••!lrt. :ii:v/.iifVi]iri- 
-l'.-r iiü: rili-'t i.st. N i » : .•« ll- l. r i k A ! <»• *»:;"■, -h; i ?V- ! 

•Uls Irl, ilt K.ir/.rJI XlIUVI. j!:J >< i;,. ! : %-,' i:'i.:;:u i-'.r 

im.-'-.- l'niv «.•(•> it;i« urnl f.".r u.wr L,i;- : .'i . :\i.;i-:v, •, 
< . 'ik-'vi in rii : . ur---;'-i«' /.<■,; /- : v k. < •• , 

.-<>; : : i: ■ ; i :'•■! j. 'Iii i T !:i V- ' l • / M ;:<■".. :■. '■ ! • 

j >>- :.i)^. v. .!•'•;!• :• t* : k i . u- >j;i>>\'-- n- 

'.'>!■!!;: <)t,r l;-. l'^rrt, j„ >t ,:,(.{. •ll-i' .L-ri (:••• ; ' <•:.: Ast> ' 

.\ -^!-:si|f in »lirsrr /••it i; i f * . •!:<• >.. • * 1 1 1 1 1 1 • ,~ 

!,-ti : j:i - : ir]i 1 1< -listen K> , j. , ':is»MHjii i-'ii. i.eiu. . 

'H:-! ' ' ;i i' i- h V , Ji'i'-ii (>•:-.:• ■ ; » » t 'II, 1 1 ; V: i ' r!,..- •-. 

! •<l' ll 7,'I/;:'A '* 11'! II. ['-Itc?" V 

• , ■'['.' \\ ;.. i!f > \ •"•:'-t"n i- •!«•-; . 

: .; : .-.!:r<> IT, (in* lni'iwv ! - * > • ! -il ' k. v-.;» 1 1 1 • 
/i ■! - , i'li Li ni (:•'').' . lT .i i ';.;.'(• < r L !■:■:< • :m;' 
Ii-' ; . ( ir I '.i -t •-. •(>•;•. -;i \ ■ > -i i-'! .: -- : i : • i"' 
k- ■ r i : 1 . An v\'o;i ,1;. .-«•»• !i- : . 

. rk in i-t t<-. li'i^v; v, :) , ;h |- , 
>:r-" i'-*.i-n M.tt'i. m.ii .k>'i* ;•••(• '/.•■■ ■'.'■■\- ■<< ■ 
A U < >-\ :',!,••• ni r K:;t '.i ii..i: 

.\ nl'f;;rll-;s. ..|kei« «-in.'s ! ■> !n«"> -i' 

= In iniit -i !:■• A ■ 'u;,. i^-i' !i --5 A 

r|»'iVl. ■>' Ol"' I 1 ■'•••.«:• ' .-II M.! : - v <. ii ' 



Festrede zum Abeljubiläum. 

Von L. Sylow in Christiania. 

Mit dem Bildnis Abels als Titelbild nach dem Aquarell von Görbitz im Besitze 
der Frau Thekla Lange, der Schwestertochter Abels. 

Ew. Majestät, 

Königliche Hoheit, 

Hochgeehrte Herren Delegierte, 
Meine Damen nnd Herren! 

Indem ich mich anschicke, den ehrenvollen Auftrag auszuführen, 
der mir erteilt ist, Niels Henrik Abels Gedächtnis dadurch zu feiern, 
dafs ich in kurzen Zügen an seine Bedeutung für die Wissenschaft, für 
unsre Universität und für unser Land erinnere, versetzen mich meine 
Gedanken in eine grofse Zeit zurück, die erfüllt war von gewaltigen 
sozialen und politischen Umwälzungen, aber auch reich an glänzenden 
wissenschaftlichen Ergebnissen. 

Die angewandte Mathematik hatte grofse und bedeutungsvolle 
Triumphe gefeiert, besonders auf den Gebieten der Astronomie und Physik. 
Aber gerade in dieser Zeit hatten die Mathematiker, namentlich ihre 
hauptsächlichsten Repräsentanten, die beiden gewaltigen Genies Gaufs 
und Cauchy, auch begonnen, ihre Blicke wieder den reinen abstrakten 
Theorien zuzuwenden. Sie leiteten hierdurch die grofse Bewegung 
ein, die während des gröfsten Teils des verflossenen Jahrhunderts fort- 
gedauert, die höhere Mathematik von Grund aus umgestaltet und sie 
zugleich um neue, gewaltige Gebiete umfassende Theorien bereichert 
hat, Gebiete, deren Ausdehnung frühere Zeiten nicht einmal ahnen 
konnten. An eben dieser Bewegung ist Niels Henrik Abel so 
wirksam beteiligt gewesen, dafs er jetzt und immerdar als einer der 
gröfsten Mathematiker aller Zeiten betrachtet wird und werden wird. 

Als Schüler der Kathedralschule zu Christiania erregte er die 
Aufmerksamkeit seines Lehrers durch die Leichtigkeit, mit der er 
mathematische Aufgaben löste. Abel mufste Aufgaben für sich allein 
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bekommen, wenn es überhaupt einen Sinn haben sollte, ihn mit Arbeiten 
dieser Art zu befassen. „Die Augen gingen ihm auf", wie er selbst 
sich später bei einer andern Gelegenheit ausgedrückt hat. In kurzer 
Zeit eignete er sieh alles an, was ihn dio Schule an Mathematik 
lehren konnte, und er bat seinen Lehrer, den nachmaligen Professor 
Holmboe, um weitergehende Unterweisung. 

Holmboe, der später einer seiner nächsten Freunde wurde, erteilte 
ihm darauf Unterricht in höherer Mathematik und studierte mit ihm drei 
umfangreiche Werke eines der gröfsten Mathematiker der Vergangen- 
heit, Eulers. Von da ab war der Lehrer wohl nicht mehr imstande, 
mit seinem Schüler Schritt zu halten. Im Jahre 1821 wurde Abel 
Student, und bald begann er, sich mit grofsen, von der Wissenschaft 
noch nicht gelösten Problemen zu beschäftigen. Auch an der Universität 
konnte er in seiner Wissenschaft nichts mehr lernen. 

Unsre Universität war neu gegründet, erat zehn Jahre alt, als sie 
das Glück hatte, diesen grofsen Denker in ihrer Mitte zu haben. Zur 
Zeit ihrer Gründung besafs das Land keinen Kreis von Gelehrten, aus 
dem man ihre Lehrer wählen konnte; man mufste sich damit begnügen, 
die kenntnisreichsten Männer zu wählen, die man fand. Es ist daher 
nicht zu verwundern, dafs es den zwei oder drei Männern, welche 
imstande waren, die ausserordentliche Begabimg des bescheidenen 
Studenten zu erkennen, schwer fiel, ihre Kollegen und die höheren 
Behörden von seiner Bedeutung zu überzeugen. Sein Los wurde, 
als ein vielversprechender Anfänger behandelt zu werden, dem man 
den Rat und die Anweisung erteilte, sich auf seinen künftigen Beruf 
durch bessere Aneignung der gelehrten Sprachen vorzubereiten, zu 
derselben Zeit, wo er thatsächlich im Begriffe war, die Grenzen seiner 
Wissenschaft zu erweitern. Uns erscheint das sonderbar; Abel verstand 
ja überdies Latein genug, um Euler und Gaufs zu lesen. 

Schliefslich wurde es doch durchgesetzt, dafs der junge Student 
zusammen mit andern hoffnungsvollen jungen Männern eine Staats- 
unterstützung erhielt, um sich durch einen zweijährigen Aufenthalt in 
Frankreich und Deutschland weiter auszubilden. Um den Gegensatz, 
der sich zwischen der Auffassung der höchsten Behörden und der 
Wirklichkeit geltend machte, noch besser zu zeigen, will ich eine 
Äufserung Abels über seinen ersten Berliner Aufenthalt anführen; er 
sagt: „Zwar habe ich auf dieser Reise von anderen nichts gelernt, abef 
ich habe dies auch keineswegs als den eigentlichen Zweck meiner Reisq 
angesehen. Bekanntschaften müssen doch wohl im Hinblick auf die 
Zukunft die Hauptsache sein." 

Das Ergebnis zeigte, dafs Abel Recht hatte. ; 
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In Berlin lernte er Crelle kennen und gewann in diesem einen 
Freund. Dieser Mann entschlofs sich gerade damals, eine mathematische 
Zeitschrift zu gründen, das allen Mathematikern wohlbekannte „Journal 
für die reine und angewandte Mathematik", zu dessen ersten und 
eifrigsten Mitarbeitern Abel gehört hat. Es wurde für ihn geradezu 
yon entscheidender Bedeutung, dafs er in Crelles Journal der mathe- 
matischen Welt seine Entdeckungen vorlegen konnte. 

Die ersten Monate des Aufenthaltes in Deutschland sind auch für 
die Entwicklung Abels eine höchst bedeutungsvolle Zeit. Es verhalt 
sich freilich so, dafs vieles von dem, was er geleistet hat, seine Wurzeln 
in einer früheren Periode seines Lebens hat, aber es kam jetzt etwas 
überaus Wichtiges hinzu: Kritik und Selbstkritik. Wieder „gingen ihm 
die Augen auf", wie er in seinen Briefen erzählt, diesmal nicht für 
seine eigne Begabung, sondern für die Mängel der älteren Mathematik. 
Er stürzte sich mit Leib und Seele in die schon begonnene Reform- 
bewegung, er wollte gröfsere Strenge und eine wissenschaftlichere 
Methode erreichen. Während er einen längst bekannten Satz, die 
Newtonsche Binominalformel untersuchte, geriet er in Erstaunen darüber, 
dafs man die Frage nach deren Konvergenz noch nicht erschöpfend 
behandelt hatte. Er füllte diese Lücke aus und bestimmte die Summe 
der Newtonschen Reihe in der gröfstmöglichen Allgemeinheit. Hierbei 
lieferte er zugleich wichtige Beiträge zur Lehre von den unendlichen 
Reihen überhaupt und insbesondere zu der von den Potenzreihen; 
und er bereitete so auf höchst wertvolle Weise die moderne Funktionen- 
theorie vor. Meiner Meinung nach zeigen seine Briefe, wenn man sie 
mit seinen Aufzeichnungen zusammenhält, dafs er eine Theorie von 
der Art der Weierstrafsschen Theorie der analytischen Funktionen 
vorausgeahnt hat. 

Aber Abels Lieblingsthema war doch die Theorie der algebraischen 
Gleichungen. Auch hier hatte man von Grund aus gearbeitet. Gauls 
und Cauchy hatten Beweise für den Fundamentalsatz der Algebra 
geliefert, wozu spätere Mathematiker nur wenig hinzuzufügen gehabt 
haben. Gaufs hatte aufserdem die Gleichungen erschöpfend behandelt, 
die sich an die Aufgabe der Teilung des Kreises in gleiche Teile 
knüpfen. Abel bewies die Unmöglichkeit, die Gleichungen höheren 
als vierten Grades auf allgemein giltige Weise mit Wurzelzeichen zu 
lösen, und brachte dadurch die Theorie der Gleichungen auf einen 
ganz neuen Standpunkt. Er nahm sich sodann vor, zu bestimmen, 
welche Gleichungen überhaupt auf diese Weise aufgelöst werden können, 
und er fand die wichtigsten allgemeinen Sätze auf diesem Gebiete. 
Aber der Tod hinderte ihn, seine Entdeckungen zu veröffentlichen, so 
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dafs sein Nachfolger Galois, einer der genialsten Geister des Jahr- 
hunderts, diese Entdeckungen von neuem machen niufste, denn Galois 
starh, bevor Abels gesammelte Werke zum ersten Male herausgegeben 
wurden. — Ferner war es Abel, welcher die Mathematiker zuerst 
lehrte, die Hilfsgröfse zu gebrauchen, die jetzt den Namen Galoissche 
Resolvente bekommen hat; Galois selbst hat ausdrücklich darauf auf- 
merksam gemacht, dafs der Gedanke von Abel herrührte. Endlich 
lehrte Abel die Klasse von Gleichungen aufzulösen, die jetzt seinen 
Namen trägt; seine übrigen Theorien gaben ihm reichlich Gelegenheit, 
diese Entdeckung anzuwenden und ihren Wert darzulegen. Aber 
ungleich bedeutungsvoller ist es, dafs die beiden zuletzt genannten 
Entdeckungen, die Galoissche Resolvente und die Theorie der Abelschen 
Gleichungen, für Galois die mächtigsten Hilfsmittel waren, als dieser 
der Gleichungstheorie ihre endgiltige Form verlieh und damit den Anstofs 
zur Entstehung der heutigen Gruppentheorien gab. 

Man weifs jetzt mit voller Sicherheit, dafs Abel nicht der erste Ent- 
decker der elliptischen Funktionen gewesen ist. Gaufs hatte diese Ent- 
deckung bereits gemacht, als Abel geboren wurde, aber nichts darüber 
mitgeteilt. Abel machte die Entdeckung von neuem, und er war es, 
dem die wissenschaftliche Welt zu allererst die Kenntnis dieser neuen 
Funktionen verdankt. Schon in seiner ersten Veröffentlichung darüber 
gab er alle wirklich fundamentalen Teile der Theorie. Hier bekam 
Abel nicht wie in der Theorie der Gleichungen einen unmittelbaren 
Nachfolger, sondern einen wirklichen Nebenbuhler, den zwei Jahre 
jüngeren Jacobi, der gleichzeitig seine ersten Resultate über die 
Transformation der elliptischen Funktionen veröffentlichte, einen Gegen- 
stand, den Abel noch nicht behandelt hatte. Ein Jahr lang nur dauerte 
der merkwürdige Wettstreit, der hierdurch eingeleitet wurde, denn 
Abels Leben währte nicht länger. Abels Genialität rief bei seinem 
Nebenbuhler Worte der Bewunderung hervor; in einem Briefe an den 
alten Mathematiker Legendre, dessen Arbeiten die Entdeckungen ver- 
anlafst hatten, schrieb Jacobi über eine von Abels Abhandlungen: „sie 
ist über mein Lob erhaben, wie über meine eigenen Arbeiten". Im 
Ganzen hat sich keiner der damaligen Mathematiker kräftiger zu Abels 
Ehre ausgesprochen als Jacobi. Die beiden grofsen Männer wufsten 
einander zu sehätzen, denn auch von Abels Seite liegen höchst an- 
erkennende Worte vor. Durch beider Arbeit wurde im Verlaufe von 
weniger als zwei Jahren eine wichtige und umfassende Theorie geschaffen, 
eine der schönsten in der Mathematik, die aufserdem von unberechenbarer 
Wichtigkeit für die Entwicklung der allgemeinen Funktionentheorie 
gewesen ist. 
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Endlich habe ich von der Integralrechnung zu sprechen. Diese 
war frühzeitig ein Gegenstand für Abels Forschung geworden. Wieder- 
holte Aufserungen in seinen Briefen zeigen, dafs er daran gedacht hat, 
ein besonderes Werk darüber herauszugeben, aber die äufseren Umstände, 
unter denen er lebte, und sein früher Hingang erlaubten ihm nicht, 
den Plan auszuführen. 

In seiner letzten Abhandlung über elliptische Funktionen hat er 
einiges von diesen Untersuchungen einHiefsen lassen; andres findet sich 
in einigen Arbeiten aus der Zeit vor seiner Reise, wieder einiges in 
späteren Aufzeichnungen. Auch hier war Ahel ein Bahnbrecher, der 
andern den Weg gewiesen hat. 

Aber eine seiner Entdeckungen auf diesem Felde hat er vollständig 
mitteilen können, ich meine das Abelsche Theorem. Durch dieses 
hat er sich selbst ein Denkmal gesetzt, dauerhafter als irgend eines 
aus Erz; wenn ich mich so ausdrücke, übersetze ich nur die Worte 
Legendres, der es ein „Monumentum aere perennius" nannte. Indem 
ich diesen Satz erwähne, erinnere ich zugleich an die schwierigen 
Untersuchungen, die sich daran knüpfen, und die erst eine viel spätere 
Zeit zu Ende zu führen vermochte, zu denen aber Abel selbst den ersten 
und wichtigsten Beitrag geliefert hat. Gleichzeitig erinnere ich damit 
an die ausgedehnte Theorie, die auf dieses Theorem als Grundlage 
aufgebaut ist: die Theorie der Abelschen Funktionen. 

Alle diese grundlegenden Entdeckungen hat Abel der Welt im 
Verlaufe von drei Jahren mitgeteilt und bevor er sein siebenundzwanzigstes 
Jahr vollendet hatte. Eine Reihe hervorragende Mathematiker haben 
zum grofsen Teil ihren Ruhm dadurch gewonnen, dafs sie ausführten, 
was Abel nicht hatte zu Ende bringen können, und dafs sie auf der 
Grundlage weiterbauten, die er gelegt hatte. Beschränke ich mich 
darauf, die hervorragendsten unter denen zu nennen, deren Wirksamkeit 
bereits abgeschlossen ist: Jacobi, Galois, Riemann, Weierstrafs, Hermite, 
Kronecker, so habe ich die Fruchtbarkeit der Ideen Abels zur Genüge 
gekennzeichnet. 

Mit seinem Genie verband Abel einen hohen Grad von persönlicher 
Liebenswürdigkeit. Seine Anspruchslosigkeit und Bescheidenheit bildeten 
einen hervortretenden Zug in seinem Charakter. Crelle, der ihn so 
gut kannte, sagt in seinem Nachrufe, dafs eine so grofsc Bescheidenheit 
in diese Welt vielleicht nicht pafst. Sie mag wohl auch als Schwäche 
aufgefafst worden sein. Aber obgleich er während seines ganzen 
Lebens auf der einen Seite mit beinahe verzweifelten ökonomischen 
Verhältnissen zu kämpfen und auf der andern Seite hier in 
seiner Heimat unter dem Mangel an Verständnis für seinen Wert zu 
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leiden hatte, ging er doch seinen Weg gerade fort, ohne sich abschrecken 
zu lassen. Mir scheint, er hat dadurch eben eine Charakterfestigkeit 
bewiesen, welche die gröfste Anerkennung verdient. 

Seine warme Vaterlandsliebe, seine zärtliche Fürsorge für seine 
Angehörigen erscheinen in seinen Briefen im hellsten Lichte. Obgleich 
Crelle widerholte Versuche machte, ihn in Berlin zurückzuhalten, war 
er nicht zum Bleiben zu bewegen. Erst als es offenbar geworden war, 
dafs er an unsrer Universität nicht auf eine feste Stellung rechnen 
konnte, gab er widerstrebend die Zusage, eine Berufung nach Berlin 
anzunehmen. Die Mitteilung, dafs diese Berufung wirklich ergehen 
würde, war zwei Tage nach seinem Tode geschrieben. — 

Das war sein Los. Aber er ist Norwegens gröfster Forscher, 
unsrer jungen Universität gröfste Ehre. Sein Ruf ist weit über unser 
Land und über seine Zeit hinausgedrungen. 

Die zahlreiche Versammlung der hervorragendsten Gelehrten aller 
Länder, die uns die hohe Ehre erwiesen haben, hierher zu kommen, 
um mit uns sein Gedächtnis zu feiern, ist uns ein kostbares Zeichen 
dafür, wie hoch sein Name und sein Wirken noch heute geschätzt 
werden. 

Schon vor einer Reihe von Jahren hat eine skandinavische Natur- 
forscherversammlung hier in Christiania beschlossen, dafs bei Gelegenheit 
der hundertsten Wiederkehr seines Geburtstages für Abel ein Denkmal 
errichtet werden sollte. Es ist allerdings nicht gelungen, den Beschluß 
zu der beabsichtigten Zeit auszuführen, aber die Errichtung des 
Monumentes ist gesichert. In einiger Zeit wird sich ein Denkmal 
Abels erheben, als ein mahnendes Zeichen für kommende Geschlechter. 



Anfänge und Entwicklung der neueren Auffassungen 
der Grundlagen der Geometrie. 

Von Greg oiuo Ricci in Padua. 

Antrittsrede zum Beginn des Unterricbtsjahrc8 1901—1902, 
gehalten am 5. November 1901. 

Im siebzehnten Jahrhundert eröffnete den exakten Wissenschaften 
die Entdeckung der analytischen Geometrie durch Fermat und Car- 
tesius und der Infinitesimalrechnung durch Cavalieri, Newton und 
Leibniz neue Gebiete, deren Horizonte sich immer mehr erweitern, 
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lind lieferte ihnen Werkzeuge, deren Wirksamkeit mit dem Gebrauche 
immer stärker wird. Jene Disziplinen sind zwar, was die Grundzüge ihrer 
äufseren Anordnung und das Wesen ihrer Forschungsmittel betrifft, so 
geblieben, wie sie die grofsen Meister geschaffen haben, allein das edle 
Gebäude ist beständig höher geworden, und es sind neue glänzende 
Bauten hinzugekommen, während gleichzeitig seine Fundamente ver- 
stärkt wurden, zum Vorteil nicht nur der Sicherheit, sondern auch 
der Anmut und der Würde. 

Das Jahrhundert, das jenem folgte und das in Wahrheit das 
goldene Jahrhundert der Mathematik gewesen ist, hat ausschliefslich 
der Aufgabe gedient, die mächtigen Hilfsmittel in Gebrauch zu nehmen, 
die es ererbt hatte; man wird es das Jahrhundert der Anwendungen 
und der Fortschritte der infinitesimalen Analysis zu nennen haben. 
Euler und die Bernoulli, Laplace, Monge, Riccati in der reinen 
Analysis, unser grofser Landsmann Lagrange mit der Begründung 
der analytischen Mechanik genügen, um ihm in der Geschichte der 
Mathematik eine ausgezeichnete Stelle zu sichern, obwohl es tiefer als 
das siebzehnte Jahrhundert steht; man hat schon bemerkt, dafs es im 
geistigen Leben der Völker ebenso zugeht, wie in dem der Einzelnen: 
auf einen Zeitraum grofser und fruchtbarer Thätigkeit folgt immer 
einer der Ruhe und Sammlung und auf diesen ein anderer, in dem 
die aufgehäuften und schlummernden Energien sich in einer neuen 
Blüte unerwarteter und wunderbarer Entdeckungen offenbaren. 

So hat das neunzehnte Jahrhundert nicht nur, wie zu er- 
warten war, in weitestem Mafse das Werk des achtzehnten fort- 
gesetzt und weiter geführt, sondern es hat auch Theorien und An- 
wendungen entstehen und rasch wachsen sehen, die völlig neu waren 
oder von denen es doch wenig mehr als die Anfänge vorgefunden hatte. 

Die Zahlentheorie, die im siebzehnten Jahrhundert Fermat und 
Pascal zu Ehren gebracht hatten und die im achtzehnten von Euler, 
Lagrange und Legendre weiter ausgebildet worden war, hat in 
Gaufs, Dirichlet und Kronecker Pfleger gefunden, die ihrer Vor- 
gänger würdig waren. Jedoch ist Gaufs, dessen Namen die ganze 
mathematische Produktion der ersten Hälfte des Jahrhunderts beherrscht 
hat und der zu dieser Zeit mit Recht Vrinccps maihematicontm genannt 
wurde, der Urheber des bewunderungswürdig fruchtbaren Begriffes der 
komplexen Zahl. Dieser Begriff' ermöglichte es, die Theorie der al- 
gebraischen Gleichungen auf eine sichere Grundlage zu stellen. Auf 
ihm beruht die ganze glänzende Theorie der analytischen Funktionen, 
die durch Cauchy und Abel, Jacobi und Riemann eine rasche 
und wunderbare Entwicklung fand und gegen Ende des Jahrhunderts 
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durch Karl Weierstral's eitle neue und geniale Umwandlung erfuhr. 
Aus der weiter fortgeschrittenen und vervollkommneten analytischen 
Mechanik ging, besonders durch das Verdienst von Fourier, Laplace 
und Poisson, die mathematische Physik hervor, die durch Neumann, 
Betti und Beltrami gefordert und ausgedehnt wurde. 

Evariste Galois brachte gänzlich neue Gesichtspunkte in das 
Problem der Lösung der algebraischen Gleichungen und in die Theorie 
der Substitutionsgruppen, die Cauchy kaum gestreift hatte. Durch 
die Entwicklung, die sie später erfuhr, hat diese einen überwiegenden 
Einflufs auf die Mathematik zu gewinnen begonnen. Zum Unglück 
für ihn selbst und für die Wissenschaft war in Galois mit ungewöhn- 
licher Begabung ein ungezähmter, beinahe wilder Charakter verbunden, 
der ihn zu einem Zweikampfe trieb, in dem er blieb, in so trauriger 
Weise dahingerafft mit zwanzig Jahren. Wenn er länger gelebt hätte, 
würde die Geschichte unserer Wissenschaft in dem abgelaufenen Jahr- 
hundert, so ruhmreich wie sie ist, es noch mehr geworden sein; denn 
wenn er, wie mit Recht bemerkt wurde, unter den grofsen Geometern 
seiner Zeit seinesgleichen hatte, so hat ihn doch niemand an Genialität 
und Tiefe der Ideen übertroffen. 

Ein Verdienst des neunzehnten Jahrhunderts ist es auch gewesen, 
dafs Chasles und Poncelet, Steiner und v. Staudt die synthetische 
Geometrie zum höchsten Gipfel erhoben, die in den langen Schlaf zu- 
rückgefallen war, aus dem sie im siebzehnten Desargues und Pascal 
erweckt hatten. 

Allein es besteht einer der gröfsten Ruhmestitel des Jahrhunderts, 
dem angehört zu haben für uns eine Ehre ist, in den exakten Wissen- 
schaften meiner Ansicht nach darin, dafs es eine Ära von Unter- 
suchungen abgeschlossen hat, die allzulange die Qual der Geometer 
gebildet hatten. Es ist allbekannt, dafs diese sich seit dem Altertum 
vergeblich mit drei klassischen Problemen abgemüht haben, deren 
Lösung sie allein mit den Werkzeugen der elementaren Geometrie, 
mit dem Lineal und dem Zirkel, erreichen wollten. Die Anwendung 
der Algebra auf die Geometrie hatte jenen Problemen ein analytisches 
Ansehen und Kleid gegeben und den Weg vorbereitet ihre Natur 
besser zu durchdringen und die ihnen innewohnenden Schwierigkeiten 
genau zu erkennen. Da es sieh jedoch darum handelte gewisse Glei- 
chungen aufzulösen, konnten allein die neuen Theorien in betreff der 
algebraischen Gleichungen dahin führen die Unzulänglichkeit der Hilfs- 
mittel, die man zuerst angewandt hatte, unzweifelhaft festzustellen und 
dafür andere, geeignetere anzugeben. So erkannte man, dafs die be- 
ständig erneuten Anstrengungen der Geometer infolge der Unzulänglich- 
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keit der Werkzeuge, die sie angewandt hatten, stets vergeblich ge- 
blieben waren, und konnte Werkzeuge angeben, welche die ersehnten 
Lösungen lieferten. Wenn die Dreiteilung des Winkels und die Ver- 
doppelung des Würfels durch verhältmsmäfsig einfache Hilfsmittel er- 
reicht werden konnten, so erwies sich das Problem der Quadratur des 
Kreises als von unvergleichlich höherer Natur, und die Ergebnisse, die 
sich darauf beziehen, wurden mit vollem Recht zu den wichtigsten 
Errungenschaften der mathematischen Analysis im verflossenen Jahr- 
hundert gerechnet. 

Es giebt jedoch ein anderes Problem, das, nachdem es die Geo- 
raeter mehr als zwanzig Jahrhunderte gequält hatte, seine nuumehr 
endgültige und unerschütterliche Lösung in dem Jahrhundert gefunden 
hat, dessen Ende wir vor wenigen Monaten sahen. Auf dieses Problem 
möchte ich Ihre Aufmerksamkeit besonders deshalb lenken, weil das 
Interesse, das es erweckt, weit über die enge und abgeschlossene Welt 
der Mathematiker hinausgeht. Wenn die Wichtigkeit einer Eroberung 
des Intellekts nicht mit dem armseligen Mafsstabe des materiellen 
Nutzens gemessen werden darf, den die Menschheit daraus unmittelbar 
ziehen kann, sondern vielmehr nach den überwundenen Schwierigkeiten 
und nach der erhabenen Befriedigung, die daraus hervorgeht, so 
trage ich kein Bedenken zu behaupten, dafs die Eroberung, von 
der ich hier spreche, weit über viele andere gestellt werden mufs, 
die bei der grofsen Menge den Ruhm des neunzehnten Jahrhunderts 
bilden. 

Vielleicht giebt es in der Wissenschaft kein wegen seines Alters 
verehruugswürdigeres Gebäude, das weniger durch die Ungunst der 
Zeiten gelitten und das mehr Bewunderung und Lobsprüche geerntet 
hätte, als die Elemente der Geometrie, die von einem Geomcter der 
Alexandrinisehen Schule verfafst sind, der drei Jahrhunderte vor unserer 
Zeitrechnung gelebt hat, von Euklid. Sein Name bedeutet für alle 
den Patriarchen der Geometrie, und wenn die ihm am nächsten 
stehenden Geometer von ihm ein moralisches Bild entworfen haben, 
das bei uns die gröfste Sympathie erweckt, so haben alle, die ihm 
gefolgt sind, sieh seiner Schule angeschlossen, und auch die gröfsten 
unter ihnen haben von Euklid mit der Verehrung eines Schülers ge- 
sprochen und geschrieben. 

Der unübertroffene Erfolg seines Werkes ist wohlverdient durch 
die ihm eigene Schönheit, die hervorgeht aus der Anordnung und Ver- 
kettung der Lehrsätze, der Einfachheit und Strenge der Beweise, der 
Nüchternheit der Entwickinngen. Denn das grolse Verdienst Euklids 
besteht gerade darin, dafs er alles Uberflüssige vermeidet und mit im- 
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angreifbarer logischer Strenge aus wenigen Grundsätzen die ganze 
Geometrie herleitet. 

Wenn seine Deduktionen niemals Anlafs zu ernsten Angriffen ge- 
geben haben, so hat doch einer der fundamentalen Sätze der ganzen 
Euklidischen Geometrie seit dem Altertum Einwendungen, ja Tadel 
erfahren. Es ist derjenige, der in verschiedenen Ausgaben der Elemente 
unter dem Namen des elften oder dreizehnten Axioms erscheint, und 
auch unter dem anderen der fünften Forderung, den ich vorziehe; 
durch ihn wird angenommen, dafs man durch einen Punkt zu einer 
Geraden nur eine einzige Parallele ziehen kann. 

Gegenwärtig hält man allgemein dafür, dafs Euklid sich über die 
Schwäche dieses einen Ecksteins seines Gebäudes klar gewesen ist; 
das beweist die Thatsache, dafs er es so weit als möglich vermeidet, 
«ich dieser Forderung zu bedienen. Vielleicht hat er auch zuerst ver- 
geblich versucht, der Forderung die Fassung eines Lehrsatzes zu geben, 
indem er sie aus den anderen, von ihm angenommenen Grundsätzen 
herleitete, und hat später ihre wahre Natur erkannt als die einer 
Hypothese, die auf der Anschauung beruht und die deshalb zulässig 
ist, weil sie auf keinen Widerspruch führt und die daraus gezogenen 
Folgerungen von der Anschauung durchaus bestätigt werden 1 ). Gerade 
deshalb möchte ich glauben, dafs er das Prinzip unter die Forderungen 
gestellt hat. nämlich unter die Lehrsätze, die den Charakter von Hypo- 
thesen haben, und nicht unter die Axiome, die wahr sind, weil ihre 
Evidenz sich auf die Sätze von der Identität und dem Widerspruche 
gründet. 

Wie dem auch sei, der Mangel an Evidenz bei diesem Lehrsatze 
und die Thatsache, dafs gerade Euklid es für notwendig gehalten 
hatte, andere Lehrsätze zu beweisen, die einen anschaulicheren Charakter 
als jener haben, bewirkte, dafs man bald das auszufüllen suchte, was 
beim ersten Anblick als eine Lücke erschien. Wenn man aber diese 
Aufgabe für leicht und das Gelingen für unfehlbar gehalten hatte, so 
kamen rasch die Enttäuschungen, die unfehlbar allen Wiederholungen 
des Versuches gefolgt sind. 

Proclus, ein Kommentator der Elemente, der im fünften Jahr- 
hundert unserer Zeitrechnung lebte, hat schon einige Beweisversuche 
der Forderung aufgezählt und nachdem er ihre Falschheit nacfr 
gewiesen hatte, sieh eingebildet, die Schwierigkeit überwunden zu 
haben; sie zeigt sich jedoch auch bei dem von ihm vorgeschlagenen 



I i Yernrl. Mansion, Sur lc$ jiostuluis et lex (uioines d'Euclide. Annales d0 
la Jodete scieutifique de Bruxelles H s . 1889— 181K>. 8. 33—45. 
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Wege, indem nur der äufsere Anschein verändert ist. Nachdem die 
Pflege der Mathematik durch die Araber erneuert worden war, erneuerten 
sich auch sofort die Versuche; besonders bekannt ist der Versuch von 
Nasir Eddin, der im dreizehnten Jahrhundert gelebt und eine neue Aus« 
gäbe der Elemente in arabischer Sprache verfafst hat. Im sechzehnten 
Jahrhundert widerlegte der Pater Clavius, dem später Borelli gefolgt 
ist, den Beweis des Proclus und versuchte die Schwierigkeit zu um- 
gehen, indem er eine neue Erklärung des Begriffes des Parallelismus 
gab; implicite setzt er aber einen Lehrsatz voraus, der nicht evidenter 
ist, als der, um dessen Beweis es sich handelt. 

So viele Mifserfolge machten die Geometer, statt sie zu ermüden, 
nur noch hartnäckiger in ihrem Vorhaben. Im sechzehnten Jahrhundert 
wuchs das Interesse für Euklid bis zu dem Punkte, dafs Sir Henry 
Savile, nachdem er selbst einen Kursus von Vorlesungen über Euklid 
an der Universität zu Oxford gehalten hatte, einen noch jetzt bestehenden 
Lehrstuhl gründete, dessen Inhaber er die Verpflichtung auferlegte, all- 
jährlich wenigstens eine Vorlesung über die Elemente zu halten. Einer 
dieser Savilianisehen Professoren, Wallis, hat in einer Vorlesung vom 
Jahre 1663 einen wichtigen Punkt der Parallelentheorie ins Klare ge- 
bracht, nämlich die notwendige Verknüpfung zwischen der fünften 
Forderung und der Existenz ähnlicher Figuren. 

Binnen kurzer Zeit vervielfachten sich die Versuche die fünfte 
Forderung zu beweisen soweit, dafs in einer 1763 veröffentlichten 
Dissertation 1 ) beinahe dreifsig geprüft und widerlegt wurden. Wenn 
sie nicht auf Sophismen beruhen, lassen sie die Forderung von einem 
Lehrsatze abhängen, der beim ersten Anblick als eine Kleinigkeit 
erscheint, die man leicht zulassen darf; wenn man aber genau nach- 
sieht, ist sie gleichbedeutend mit dem Lehrsatze, den man erweisen 
soll 2 ). Schliefslich erscheint die Schwierigkeit, nachdem man sie von 
allen Seiten angegriffen hat, als unauflösbar. So kam es, dafs ein Ge- 
fühl der Ermüdung und des Zweifels an dem Nutzen und der Mög- 
lichkeit des Unternehmens sich unter den Geometern am Anfange des 



1) Die Dissertation , von der gesprochen wird, bat den Titel: Conatuum 
praecipmrum theoriam parallelarum demonstrandi rccensio, quam publico examini 
submittunt Abrah. Gotthelf Kästner et auctor respondens Georgius Simon Klügel. 
Göttingen 1763. 

2) Das, was etwa noch zu erweisen übrig ist, sagt Lambert, scheint an- 
fangs eine Kleinigkeit zu sein; aber diese anscheinende Kleinigkeit, soll sie nach 
aller Strenge berichtigt werden, ist, wenn man genau nachsieht, immer die 
Hauptsache selbst; gewöhnlich setzt sie den Satz, oder einen ihm gleichwertigen, 
voraus, den man eben erweisen soll. 
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neunzehnten Jahrhunderts verhreitete. Und dennoch war diesem Jahr- 
hundert der Ruhm vorbehalten, die Verzauberung zu lösen, in der 
mehr als zweitausend Jahre die Geometer, auf Euklids vielleicht nicht 
richtig verstandenes Wort schwörend, hartnäckig darauf bestanden 
hatten, als notwendige Wahrheit anzusehen, was nur eine Hypothese 
ist, die bis jetzt durch die Beobachtung gerechtfertigt wird. 

Was war der Ursprung dieses Vorurteils und wie konnte es so 
tiefe Wurzeln fassen? Geht es vielleicht auf Euklid zurück oder ent- 
stand es später unter dem Einflüsse einer neuen philosophischen 
Schule? Welches Verdienst hatten bei dem Siege über jenes Vorurteil 
die vorwiegenden Ideen in der Philosophie während des achtzehnten 
Jahrhunderts und im besonderen diejenigen Immanuel Kants über die 
Natur und den Ursprung des Raunibegriffs und der Grundlagen des 
Geometrie? 

Das sind die Gesichtspunkte, unter denen eine bescheidene Frage 
der elementaren Geometrie im Zusammenhange steht mit der ganzen 
Geschichte des philosophischen Denkens von mehr als zwanzig Jahr- 
hunderten und mit den schwierigen und sinnreichen Theorien, die sich 
auf die Ursprünge und Fortschritte der menschlichen Erkenntnis be- 
ziehen. Darin besteht ihr gröfstes Interesse, denn ich bin der Ansicht, 
dafs zum richtigen Verständnis der Art, wie unsere Sinne und unser 
Intellekt funktionieren, nichts nützlicher ist, als sich über die Verhält- 
nisse Rechenschaft zu geben, die bei der Erwerbung der mathematischen 
Erkenntnisse stattfinden, bei ihnen ist es nämlich, wie mir scheint, 
dem Menschen vergönnt, das gröfste Mafs von Strenge und Gewifsheit 
zu erlangen. Im besonderen gilt das von den Erkenntnissen, die sich 
auf den Raum beziehen vermöge des besonderen Charakters der Geo- 
metrie, dai's sie, was ihre Grundsätze anbetrifft, Erfahrungswissenschaft 
ist, was ihre Methoden aber angeht, rein deduktive Wissenschaft. 
Auch erscheint mir, was mir meine Kollegen von der philosophischen 
Fakultät nicht übel nehmen mögen, der Umstand, dafs eine Frage 
noch in Nebel gehüllt erscheint, die es für die Geometer nicht mehr 
ist, zum Teil davon herzurühren, dafs man statt in den fundamentalen 
Theorien der Geometrie den Prüfstein für die verschiedenen philo- 
sophischen Theorien zu suchen, die sich das Feld streitig machen, 
mittels dieser sich über jene Rechenschaft zu geben versucht hat. 

Wie dem auch sei und ohne mir einen Einbruch in ein fremdes 
Gebiet anzumafsen, darf ich das eine behaupten, dafs die eigentümlichen 
Umstände, die den Sieg der neuen geometrischen Anschauungen be- 
gleitet haben, in unwiderleglicher Art zu beweisen scheinen, dafs sie 
von weit verbreiteten und herrschenden Ideen herstammen; sie stellen 



Digitized by Google 



Anfänge u. Entwicklung d. neueren Auffassungen d. Grundlagen d. Geometrie. 3S0 

sich jetzt als das naturgemäfse Ergebnis der Auffassungen dar, die von 
Bacon und Galilei in die Wissenschaft eingeführt worden sind und dann 
in ihr sichere Herrschaft gewonnen haben. Und wenn wir uns erinnern, 
dafs dieselben Wissenschaften, die sich jetzt Schritt für Schritt durcli 
die Beobachtung und durch die Erfahrung begleiten lassen, noch bis 
vor wenigen Jahrhunderten als rein rational angesehen wurden, dann 
werden wir uns nicht mehr darüber wundern, dafs dieses Vorurteil bei 
der Geometrie längeren Widerstand geleistet hat. Wir begreifen leicht, 
dafs Grundlagen der Geometrie, da diese zum Gegenstande die Gesetze 
der Ausdehnung, d. h. einer physischen Eigenschaft der Körper, hat, 
experimental sein müssen; es ist aber auch nicht schwer, sich Rechen- 
schaft von den Gründen zu geben, die auf diesem Gebiete den Sieg 
der Wahrheit so lange verzögert haben. Die anderen physikalischen 
Erscheinungen sind so verwickelt, dafs die Bestimmung ihrer Gesetze 
lange und oft schwierige Beobachtungen erfordert, die nicht ein jeder 
von uns in einem jeden Augenblicke anstellen kann; sie sind auch 
meistens so beschaffen, dafs die Gesetze eine Abänderung erleiden 
können, wenn die Bedingungen der Versuche abgeändert werden. Da- 
gegen sind die Erscheinungen, welche die Ausdehnung betreffen, sehr 
einfach und erfordern höchstens ganz einfache Versuche, die wir uns 
schliefslich ersparen, indem wir uns damit begnügen, die Prüfungen 
in Gedanken anzustellen, und, was sehr wichtig ist, wir können auf sie 
keine Einwirkung ausüben, die sie abzuändern vermöchte. Daraus ist 
unsere besondere Fähigkeit hervorgegangen, die man Raumanschauung 
nennt; ohne dafs wir zu Messungen greifen müfsten, perzipieren wir 
dadurch fast instinktiv die Erscheinungen und die fundamentalen Ge- 
setze, die den Raum beherrschen. Eine Fähigkeit, die gleichzeitig 
nützlich und gefährlich ist, da uns dadurch jene Erscheinungen be- 
ständig in einer einzigen und bestimmten Weise gegenwärtig sind, und 
wir so veranlafst werden zu glauben, dafs nicht nur die Wirklichkeit 
unserer Anschauungsart entspreche, sondern auch, dafs sie nicht davon 
verschieden sein könne. Das ist der Grund, warum wir Schwierigkeit 
haben uns vorzustellen, dafs der Raum eine Zusammensetzung und 
Eigenschaften haben könne, die von denen verschieden sind, die sich 
aus einer ersten und oberflächlichen Untersuchung ergeben, während 
wir gar keine Schwierigkeit darin finden z. B. anzunehmen, dafs die 
Gesetze der Brechung andere sein könnten, als diejenigen, die die Be- 
obachtung offenbart, und sogar die Erscheinung des Falles schwerer 
Körper als etwas nicht logisch Notwendiges zu erkennen. Wir ver- 
wechseln das, was unmöglich ist, durch den Widerspruch, der es ver- 
neint, mit dem Unvorstellbaren, d. h. mit demjenigen, wovon unsere 
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Phantasie sich deshalb kein repräsentierendes Bild machen kann, weil 
die Sinne ihr dazu nicht den Stoff liefern. Hierin liegt anch in 
vielen Fällen die Erklärung der Täuschungen, die diejenigen erlitten 
haben, welche die Forderung bewiesen zu haben glaubten, indem sie 
gezeigt hatten, dafs die Verneinung der Forderung zu Folgen führt, 
die nicht bereits logisch falsch, sondern nur mit der Vorstellung 
in der Phantasie, die wir uns vom Räume gebildet haben, unverein- 
bar sind. 

Sobald diese Zweideutigkeit beseitigt ist, macht es keine Schwierig- 
keit die Frage genau zu formulieren und die Möglichkeit anderer 
Lösungen zuzulassen aufser derjenigen, die von der Euklidischen Geo- 
metrie geliefert wird. Wenn man bei einer solchen Frage den Cha»- 
rakter der Hypothese erkannt hat, drängt sich unserem Geiste natur- 
gemäfs die Frage auf, ob diese die einzige ist, die sich vereinigen läfst 
mit den Ergebnissen nicht einer ersten und oberflächlichen Beobachtung, 
wie sie die Raumanschauung liefert, sondern einer genauen Beobachtung, 
die der Prüfung einer strengen und vorurteilslosen Kritik unterworfen 
wird. Wer alsdann überlegt, dafs unsere Beobachtungen nicht über 
einen Teil des Raumes hinausgehen, der gegenüber seiner Unermefslicht 
keit sehr klein ist, und wer sich von der allzu unvollkommenen 
Darstellung des Problems durch Zeichnung oder Vorstellung in der 
Phantasie losmacht, der wird kein Hindernis mehr finden, die Lösung 
zu begreifen, die die Wissenschaft davon gegeben hat. 

Die Wissenschaft hat jetzt zwei Geometrien oder besser zwei geo- 
metrische Systeme als gleichberechtigt mit der Euklidischen oder para- 
bolischen Geometrie anerkannt, die gewissermafsen die sie verbindende 
Brücke bildet und aus diesem Grunde und wegen ihrer gröfseren Ein- 
fachheit noch gegenwärtig einen gewissen Vorrang vor den anderen 
behauptet; jene werden durch die Namen hyperbolische und elliptische 
Geometrie unterschieden. In der ersten kann man durch einen Punkt 
zu einer Geraden zwei Parallele ziehen, in der zweiten kann man keine 
einzige ziehen. In jener ist die Summe der Dreieckswinkel kleiner 
als zwei Rechte, und es gilt nicht mehr der Lehrsatz, dafs zwei Gerade 
in einer Ebene entweder parallel sind oder sich treffen; in dieser treffen 
sich zwei Gerade in einer Ebene unter allen Umständen, und die Summe 
der Dreieckswinkel ist gröfser als zwei Rechte. In beiden kann es 
keine ähnlichen Figuren geben, und es wird sogar der Satz des Pytha- 
goras, der Schrecken so vieler Schüler der Mittelschulen, durch andere, 
noch verwickeitere Beziehungen ersetzt. Kurz, wenn man einen Eck- 
stein wegnimmt, so stürzt, wie man leicht begreift, das ganze alte Ge- 
bäude zusammen. Auf den Ruinen aber erhebt sich ein neues, unver- 
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gleichlich ausgedehnteres, in dessen Mittelpunkt das alte wiederauf- 
ersteht, t 

Die allgemeine (reanietric, die alle möglichen Systeme in sich bo- 
greift, hängt von einer Eonstanten ah, deren Wert theoretisch un- 
bestimmt bleibt. Diese müfste ans Beobachtungen bestimmt werden, 
wird aber wegen der Fehler, mit denen jene notwendig behaftet sind, 
vielleicht niemals mit Genauigkeit bestimmt werden können. Mithin 
wird die Euklidische Geometrie, die dem Werte Null jener Konstanten 
entspricht, niemals absolute Gewifsheit erlangen können, denn dazu 
würde es notwendig, aber auch hinreichend sein, bei einem einzigen 
Dreieck nachzuweisen, dafs die Winkelsumme genau gleich zwei 
Rechten ist, wahrend ein Unterschied von mehr oder weniger, sei er 
auch noch so klein, positiven oder negativen Werten jener Konstanten, 
also der elliptischen oder der hyperbolischen Geometrie entsprechen 
würde. Dagegen würde es gelingen, die Euklidische Geometrie oder 
eine der beiden Hypothesen, die ihr das Feld streitig machen, aus- 
zuschliefsen, wenn es gelänge, durch vervollkommnete Messungsmethoden 
sicher zu stellen, dafs die Winkelsumme eines bestimmten Dreiecks 
von zwei Rechten um mehr oder weniger durch einen Unterschied 
abweicht, der die Grenzen der Beobachtungsfehler übersteigt. Die 
Frage ist unentschieden und wird es lange bleiben; sie hat nur einen 
theoretischen Charakter, denn die Sätze der Euklidischen Geometrie^ 
die auf dem Gebiete unserer Erfahrung gelten, sind, wenn man die 
Beobachtungsfehler in Betracht zieht, auch mit denen der anderen 
Geometrien vereinbar. t 

So sieht die Wahrheit aus, die uns jetzt im Lichte des Mittags 
leuchtet, allein die Wechselfälle, unter denen sie sich endlich Bahn 
brechen konnte, gehören zu den eigentümlichsten und lehrreichsten; 
deren sich die Geschichte der Wissenschaften erinnert. Ehe die neuen 
Lehren in ihrer ganzen Vollständigkeit sicher gestellt waren, hatten 
sich ihnen einige Geometer beträchtlich genähert, obwohl der uner- 
schütterliche Glaube an die unbedingte Wahrheit der Euklidischen 
Geometrie ihnen den klaren Blick geraubt hatte. Bis vor wenigen 
Jahren war nur ein einziger dieser Vorläufer allgemein bekannt, Adrien 
Marie Legendre, ein französischer Geometer, der um das Jahr 1800 
gelebt hat. Die neue Bearbeitung der Elemente Euklids, die man ihm 
verdankt, fand in jener Zeit viel Beifall und Verbreitung. Ihre ver- 
schiedenen Auflagen enthalten nicht nur einige Reduktionen der fünften 
Forderung auf Hypothesen, die der Verfasser für einfacher hält, sondern 
auch einige Lehrsätze, die der allgemeinen Geometrie angehören, indem 
sie von jener Forderung unabhängig sind. Es ist sicherlich ein grofses 
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Verdienst Legendres gewesen, dafs er dazu beigetragen hat, das Inter- 
esse der Geometer an einer Frage wach zu erhalten, von der sie im 
Begriff waren, sich aus Ermüdung zurückzuziehen, und dafs er viel- 
leicht auf diese Weise ihre Lösung beschleunigt hat. 

Indessen hat unser Landsmann Beltrami, der sich auch um die 
Fortbildung und Verbreitung der neuen geometrischen Lehren grofse 
Verdienste erworben hat, den Anstofs zu fruchtbaren geschichtlichen 
Untersuchungen über Vorläufer von Legendre gegeben, indem er einen 
italienischen Geometer aus der Vergessenheit zog, der früher und in 
höherem Grade als dieser der Wahrheit nahe gekommen ist, ich meine 
Hieronymus Saccheri, der 1667 in San Remo geboren, 1733 in Mai- 
land gestorben ist 1 ). Die Vergessenheit war um so weniger verdient, 
als Saccheri nach dem Zeugnis seines Biographen, eines Zeitgenossen 
und Freundes von ihm, und noch mehr nach dem, was von seinen wissen- 
schaftlichen Arbeiten auf uns gekommen ist, ein Mann von grofsem und 
unbestrittenem Verdienste war und einen hervorragenden Platz unter 
den Geometern seines Jahrhunderts einnimmt. Wie Gaufs zeigte er 
schon als Knabe grofse Neigung für die Arithmetik und vergnügte sich 
am Zahlenrechnen, wovon er schon mit fünf Jahren für sein Alter be- 
wunderungswürdige Proben gab. Mit achtzehn Jahren trat er in die 
Gesellschaft Jesu ein, von der er nach einander als Lehrer in ver- 
schiedene Kollegien gesandt wurde. In dem Collegio di Brera in Mai- 
land wurde er mit dem Pater Thomas Ceva und dessen Bruder Johann 
bekannt, deren Aufforderungen und Ratschläge ihn vielleicht veranlafst 
haben, sich der Beschäftigung mit der Geometrie zuzuwenden. Mit 
dreifsig Jahren kam er nach Pavia, wo er mit der Lehre der Philo- 
sophie und polemischen Theologie die verschiedener Zweige der Mathe- 
matik an der Universität verband; alle diese Disziplinen pflegte er mit 
Erfolg, wie die von ihm veröffentlichten und von den Zeitgenossen 
hochgeschätzten Werke bezeugen. Drei von ihnen sind mathematischen 
Inhalts, und unter ihnen bildet dasjenige, das sich auf die Geometrie 
bezieht, schon allein, wie man mit Recht bemerkt hat, die Arbeit eines 
ganzen Lebens. In lateinischer Sprache geschrieben war es dem Senate 



1) Beltrami hat 1889 in den Kendiconti della Reale Accademia dei Lincei 
die Note veröffentlicht: Un precursorc italiano di Legendre et di Lobatsch&csky. 
Sie hat die Herren Engel und Striekel veranlafst, sich mit der Geschichte der 
Vorläufer der Nicht -Euklidischen Geometrie zu beschäftigen. Die Frucht ihrer 
Studien war ein von ihnen 1895 veröffentlichtes Buch mit dem Titel: Die Theorie 
der ParalhUinien von Euklid bis auf Gaufs. Leipzig 1895. Es enthält zusammen 
mit einer deutschen Übersetzung des Buches von Saccheri sehr interessante No- 
tizen über das Buch und seinen Verfasser. 
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von Mailand gewidmet. Es erschien dort gerade in dem letzten Lebens- 
jahre des Verfassers unter dem Titel: Euclides ab omni naevo vindi- 
catus, sive conatus geometricuSj quo stabiliuntur prima ipsa universae 
Geometriae principia 1 ). 

Saccheri geht von der Auffassung aus, dafs die fünfte Forderung 
unbedingt wahr sei, und hat die Absicht diese zu beweisen. „Sicherlich", 
sagt er, „zweifelt niemand an der Wahrheit dieses Lehrsatzes, im Gegen- 
teil ist Euklid blofs deshalb angegriffen worden, weil er ihm den 
Namen eines Axioms gegeben hat, als ob er durch sein eigenes Licht 
glänze, sobald man nur seine Bedeutung richtig verstanden hat." Allein 
er verfolgt einen durchaus neuen Weg, der, wenn er ihn auch nicht 
zu dem unerreichbaren Ziele führen konnte, das er sich gesteckt hatte, 
doch neue Seiten der Frage enthüllen sollte und der ihn zur Wahrheit 
geführt hätte, wenn diese damals nicht von einem noch unüber- 
windlichen Vorurteil verdunkelt gewesen wäre. Wie ein Jahrhundert 
nach ihm die Begründer der neuen Geometrie, läfst auch er die 
Forderung weg und behält von Euklid nur die von ihr unab- 
hängigen Lehrsätze. Auf diesen errichtet er ein Gebäude von klas- 
sischer Schönheit, das von der ungewöhnlichen Geschicklichkeit und 
dem ausgesprochenen geometrischen Geschmacke des Baumeisters Zeug- 
nis ablegt. 

Gleich am Anfange treten die drei möglichen Hypothesen auf, die 
durch sehr einfache Kennzeichen von einander unterschieden werden, 
die in verschiedenen, aber gleichbedeutenden Formen darzustellen ihm 
Freude macht, indem er auf diese Weise ebenso viele elementare Eigen- 
schaften der drei Geometrien in Evidenz setzt; im besondern kommt 
er Legendre zuvor und vervollständigt ihn in dem Lehrsatze über die 
Summe der drei Winkel des Dreiecks. Wie dieser schliefst er die 
elliptische Geometrie aus, indem er sich auf eine andere Forderung 
stützt, von der Euklid implicite Gebrauch macht; allein er geht erheb- 
lich weiter als Legendre und greift den Begründern der hyperbolischen 

1) Die mathematischen Werke des Pater Saccheri aufser dem Euclides 
vindicatus sind die folgenden: 

1. Quaesita geometrica a Comite Ruggerio de Viginti Müliis omnibiis pro- 
posita, ab Hieronymo Saccherio Genuemi Societatis Jesu soluta. Mediolani 1093. 

Dieses kleine Werk, in dem hauptsächlich Aufgaben über Kegelschnitte 
behandelt wurden und das zwei Auflagen hatte, wurde von L' Hospital sehr 
gelobt. 

2. Neostatica auetore Hieronymo Saccherio a Societate Jesu. Excellentissimo 
Senatui Mediolanensi dicata. Mediolani 1700. 

Die Universitätsbibliothek von Padua besitzt Exemplare des Euclides vindi- 
catus und der Neostatica. 

Jahresbericht d. Deutschen Mathem. -Vereinigung. XT. Heft 10—12. 26 
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Geometrie vor, indem er den Begriff der Parallellinien und andere 
grundlegende Lehrsätze dieser Geometrie feststellt. Wenn er jenen 
darin nicht gleichkommt, dafs er alle möglichen Folgerungen zieht, so 
übertrifft er sie mit latinischer Genialität in der Vortrefflichkeit der 
Darstellung und besonders in der Klarheit, sodafs die Lektüre des 
Eudides vindicatus noch heute denen zu empfehlen ist, die nur mit 
elementaren Kenntnissen ausgerüstet sich die modernen geometrischen 
Theorien aneignen wollen. 

Heute wird es uns schwer zu begreifen, dafs ein so erhabener 
Verstand die Wahrheit nicht gesehen habe, die er doch, wie man sagen 
darf, mit den Händen greifen konnte, und dafs er hartnäckig an dem 
Vorsatzo festhielt, das durch Sophismen zu zerstören, was er mit so 
gesundem und richtigem geometrischen Urteil aufgebaut hatte. Eigen- 
tümlich ist es auch, dals Saccheri, der stets von der unbedingten Wahr 
heit der Euklidischen Geometrie überzeugt war, als er den Kampfplatz 
von der einen der beiden jener entgegenstehenden Hypothesen frei 
gemacht hat und nun seine Waffen gegen die andere wendet, wie 
Beltrami mit Recht bemerkt, als ein ebenso scharfsinniger und eleganter 
Geometer er sich im Aufbauen gezeigt hatte, als ein ebenso verlegener 
und ungeschickter sich im Zerstören zeigt. Trotz der Hilfe einer 
dichtgedrängten Schar von Lemmen, Korollarien und Scholien, die sich 
über sechzehn eng gedruckte Seiten hinziehen, gelingt es ihm nicht, 
der verhafsten Hypothese etwas anderes entgegenzustellen als angebliche 
Widersprüche, die auf ungenauer Auffassung des Unendlichgrofsen und 
des Unendlichkleinen in der Mathematik beruhen. 

Diese Irrtümer, die mehr der damaligen Zeit als dem Manne an- 
zurechnen sind, können in uns nicht die Bewunderung schmälern, die 
seinem genialen Werke gebührt, und ich würde wünschen, dafs meine 
Worte in Italien den Ruhm eines Gelehrten noch weiter verbreiteten, 
der diesem Lande zu hoher Ehre gereicht. Allzusehr hat ja bis 
jetzt das Wiederherstellungswerk Beltramis fast allein im Auslande 
Anteil gefunden, und der Euelides vindicatus, der in diesen letzten 
Jahren ins Englische und ins Deutsche übersetzt worden ist, wartet 
noch auf eine italienische Ubersetzung oder auf den Wiederabdruck 
des gegenwärtig schwer zugänglichen Urtextes. Es wäre an der Zeit, 
dafs man dafür Vorkehrungen träfe und dufs an dem Sitze der glor- 
reichen Universität Pavia ein Erinnerungszeichen für den ausgezeichneten, 
allzulange vergessenen Geometer errichtet würde. 

Da das Ziel, das Saccheri sich gesteckt hatte, weder erreicht 
wurde noch erreicht werden konnte und das Land noch nicht vorbereitet 
war, die Samenkörner der neuen geometrischen Theorien aufzunehmen 

i 
i 
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und zu befruchten, so hat sein Buch, das allerdings in den ersten 
Jahren nach seinem Erscheinen ein gewisses Aufsehen erregte, wohl ge- 
ringen Einflufs auf die weitere Entwicklung dieser Theorien ausgeübt 1 ). 
Wenn man daher annehmen darf, dafs es gar keinen Einflufs auf die 
Arbeiten von Legendre gehabt habe, der die erste Auflage seiner 
Elemente gegen das Ende des achtzehnten Jahrhunderts veröffentlichte, 
so kann man nicht ohne Vorbehalt der Ansicht beitreten, dafs es auch 
ohne Einflufs auf eine Abhandlung gewesen ist, die Johann Lambert 
17G6 geschrieben hat, veranlafst durch die Lektüre jener bereits er- 
wähnten Dissertation, in der unter den anderen Beweisen der fünften 
Forderung auch der Saccheris geprüft und widerlegt wird. Lambert, 
der wegen der Tiefe seiner Ideen mit dem grofsen Leibniz verglichen 
werden darf und auf Grund seiner Untersuchung der Kometenbahnen 
einen Platz ersten Ranges unter den Astronomen einnimmt, ist gewifs 
erhaben über jeden Verdacht des Plagiates; davon würde ihn schon 
vollständig die Thatsache befreien, dafs seine TJicorie der Paralldl- 
linien nicht von ihm veröffentlicht worden ist, sondern einige Jahre 
nach seinem Tode von Johann Bernoulli 8 ). Gewifs mufs man an- 
erkennen, dafs seine Theorie der Parallellinien dem grofsen Rufe ihres 
Verfassers entspricht sowohl wegen der Betrachtungen über die Beweis- 
methoden in der Geometrie und im besonderen über den Geist der 
Euklidischen Methode, die des tiefsinnigen Philosophen würdig sind, 
der die Achtung und das Lob Immanuel Kants verdiente, als auch 
wegen der Entdeckung der Identität der neuen Geometrien mit denen 
der reellen und imaginären Kugel und wegen der Lehrsätze über den 
Dreiecksinhalt in diesen Geometrien, die in ihr zum ersten Male be- 
wiesen wurden. Allein wenn man aus diesen Gründen Lambert einen 
ausgezeichneten Platz unter den Vorläufern der modernen geometrischen 
Theorien nicht versagen kann, so würde doch die grofse und un- 
bestrittene Ähnlichkeit zwischen seiner Abhandlung und der Saccheris 
zu der Ansicht führen, dafs ihm diese vollständig bekannt gewesen ist. 

1) Mansion vermutet, dafs das Werk Saccheris weder Gaufs noch den 
anderen Geometern entgangen ist, die sich in der ersten Hälfte des neunzehnten 
Jahrhunderts mit den Grundlagen der Geometrie beschäftigt haben, vergl. : Analyse 
des Jiecherches du P. Saccheri S. J., Annales de la Socidte scientifique de Bruxelles. 
14'. 1889—1890. S. 46—59. 

2) Die Theorie der Parallellinien von Lambert ist 1786 in dem Magazin 
für reine und angewandte Mathematik, herausgegeben von J. Bernoulli und 
C. F. Hindenburg, veröffentlicht worden. Sie blieb last unbemerkt und wurde 
später ganz vergessen. Das Verdienst, sie von neuem ans Licht gezogen zu haben, 
gebührt ebenfalls den Herren Engel und Stockei, die sie in ihr schon angeführtes 
Werk aufgenommen haben. 

26* 
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Der Ausgangspunkt Lamberts entspricht dem Saceheris, es entsprechen 
sich auch die Betrachtungen in betreff jeder der drei Hypothesen, auf 
die Lambert ebenfalls notwendig geführt wird, obwohl selbstverständlich 
zwischen beiden bemerkenswerte Abweichungen vorhanden sind. Viel- 
leicht hat Lambert, überzeugt, dafs Saccheri auf dem rechten Wege 
war, den Versuch vollständig wiederholen wollen in dem Vertrauen, 
ihn zum guten Ende zu führen; damit stimmt, dafs er wahrscheinlich 
von der Veröffentlichung seiner Arbeit abgesehen hat, weil sie ihn 
nicht befriedigte oder weil er die erlangten Ergebnisse nicht für 
sicher hielt. 

Mit Saccheri in Italien, Lambert in Deutschland, Legendre in 
Frankreich schliefst der Kreis der Vorläufer, denn Franz Adolf Taurinus 1 ) 
bildet eher den Verbindungsring zwischen diesen und den Verkündern 
der neuen Lehren. In der That hat er mit den ersten die Uberzeugung 
von der unbedingten Wahrheit der Euklidischen Geometrie gemeinsam, 
mit den anderen die Überzeugung von der logischen Möglichkeit der hyper- 
bolischen Geometrie, sodafs er gegen diese nur einen Grund ohne 
wissenschaftlichen Wert anzuführen weifs, nämlich die Unbestimmtheit 
der Konstanten, von der sie abhängt. Die Abhandlung von Taurinus, 
die 1825 unter demselben Titel wie die von Lambert veröffentlicht 
worden ist, wurde von den Geometern der damaligen Zeit unbeachtet 
gelassen, und ihr Verfasser hat, entmutigt durch den nicht verdienten 
Mifserfolg, alle Exemplare, die ihm von seinem Buch übrig geblieben 
waren, den Flammen übergeben und sich nicht mehr mit Mathematik 
beschäftigt, sodafs der Sieg der Wahrheit, den er vorausgeahnt hatte, 
ihn, wie es scheint, gleichgiltig gefunden hat. 

Die Sonderbarkeit der Wechselfälle, die diesem Siege vorausgingen, 
wird noch hervorstechender durch den Gegensatz zu denen, die ihn 
begleiteten. Nachdem es durch zwanzig Jahrhunderte den auserwäkl 
testen Geistern nicht gelungen war die Dunkelheit zu zerstreuen, in 
der sich einer der Hauptpunkte der Geometrie versteckte, haben nicht 
ein sondern vier Denker, die durch Europa hier und dort zerstreut 
waren und einer den andern nicht kannten, fast gleichzeitig die Lösung 
der grofsen Aufgabe gefunden. Eine wahrhaft bezeichnende Thatsache, 



1) In dem Werke von Engel und Stäckel findet man einige Stücke aus 
der 'Theorie der Parallellinien von Taurinus wieder abgedruckt sowie aus einem 
anderen Buche von ihm, das den Titel führt: Geometriae prima elementa. Andere 
interessante Notizen über das Leben und die mathematischen Arbeiten von 
Taurinus finden sich in einer Abhandlung von Stäckcl, Abhandlungen zur 
Geschichte der Mathematik, Heft 9. Leipzig 1899. Eh geht daraus hervor, dafs 
die Priorität der Nicht -Euklidischen Trigonometrie Tauriuus zukommt. 
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da sie beweist, dafs die Eroberungen der Wissenschaft nicht plötzlich 
durch die Kraft selbst des aufserordentlichsten Genies gemacht werden, 
wenn nicht die erforderliche Vorbereitung vorausgeht; während, sobald 
dies geschehen ist, die Genies nicht lange Zeit auf sich warten lassen. 

Der berühmteste unter den Begründern der neuen Geometrie ist 
Carl Friedrich Gaufs, der 1777 in Braunschweig geboren und 1855 
in Göttingen gestorben ist, in der Fülle der Jahre und des Ruhmes. 
Er war von Natur und Vorsehung wahrhaft bevorzugt, denn er hatte 
von seinem ungewöhnlichen Genie nur Befriedigung, nicht Pein und 
durchmafs sein Leben wie ein majestätischer Fluls, der keine Stürme 
kennt, und was mehr ist, er war würdig seines grofsen Glückes durch 
ausgesuchte Herzensgüte und Geradheit des Charakters. Ich könnte 
nicht ohne zu breit zu werden auch nur die Erfolge aufzählen, welche 
seine wissenschaftliche Laufbahn zierten, die man mit Recht eine lange 
und ununterbrochene Triumphstrafse nennen kann; jedoch kann ich 
nicht von einem seiner Erfolge schweigen, der mit dem Namen eines 
grofsen Italieners verknüpft ist und durch den Gaufs' Ruhm sich über 
die mathematische Welt hinaus unter die Gebildeten der ganzen zivili- 
sierten Welt verbreitet hat. Am ersten Abend des vergangenen Jahr- 
hunderts hatte Josef Piazzi, Direktor der Sternwarte zu Palermo, den 
ersten der kleinen Planeten entdeckt, die zwischen Mars und Jupiter 
kreisen; er gab ihm den Namen Ceres. Da die Ceres sich jedoch bald 
zu ungeeigneter Stunde über den Horizont erhob, konnte er nur ein 
kleines Stück ihrer Bahn beobachten, das zur Bestimmung der ganzen 
Bahn nicht genügte, wenigstens bei den Mitteln, über welche die theo- 
retische Astronomie damals verfügte. Wie hätte der neue Planet wieder 
aufgefunden werden können, nachdem er während günstigerer Stunden über 
dem Horizonte wiedererschienen war? Gaufs löste durch ihm eigentüm- 
liche Methoden die Aufgabe so glücklich, dafs der Direktor der Sternwarte 
zu Gotha in der Nacht des 7. Dezember 1801 in der Nähe des ihm 
angegebenen Punktes den Flüchtling wiederfand, der so endgiltig für 
die Wissenschaft gewonnen war und bald andere Genossen hatte, deren 
Bahnen ebenfalls Gaufs durch mühsame Rechnungen bestimmt hat 
Dieser Triumph verschaffte ihm Aufforderungen die Leitung der Stern- 
warten zu Petersburg und Göttingen zu übernehmen, aber er entschied 
sich für Göttingen erst nach dem Tode des Fürsten, der ihn seit seinen 
ersten Jahren ermutigt und unterstützt, der ihm später einen be- 
scheidenen Gehalt bewilligt und ihm astronomische Instrumente ver- 
schafft hatte, damit er sich seinen Lieblingsforschungen widmen konnte. 

Seit seiner ersten Jugend hat Gaufs begonnen über die Grund- 
lagen der Geometrie nachzudenken, und die Versuche die fünfte 
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Forderung zu beweisen haben ihn schnell auf den richtigen Weg ge- 
führt, an ihrer Wahrheit zweifelhaft zu werden. Er hat sich jedoch 
niemals entschlossen die Ergebnisse seiner Forschungen zu veröffent- 
lichen, und in seinem wissenschaftlichen Briefwechsel sowie in den 
wenigen Blättern seines Nachlasses, die sich auf den Gegenstand be- 
ziehen, finden sich nicht die genügenden Anhaltspunkte, um seinen 
Weg bei der langsamen und auch für ihn mühevollen Eroberung 
der Wahrheit zu erkennen 1 ). Wie er sich wiederholt ausdrückt, 
fürchtete er nicht begriffen zu werden und scheute zurück vor dem 
Gedanken an das Geschrei, das die Böoter erheben würden, wenn er 
seine Gedanken vollständig auseinandersetzte 8 ). Allein mehr als solche 
Befürchtungen hat ihn vielleicht die Besorgnis vor Diskussionen zurück- 
gehalten, die er hervorgerufen hätte und die ihm kostbare Zeit geraubt 
haben würden, sowie der Umstand, dafs er sich anderen Untersuchungen 
zugewandt hatte, nachdem die Frage der fünften Forderung für ihn 
mit Sicherheit gelöst war. Jedenfalls kann man den nicht einer lauen 
Liebe für die Wissenschaft beschuldigen, der ihr so viel gegeben und 
fast in Extase über seine Erfolge in der Astronomie geschrieben hat: 
„Sie ist nach meinem Gefühle, nächst den Freuden des Herzens und 
der Beschauung der Wahrheit in der reinen Mathesis, der süfseste 
Genufs, den wir auf Erden haben können", oder, wie er sich auch aus- 
drückte, „es ist nicht das Wissen, sondern das Lernen, nicht das Be- 
il) Der im Jahre 1900 veröffentlichte Band VIII der Werke von Gaufs ent- 
hält auf Seite 169—267 den ganzen Briefwechsel und den Nachlafs des grofsen 
Geometers bezüglich der Grundlagen der Geometrie. Es geht daraus hervor (siehe 
S. 169 den Brief an Bolyai vom 16. Dez. 1799), dafs Gaufs' Zweifel an der un- 
bedingten Wahrheit der Forderung mindestens bis 1799 zurückgehen und dafs er 
spätestens 1816 schon in ihren Grundzügen die hyperbolische Geometrie aufgebaut 
hatte (siehe S. 175 — 176 den Auszug eines Briefes von Wächter an Gaufs vom 
16. Dez. 1816). Gaufs hat über die Grundlagen der Geometrie nur zwei Be- 
sprechungen veröffentlicht, die in Band VIII der Werke S. 170 und 183 abgedruckt 
sind. Die erste, die vom 16. April 1H16 datiert ist, beginnt mit den bemerkens- 
werten Sätzen : „Es wird wenige Gegenstände im Gebiete der Mathematik geben, 
über welche so viel geschrieben wäre, wie über die Lücke im Anfange der Geo- 
metrie bei Begründung der Theorie der Parallellinien. Selten vergeht ein Jahr, 
wo nicht irgend ein neuer Versuch zum Vorschein käme, diese Lücke auszufüllen, 
ohne dafs wir doch, wenn wir ehrlich und offen reden wollen, sagen können, dafs 
wir im wesentlichen irgend weiter gekommen wären, als Euklid vor 2000 Jahren 
war. Ein solches aufrichtiges und unumwundenes Geständnis scheint uns der 
Würde der Wissenschaft angemessener als das eitle Bemühen, die Lücke, die 
man nicht ausfüllen kann, durch ein unhaltbares Gewebe von Scheinbeweisen zu 
verbergen 4 '. 

2) Siehe S. 200 des angeführten Bandes den Brief von Gaufs an Bessel vom 
27. Januar 1829 und S. 179 den an Gerling vom 25. August 1818. 
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sitzen, sondern das Erwerben, nicht das Dasein, sondern das Hinkommen, 
was den gröfsten Genufs gewährt. Wenn ich eine Sache ganz ins 
Klare gebracht und erschöpft habe, so wende ich mich davon weg, 
um wieder ins Dunkle zu gehen" 1 ). So mögen wir begreifen, dafs 
er auch dann nicht auf den Kampfplatz herabstieg, als die neuen 
geometrischen Theorien von anderen offen gelehrt und verbreitet 
wurden. 

Gr aufs hat das Verdienst sich zuerst von dem scheinbar unbesieg- 
baren Vorurteile der unbedingten Wahrheit der euklidischen Geometrie 
losgelöst zu haben. Allein die beim ersten Anschein recht glaubwürdige 
Annahme, dafs auf ihn alle Untersuchungen zurückgingen, die während 
der ersten Hälfte des verflossenen Jahrhunderts über die Theorie der 
Parallelen angestellt worden sind, hat sich durch Dokumente, die kürzlich 
ans Licht gelangten, als irrig herausgestellt. Es hat sich vielmehr er- 
geben, dafs ein Professor der Rechtswissenschaft an der Universität 
Königsberg, Karl Schweikart, unabhängig von Gaufs die richtige 
Anschauung von der Natur der fünften Forderung und die Grundzüge 
der hyperbolischen Geometrie besessen hat 2 ), und was die zwei anderen, 
schon früher bekannten Begründer betrifft, so ist bei dem einen der 
Einflufs von Gaufs durchaus indirekt gewesen und bei dem andern 
wird er durch keinen Beweis gestützt. 

Gewifs ist aus der Freundschaft, die sich an der Universität 
zwischen Gaufs und einem jungen Ungarn, seinem Studiengenossen 
Wolfgang Bolyai 3 ), geknüpft hat, das Interesse entsprungen, das dieser 
an der Theorie der Parallelen genommen hat, und es ist auch gewifs, 
dafs Johann Bolyai zur Beschäftigung mit eben diesem Gegenstande 

1) Briefe an Bolyai vom 25. Nov. 1804 und 2. Sept. 1808, siehe Brief- 
wechsel zwischen Gauss und Bolyai , herausgegeben von Franz Schmidt und Paul 
Stäckel. Leipzig, 1899. S. 79 und 94. 

2) Auf S. 180 und 181 des Bandes VIII der Werke von Gaufs ist ein kurzes 
Schreiben abgedruckt, datirt Marburg, Dezember 1818, in dem Schweikart die 
wichtigsten Ergebnisse der hyperbolischen Geometrie darlegt, die er Astral- 
geometrie nennt. Diesem Schreiben geht ein Brief, datiert vom 25. Januar 1819, 
voraus, in dem es Gerling auf Veranlassung von Schweikart an Gauls über- 
mittelt. 

3) Der Briefwechsel zwischen Gaufs und Bolyai, den Schmidt und Stäckel 
in einem schönen Bande herausgegeben haben (Leipzig, Teubner, 1899), geht 
vom 29. Sept. 1797 bis zum G. Febr. 1853 und giebt Zeugnis von einer zärt- 
lichen und tiefen Freundschaft, die unverändert zwischen den beiden Uni- 
versitätsgenossen bestanden hat, obgleich sie sich seit ihrer Trennung nach 
Beendigung der Studien nicht wieder gesehen haben. Besonders rührend ist der 
letzte Brief, mit dem Bolyai Abschied für immer von dem alten Freunde nimmt. 
Aus dem ganzen Briefwechsel geht hervor, wie die Schicksale der beiden 
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von seinem Vater angeregt worden ist, der sich niemals in seine Mifs- 
erfolge ergeben hat. Johann hat aber selbständig mit zwanzig Jahren 
und viel rascher als Gaufs den schwierigen und entscheidenden Schritt 
gethan, er hat auch selbständig die neue Geometrie aufgebaut, deren 
Darstellung er auf wenige Seiten zusammengedrängt und als Anhang 
zu einem Lehrbuch der Mathematik seines Vaters 1832 veröffentlicht 
hat. Diese Seiten ernteten den begeisterten Beifall des Astronomen in 
Göttingen, der den jungen ungarischen Mathematiker als ein Genie erster 
Gröfse anerkannte 1 ). Er hat auch das Verdienst, freilich nur mittelbar, 
dafs die Ansichten von Gaufs bekannt geworden sind, der in einem 
Briefe an den alten Bolyai 2 ) erklärte, er sei freudig überrascht zu 

Freunde fast diametral entgegengesetzt gewesen sind, sowohl was ihre Erfolge 
in der wissenschaftlichen Laufbahn betrifft, als was ihr häusliches Glück 
angeht. 

Den Schlufs des Bandes bildet ein Anhang, der unter anderem einige Briefe 
enthält, die zwischen Bolyai und Sartorius von Waltershausen gewechselt 
worden sind; sie sind sehr interessant durch Notizen über das Leben und die 
Arbeiten von Gaufs und zeigen die hohe Verehrung Bolyais für den Jugend- 
freund, der ihm ins Grab vorausgegangen war und der nun der Unsterblichkeit 
angehörte. 

1) Siehe den Brief von Gaufs an Gerling vom 14. Febr. 1812, S. 220 in Band 
VIII der Werke. 

2) Dieser Brief trägt das Datum des 6. März 1832 und ist veröffentlicht 
auf S. 108 des Briefwechsels Gaufs -Bolyai; der Abschnitt, der sich auf den 
Appendix bezieht, findet sich auch S. 220 von Band VIII der Werke. 

Nach Abhaltung dieser Rede ist eine Abhandlung zu meiner Kenntnis ge- 
kommen, die Herr Stäckel in Band XVII der Mathematischen und Naturwissen- 
schaftlichen Berichte aus Ungarn veröffentlicht hat; sie hat zum Gegenstande: Die 
Entdeckung der Nicht - Euklidischen Geometrie durch Johann liohjai. Aus ihr er- 
giebt sich die vollständige Bestätigung dafür, dafs die Bolyai von Gaufs weder 
unmittelbaren noch mittelbaren Beistand erhalten haben und selbständig zu der 
Kenntnis der hyperbolischen Geometrie gelangt sind. Ferner ergiebt sich, dafs 
der Vater Johann nicht nur nicht angetrieben hat sich mit der Parallelentheorie 
zu beschäftigen, sondern alles gethan hat, um ihm davon abzuraten, sich Unter- 
suchungen hinzugeben, die ihm selbst alle Blüte seines Lebens und seiner Zeit 
geraubt hatten und deren Mifaerfolge er sein eigenes Unglück zuschrieb. 

Wie es nur zu oft sich ereignet, hatten die Ratschläge des Vaters einen ganz 
anderen Erfolg als den gewünschten, und das Gefühl vor einem 'Rätsel zu stehen, 
das unentzifferbar erschien, verschärfte in dem jungen Johann nur die Begierde 
dessen Lösung zu finden. 

Der Erfolg hat ihm Recht gegeben gegen die trüben Voraussagungen seines 
Vaters, der sich jedoch nicht eher entschlicfsen konnte den wahren Wert der 
Schrift seines Sohnes anzuerkennen, als nach dem höchst schmeichelhaften Urteil, 
das Gaufs darüber abgab. „Gaufsens Antwort", schrieb Wolfgang an Johann, 
„hinsichtlich Deines Werkes ist sehr schön und gereicht unserem Vaterlande und 
unserer Nation zur Ehre" AUein Johann hatte mehr erwartet als ein briefliches 
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sehen, wie diese ihrem Wesen nach getreu im Appendix wiedergegeben 
seien; auch gab er einige wenige Veränderungen an die Hand, die er 
selbst dazu beigetragen hatte. Bolyai, der Offizier im österreichischen 
Heere war, wurde schon als junger Mann in den Ruhestand versetzt, viel- 
leicht, wie man nicht ohne Malice angenommen hat, wegen seiner geome- 
trischen Ketzereien. 

Auch ein russischer Geometer, ein Professor an der Universität 
Kasan, ist ungefähr zu derselben Zeit dahin gelangt, das Rätsel zu lösen, 
das die Qual so vieler Jahrhunderte gebildet hatte, und hat es verdient, 
dafs er der neuen Geometrie den Namen gegeben hat. Nicolaus 
Lobatschefskij war Schüler eines gewissen Bartels, des ersten 
Lehrers und späteren Freundes von Gauls, und darin will man ein 
Argument zu Gunsten der Annahme finden, dafs auch er von diesem, 
wenigstens mittelbar, angeregt worden sei. Allein da die vertraulichen 
Beziehungen zwischen Bartels und Gaufs auf die Jahre zurückgehen, in 
denen dieser seine eigenen Ideen über die fünfte Forderung noch nicht 
völlig zur Reife gebracht hatte und da auch die wissenschaftliche Korre- 
spondenz beider keinen Brief enthält, der jene Annahme bestätigen 
könnte, so steht fest, dafs Lobatschefskij von der Auffassung der un- 
bedingten Wahrheit der fünften Forderung ausgegangen und erst all- 
mählig zu der neuen Geometrie gelangt ist. Er hat seine Ideen in 
verschiedenen Veröffentlichungen auseinandergesetzt, die von 1829 bis 
1855 gehen 1 ). Unter ihnen sind die Geometrischen Untersuchungen im 
Jahre 1844 Gaufs bekannt geworden, der darüber ein sehr günstiges 
Urteil abgab, sodafs der Verfasser auf seinen Vorschlag zum korrespon- 
dierenden Mitgliede der Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen 
ernannt wurde. „In dem Lobatschefskij 'sehen Werke*' schrieb er, „habe 
ich materiell für mich neues nicht gefunden, aber die Entwickelung 
ist auf anderem Wege gemacht, als ich selbst eingeschlagen habe, und 
zwar auf meisterhafte Art in echt geometrischem Geiste." 

Der Mifserfolg, den die kühnen Verkünder der neuen Lehren an- 
fangs erfuhren, war vielleicht auch der Thatsache zuzuschreiben, dafs 

Lob von Gaufs, der in dem Briefe vom 28. Nov. 1804 Wolfgang versprochen 
hatte, mit der innigsten Freude alles zu thun dessen Verdienst geltend zu machen 
und im Licht zu stellen, sobald es jenem gelungen wäre den Gordischen Knoten 
der Parallelentheorie zu lösen. 

1) Die ersten Untersuchungen Lobatschefskijs über die Parallelentheorie sind 
teils nicht gedruckt, teils in russischer Sprache veröffentlicht -worden. Die Geo- 
metrie imaginaire erschien erst 1837 in Crclies Journal, die Geometrischen Unter- 
suchungen als selbständige Broschüre 1840, die Pangcometrie 1855. Es unterliegt 
daher keinem Zweifel, dafs Johann Bolyai den Appendix ohne jede Kenntnis der 
Arbeiten des russischen Geometers geschrieben hat. 
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diese nicht als eine Verallgemeinerung, sondern beinahe als ein Wider- 
sprach gegen die Euklidische Geometrie aufgefafst wurden, ein Beweis, 
dafs Gaufs das Richtige traf, wenn er meinte, fast alle Geometer seiner 
Zeit seien nicht darauf vorbereitet, jene Lehren in sich aufzunehmen. 
So blieben die neuen Lehren weitere zwanzig Jahre unbeachtet und 
stiefsen auf das Schlimmste der Hindernisse, die Gleichgiltigkeit, 
welche Erörterung und Prüfung versagt, die doch früher oder später 
den Sieg der Wahrheit sichern. Allein vielleicht traf Gaufs nicht das 
Richtige mit dem Urteil, dals auch ihn dasselbe Schicksal betroffen haben 
würde, denn nach seinem Tode genügte die Thatsache, dafs seine 
Billigung bekannt wurde, um der neuen Geometrie in kurzer Zeit die 
Anerkennung der ganzen mathematischen Welt zu verschaffen. 

Eine Darstellung der hyperbolischen Geometrie, die Beltrami im 
Jahre 1868 gelehrt hat, gab eine anschauliche Vorstellung ihrer Eigen- 
schaften und besiegte auch den letzten Widerstand. So ist auf geniale 
Weise in Italien ein Kreis von Untersuchungen geschlossen worden, 
der in Italien seinen Anfang genommen hatte. 

Wie es sich stets ereignet, haben die neuen, schliefslich in die 
Wissenschaft aufgenommenen Lehren Antrieb und Stoff zu Unter- 
suchungen gegeben, die auf sie noch helleres Licht warfen. Als man 
die dreifache Kontrolle der Differentialgeometrie, der projektiven 
Geometrie und der neuen Theorie der Transformationsgruppen heran- 
zog, ergab sich unter allen diesen Gesichtspunkten die Gleichberechtigung 
nicht nur der parabolischen und hyperbolischen Geometrie, sondern 
auch der elliptischen, die man meist auf Grund einer willkürlichen 
Annahme mit Unrecht verworfen hatte. Wenn die projektive Auffassung 
sich durch Eleganz auszeichnet und den Vorzug hat, dafs man ausschliefs- 
lich auf dem Boden der Geometrie verbleibend dennoch das Problem 
in grofser Allgemeinheit erfafst, wenn die Auffassung von Helmholtz 
und Lie sich in den leitenden Gedanken weniger von dem elementaren 
Charakter des Problem es selbst entfernt, so hat die metrisch -differen- 
tielle Auffassung Riemanns der mathematischen Analysis weite Hori- 
zonte eröffnet und sich auch in anderen Zweigen der Wissenschaft 
fruchtbar an Erfolgen erwiesen, besonders in der analytischen Mechanik 1 ). 

Auf diese neuen Seiten des Problemes ausführlicher einzugehen 
verbietet mir die Kürze der Zeit. Sie bestätigen mehr und mehr, dafs 

1) In dem von Prof. Gino Loria herausgegebenen Bolletino di Biblioffrafia e 
Storia delle Scienze Matematiche, und zwar im Jahrgange 1899—1900, finden die- 
jenigen, die sich für die Entwicklung der geometrischen Grundbegriffe bezüglich 
der Nicht -Euklidischen Geometrie interessieren ein genaues Verzeichnis der Ver- 
öffentlichungen über diesen Gegenstand. 
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die Forschungen über die Grundlagen der Geometrie nicht unfrucht- 
bare Anstrengungen einer Kritik gewesen sind, die alles in Frage 
stellt und zerstört, ohne etwas wieder aufzubauen, dafs sie vielmehr in 
die Mathematik einen erneuernden und schöpferischen Geist getragen 
haben, dem man es zum grofsen Teile verdankt, dafs die melancho- 
lischen Prophezeiungen Montesquieus und Lagranges nicht in Er- 
füllung gegangen sind, nach denen man bald gezwungen sein sollte, 
wegen Erschöpfung die Goldmine zu verlassen, die so viele große 
Männer so tief getrieben hatten. 



Ein System von Postulaten, 
welche die enclidische Geometrie definieren 1 ). 

Von B. Kagan in Odessa. 

Den 28. Dezember des vergangenen Jahres habe ich der Mathematischen 
Sektion des XL Kongresses der Russischen Naturforscher und Ärzte zu 
St. Petersburg eine Mitteilung über die Grundlagen der Geometrie gemacht. 
In diesem Vortrage habe ich ein System von Definitionen und Postulaten 
auseinandergesetzt, aus denen die euclidische Geometrie streng formell ent- 
wickelt werden kann. Ich behauptete dabei, dafs die genannten Postulate 
von einander vollkommen unabhängig sind insofern, dafs keines von ihnen 
mit Hilfe der übrigen bewiesen werden kann. 

Eine Behauptung dieser Art kann nach meiner Meinung nur dann 
einen Wert gewinnen, wenn alle dazu nötigen Beweise vollkommen durch- 
geführt sind; das heifst, wenn einerseits der Beweis der Unabhängigkeit der 
Postulate dargebracht ist, und andrerseits, wenn das ganze System der 
Geometrie auf diesen Grundlagen wirklich aufgebaut ist. Wer sich mit 
den Grundlagen der Geometrie beschäftigt hat, der weifs es sehr gut, wie 
oft eine unbedeutende Kleinigkeit, die kaum zu bemerken war, bei der aus- 
führlichen Entwickelung der Geometrie das ganze Gebäude zerstört. Des- 
halb bin ich jetzt mit der Ausarbeitung einer ausführlichen Abhandlung 
beschäftigt, in der die genannten Beweise in allen Details durchgeführt sein 
werden. Obwohl das Werk schon beinahe fertig ist, wird noch eine ge- 
raume Zeit vergehen, bis es im Druck erscheinen wird. Ich halte es des- 
halb für zweckmäfsig, im vorliegenden Aufsatz den Gedankengang und die 
wichtigsten Momente meiner Arbeit vorläufig kurz darzulegen. 

* • * 

Definition I. Jede Gesamtheit von Dingen (Gegenständen unseres 
Denkens), welche sich durch ein bestimmtes Merkmal von den übrigen 



1) Zuerst abgedruckt in den Nachrichten der Neurussischen Naturforscher- 
Gesellschaft. Band XIX. Odessa 1902. 
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Dingen unterscheiden, wird eine Mannigfaltigkeit genannt. Dio Dinge, welche 
die Mannigfaltigkeit bilden, heifsen die Elemente der Mannigfaltigkeit. 

Definition II. Es seien 9Ji und 91 zwei Mannigfaltigkeiten. Gelingt 
es, die Mannigfaltigkeit -JR auf die Mannigfaltigkeit 91 so zu beziehen, dafs 
jedem Elemente der Mannigfaltigkeit 91 ein Element und nur ein einziges 
Element der Mannigfaltigkeit 9R entspricht und dafs, umgekehrt, jedes 
Element in der Mannigfaltigkeit 3)1 einem und nur einem einzigen Elemente 
der Mannigfaltigkeit 91 zugewiesen ist, so sagt man, dafs die Mannigfaltig- 
keit SDl dadurch in der Mannigfaltigkeit 9Z eindeutig abgebildet ist. 

Die zweite Mannigfaltigkeit kann mit der ersten identisch sein. Dann 
sagt man, dafs die Mannigfaltigkeit 3R in sicli selbst abgebildet ist. 

Definition III. Zwei Abbildungen und S" einer Mannigfaltigkeit 
9Ji in sich selbst nennt man idtntiscli, wenn sie jedem Elemente m das- 
selbe Element m zuweisen. Im Gegenteil werden solche Abbildungen ver- 
sdtieden genannt, wenn es wenigstens ein Element m der Mannigfaltigkeit 
giebt, dem die Abbildungen verschiedene Elemente m und m" entsprechen 
lassen. 

Definition IV. Nehmen wir an, dafs eine Abbildung S der Mannig- 
faltigkeit 9R in sich selbst dem Elemente m ein Element m zuweist. Lassen 
wir nun jedem Elemente m das zugehörige m entsprechen, so wird dadurch 
wieder eine Abbildung der Mannigfaltigkeit 3ft in sich selbst vollzogen. 
Die Abbildungen S und & heifsen invers zu einander. 

Definition V. Nun seien £ und S' zwei Abbildungen der Mannig- 
faltigkeit 9tt in sich selbst. Nehmen wir an, dafs die Abbildung S einem 
Elemente m ein Element m zuweist und dafs die Abbildung & dem Elemente 
m ein Element m" zuweist. Lassen wir nun jedem Elemente m das zu- 
gehörige Element m" entsprechen, so wird dadurch eine neue Abbildung £" 
vollzogen. Hinsichtlich der Abbildung S" sagt man, dafs sie aus den Ab- 
bildungen S und S* zusammengesetzt ist. 

Definition VL Es sei 9Ä eine beliebige Mannigfaltigkeit, 2 (S, S\ 
S " . . . .) ein System von Abbildungen dieser Mannigfaltigkeit in sich selbst; 
das System 2 kann eine endliche oder unendliche Anzahl einzelner Ab- 
bildungen enthalten. Falls jeder Abbildung S des Systems 2 eine zweite 
Abbildung desselben Systems entspricht, die in Bezug auf S invers ist, 
und jedem Paare von Abbildungen S und S' des Systems 2 eine Abbildung 
S" desselben Systems entspricht, die aus S und S' zusammengesetzt ist, so 
werden wir sagen, dafs 2 ein System von Bewegungen der Mannigfaltigkeit 
SR in sich selbst vorstellt. Die Abbildungen S, S\ S" . . werden also als 
einzelne Bewegungen der Mannigfaltigkeit 9K in sich betrachtet. 

Für jede Mannigfaltigkeit 9ft läfst sieh ein System von Bewegungen 
auf verschiedene Weise festsetzen. Wählen wir zum Beispiel eine begrenzte 
Anzahl von Elementen (9Ji') der Mannigfaltigkeit und setzen wir für die- 
selben ein System von Substitutionen fest, die eine Gruppe bilden. Jede 
Substitution stellt eine Abbildung der Mannigfaltigkeit 9ß' in sich selbst 
vor. Erweitern wir diese Abbildung dadurch, dafs wir jedes Element von 
9ft, das der Mannigfaltigkeit 3tt' nicht angehört,, sich selbst entsprechen lassen, 
so wird dieselbe zu einer Abbildung der ganzen Mannigfaltigkeit üft in sich 
selbst. Erweitern wir auf dieselbe Weise jede Substitution der Mannig- 
faltigkeit 2ft' zu einer Abbildung der Mannigfaltigkeit SR in sich selbst, 
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so erhalten wir ein System von Bewegungen der Mannigfaltigkeit 9J£ 
in sich. 

Definition VII. Für eine Mannigfaltigkeit ÜDl sei ein System von 
Bewegungen 2 festgesetzt. Falls im System 2 eine Bewegung S existiert, 
welche den Elementen M , iV, P . . . die Elemente , N\ P . . . zuweist, 
so sagt man , dafs das System von Elementen M'j N\ P' . . . in dieser 
Mannigfaltigkeit zur Deckung mit dem System Jf, N, P. . . gebracht werden 
kann und dals die Beweguug S diese Deckung bewirkt. 

Definition VEH. Wenn für eine Mannigfaltigkeit ÜÖl ein System 
von Bewegungen festgesetzt ist, so kann man jedem Paare verschiedener 
Elemente eine arithmetische (positive) von 0 vcrscliiedene Zahl derart entsprechen 
lassen, dafs zwei Punktepaaren, die auf irgend welche Weise zur Deckung 
gebracht werden können, beständig dieselbe Zahl entsprechen soll: schlechter- 
dings könnten wir ja allen Paaren dieselbe Zahl entsprechen lassen. Die 
Zahl, die dem Paare von Elementen auf diese Weise zugewiesen ist, wollen 
wir die Entfernung dieser Elemente nennen. 

Wir betonen, dafs die Entfernung dem Paare von Elementen entspricht, 
ohne Rücksicht auf die Ordnung, in welcher wir die zwei Elemente nennen 
(31 N oder NM). Die Entfernung von zwei Elementen N und M werden 

wir durch NM oder MN bezeichnen. 

Definition IX. Eine Mannigfaltigkeit, für welche ein System von 
Bewegungen festgesetzt und jedem Paare von Elementen eine Entfernung 
zugeschrieben ist, werden wir einen Baum, ihre Elemente die Punkte dieses 
Baumes nennen. Ein System von Punkten in einem Räume werden wir 
ein Gebilde nennen. 

Zwei Räume können sich unterscheiden: entweder durch die Elemente 
der Mannigfaltigkeiten, die diese Räume bilden, oder, wenn es dieselben 
Mannigfaltigkeiten sind, durch die Bewegungen, die in ihnen herrschen, oder 
endlich — bei denselben Bewegungen — durch die Entfernungen, die den 
Punktepaaren zugeschrieben sind. 

Nun wollen wir einige Räume anführen: 

1. Es seien X x , X 2 , X s . . . X n n unabhängige Veränderliche. Jedes System 
von reellen Werten dieser Veränderlichen wollen wir als ein Element einer 
Mannigfaltigkeit betrachten. Der Inbegriff aller solchen Elemente bildet 
eine Mannigfaltigkeit, die wir durch (£ n bezeichnen werden. 

Für diese Mannigfaltigkeit wollen wir ein System von Bewegungen 
festsetzen. Jede Transformation, welche durch die Gleichungen 

X/ = a i> iX 1 -f «,-,2^2 + h Ui.nXn + «i (1) 

t=l, 2, 3 .... n 

ausgedrückt wird, stellt eine Abbildung der Mannigfaltigkeit @ w in sich 
selbst vor, falls die Koeffizienten a i<} und (a { ) reelle Zahlen sind. Wir 
wollen uns aber nur auf solche Abbildungen dieser Art beschranken, in 
deren Gleichungen (l) die Koeffizienten a ui ein orthogonales Zahlensystem 
bilden und die Determinante £ + a ltl • • • • gleich +1 ist. Der 
Inbegriff aller auf diese Weise definierten Abbildungen bildet ein System 
von Bewegungen. 
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Endlich sei die Entfernung von zwei verschiedenen Elementen (x 1 ,x i ....x n ) 
(#n Vi • - • • !/ n ) durch den Ausdruck 

V(*r-n,Y +W- *)• + •••• + fc^TJ' (2) 

definiert. Der auf diese Weise entstandene Raum wird »der n-dimensionalc 
euclidiscfie Zahlenraum* genannt. " Wir werden ihn durch E w bezeichnen. 

2. Dieselbe Mannigfaltigkeit @ M , wie im vorigen Falle. Die Entfernung 
zweier Elemente wird ebenfalls durch denselben Ausdruck definiert. Die 
Bewegungen werden auch durch Transformationen (l) dargestellt; die reellen 
Koeffizienten bilden ein orthogonales System, dessen Determinante aber 
sowohl + 1 wie auch — 1 gleich sein kann. Diesen Raum wollen wir den 
eudidischen n-dimensianalen Zahlenraum zweiter Art nennen — und durch 
E n bezeichnen. 

3. Dieselbe Mannigfaltigkeit und dieselben Bewegungen, wie in E B . 
Die Entfernung wird durch die Formel 

! Oi - fi) 8 + 0 2 ->/,)' + ■■•■ + (*. - sü'l * 

dargestellt, wo e eine positive echt gebrochene Konstante ist. Diesen Raum 
werden wir durch E» bezeichnen. 

4. Dieselbe Mannigfaltigkeit und dieselben Bewegungen wie in E Ä . 
Die Entfernung wird durch die Formel 

Oi - Vif + - ViY + • • • ■ + 0» - VnY 

e 

definiert. 

Diesen Raum werden wir durch E« bezeichnen. 

5. Als ein Element einer Mannigfaltigkeit St n wird ein System reeller 
algebraischer Werte von n unabhängigen Veränderlichen X v X 8 . . . X B an- 
genommen. Die Bewegungen werden wieder durch Gleichungen von der Form 

X'i = a J(1 Xi + a it2 Xi + • • - • + a, >n X n + er,- 
i = 1 , 2 , 3 . . . n 

dargestellt, deren Koeffizienten a, j reelle algebraische Zahlen sind und ein 
orthogonales System mit der Determinante + 1 bilden; die Konstanten ce t 
sind ebenfalls reelle algebraische Zahlen. Die Entfernung wird durch die 
euclidische Formel (2) definiert. Diesen Raum wollen wir durch A Ä be- 
zeichnen. 

6. Es mögen A r j, X 8 , X 8 drei unabhängige Veränderliche bedeuten, 
deren zwei erstere beliebige reelle Werte annehmen können, die Werte der 
dritten indessen durch die Bedingung -f 1 ^ X s ^ — 1 begrenzt sind. 
Jedes Wertsystem dieser Veränderlichen betrachten wir als ein Element 
einer Mannigfaltigkeit. Die Bewegungen in dieser Mannigfaltigkeit mögen 
durch die Gleichungen 

X'i =- Xi + «1,2X3 + ofi 
X'z = «2,1X1 + «a.sXg + ö2 
Xs = X 3 
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ausgedrückt werden; die Koeffizienten dieser Gleichungen sind reelle Zahlen, 
und die a,j bilden ein orthogonales System. Die Entfernung sei durch 
die euclidische Formel definiert. Den auf diese Weise entstandenen Raum 
werden wir durch e s bezeichnen. 

7. Nun seien X 17 X 2 , X 3 . . . . X n , X H + L (w -f l) Veränderliche, welche 
die GleichuBg + x| + x , + . . . . + x ; + _ x 

befriedigen. Jedes System reeller Werte dieser Veränderlichen wollen wir 
als ein Element einer Mannigfaltigkeit betrachten. Für diese Mannig- 
faltigkeit setzen wir ein System von Bewegungen fest, die durch die 
Gleichungen 

X'i = a^Xi + «<, a X, + h a^ n X H + a { , n + 1 X H+l 

dargestellt werden; die Koeffizienten a {1J sind reelle Zahlen und bilden ein 
orthogonales System mit der Determinante + 1- Wenn (x v x% . . . . 
(^li Vi - • • • Vn+i) zwei verschiedene Elemente dieser Mannigfaltigkeit be- 
deuten, so ist 

— 1 < + x^y % -\ h x n +iy n +i < 1. 

Die Zahl <a, die den Bedingungen 

cos cd = xtf x + x^Vi + .... + x H +iy H+1 , 0 < <o < tc 

genügt, nehmen wir für die Entfernung dieser Elemente an. 

Der so entstandene Raum wird »der n-dimetisionäle Zahlenraum 
Itiemanns* genannt; wir werden ihn durch R Ä bezeichnen. 

8. Endlich seien A',, A^, X 3 . . . . X n n unabhängige reelle Veränderliche, 
deren Werte der Ungleichung 

x\ + x\ + xl + ■ • • • + xl < 1 

genügen. Jedes Wertsystem dieser Veränderlichen betrachten wir als ein 
Element einer Mannigfaltigkeit. Für diese Mannigfaltigkeit stellen wir ein 
System von Bewegungen fest, welche durch die Gleichungen 

a n+l,l X t + a *+l,* X 2 + " a n + l,n X n — a n + l,n + l 

ausgedrückt werden. Die Koeffizienten y sind reelle Zahlen, die den 
Gleichungen 

a i,i a U + a * t t a *,j H r «„,«««,> - = 0, i 

<* + «!,< + •••• + «v - «2+1,* 1 

t=l, 2, 3 0+1) 

£ ± «1,1«*,* ««1+1,11+1 = — 1 

genügen. Als Entfernung zweier Elemente (x v :r 2 . . . . rrj, (y t1 i/ 3 . . . . y M ) 
gilt der Ausdruck , 

1 - v (x, y) 

^(l-yS-yl «,*) 

v(#, y) — — — — - — — - ^ — - 
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Dieser Raum wird der > n-dimensionale Zahlenraum Lobatsehefskys*. 
genannt. Wir werden ihn durch L 3 bezeichnen. 

Im Nachstehenden werden die folgenden Räume angewendet: 

E 3 , E 3 . E3, A s , E 4 , 2? 8 , E^, e 8 , R s , L 3 . 

Definition X. Wenn bei einer Bewegung in einem beliebigen Räume 
ein Punkt sich selbst entspricht, so werden wir sagen, dafs die Bewegung 
diesen Punkt in Ruhe Iii f st. Läfst eine Bewegung alle Punkte eines Ge- 
bildes in Ruhe, so werden wir sagen, dafs die Bewegung das ganze Gebilde 
in Ruhe läfst. 

Definition XL Eine Bewegung, die einen Punkt (respektive ein 
Gebilde) in Ruhe läfst, werden wir eine Drehung um diesen Punkt (respektive 
um dieses Gebilde) nennen. 

Satz 1. In jedem Räume giebt es eine Bewegung, die den ganzen 
Raum in Rtüie lässt. 

Beweis. Sind S und S f zwei inverse Bewegungen des Raumes, so 
genügt die aus ihnen zusammengesetzte Bewegung der verlangten Forderung. 

Definition XII. Es seien Q und Q' zwei Gebilde in einem beliebigen 
Räume. Wenn es in diesem Räume möglich ist, alle Punkte des ersten 
Gebildes mit allen Punkten des zweiten zur Deckung zu bringen, so werden 
wir sagen, dafs das erste Gebilde dem zweiten kongruent ist. 

Satz 2. In jedem Räume ist jedes Gebilde sieh selbst kongruent. [Satz 1] 

Satz 3. Die Kongruenz zweier Gebilde in einem Räume ist eine gegen- 
seitige Beziehung. 

Beweis. In jedem Räume entspricht jeder Bewegung eine inverse 
Bewegung. 

Satz 4. Sind zwei Gebilde in einem Räume einem dritten kongruent, 
so sind sie einander kongruent. [Definition VI]. 

Definition XIII. Es seien A, 2?, C drei Punkte in einem Räume. 

Ihnen entsprechen drei Entfernungen AB, BC\ AC. Falls eine dieser Ent- 
fernungen der Summe der zwei anderen gleich ist, so werden wir sagen, 
dafs die drei Punkte ein geradliniges System bilden, oder dafs jeder der 
Punkte in Bezug auf die zwei anderen geradlinig liegt; und nämlich wenn 

AC — AB + BC ist, werden wir sagen, dafs der Punkt B ztv-isclien den 
Punkten A und C liegt. Der Inbegriff aller Punkte, welche in Einem Räume 
zwischen den Punkten A und B liegt, wird die Strecke AB genannt. 

Es seien A, C zwei Punkte in einem Räume, AC ihre Entfernung, o 

eine beliebige von 0 verschiedene arithmetische Zahl, die kleiner als AC 
ist. Wir fragen nun, ob in unserem Räume ein Punkt B existiert, der 
zwischen A und C in der Entfernung a von A liegt; das heifst, ob es einen 

solchen Punkt B giebt, dafs AB = 0, BC = AC — ca. 

Betrachten wir die analytischen Räume, die wir vorher angeführt haben, 
so überzeugen wir uns leicht, dafs es im Räume E' M zwischen keinen zwei 
Punkten einen Zwischenpunkt giebt. Im Räume E" w giebt es Punktepaare, 
für die Zwischenpunkte existieren und es giebt Punktepaare, zwischen denen 
keine Punkte liegen. Im Räume A M (wir beschränken uns im folgenden auf 
den Raum A 3 ) giebt es wohl für beliebige zwei Punkte A, C Zwischen- 
punkte, aber nicht in jeder Entfernung vom Punkte A (da dio Entfernung 



Digitized by Google 



Ein System von Postulaten, welche die euclidische Geometrie definieren. 409 

in diesem Baume nicht transzendent sein kann). Dagegen gieht es im Räume 

E 3 zwischen zwei beliebigen Punkten A, C in beliebiger Entfernung co < AC 
von A einen Zwischenpunkt B. Wir dürfen also postulieren: 

Postulat I. 7m Räume, den wir beh'achien wollen, giebt es zwischen 

beliebigen zwei Punkten A C in beliebiger Entfernung co < AC von einem 
dieser Punkte einen Zwisctienpunkt. Jeden Raum, der diese Eigenschaft 
besitzt, werden wir durch £l t bezeichnen. 

Die Räume E 8 , J& 3 , 2? s , 63, E 4 , f£ 3 , L B sind Räume Sl t . 

Satz 5. Bilden drei Punkte A, B, C ein geradliniges System und bringt 
eine Bewegung diese Punkte zur Deckung mit den Punkten A\ B' , C, — 
so bilden die letzteren auch ein geradliniges System; und zwar wenn der 
Punkt B ztvisclien A und C liegt, so liegt auch der entsprechende Punkt B' 
zwischen Ä und C. 

Beweis: 

AB + BC = AC 

AB^ÄHr, Bc = B , c y Ic^ÄTä 
Tb'+~Wc=~äC 

Definition XIV. Ein Gebilde, dessen beliebige drei Punkte ein 
geradliniges System bilden, werden wir ein geradliniges Gebilde nennen. 
Jeden Punkt eines geradlinigen Gebildes, der zwischen zwei anderen Punkten 
dieses Gebildes liegt, werden wir einen inneren Punkt des Gebildes nennen; 
jeden Punkt aber eines geradlinigen Gebildes, welchem keine zwei Punkto 
des Gebildes entsprechen, zwischen denen er liegt, werden wir einen äufseren 
Punkt des Gebildes nennen. 

Es seien A, B, C, D vier verschiedene Punkte in irgend einem Räume. 
Nehmen wir an, dafs zwei von diesen Punkten, z. B. A und J3, in Bezug 
auf die übrigen geradlinig liegen, das heifst A, C, B und J?, C, D gerad- 
linige Systeme bilden. Nun fragen wir, ob auch die Punkte C und D bei 
diesen Bedingungen in Bezug auf A und B geradlinig liegen, das heifst — 
ob A, J5, C und A, J5, D auch geradlinige Systeme bilden. Um diese 
Frage zu beantworten, wenden wir uns zu unseren analytischen Räumen. 
Wir überzeugen uns leicht, dafs in den Räumen E 8 , 2£g, E% E 4 , 6 3 , A 3 , L 3 
die vier Punkte bei den genannten Bedingungen stets ein geradliniges Gebilde 
bilden. Im Baume R s aber kann es auch anders sein. Sind z. B. 
A y B, C, D die Punkte (cos o, sin ta, 0, 0), (cos o) 1? sin co v 0, 0), (0, 0, 0, 1), 
(0, 0, 0, — 1) und o > co 1} so ist 

AC = BC = AD = BD = | CD = n, AB - a> - a> v 

< 

Die Punkte A y C, D und B, C, D bilden ein geradliniges System, 
während für die Punkte A, B, C dies auch nicht der Fall sein kann. 
Wir dürfen also postulieren: 

Postulat II. Wir wollen solclie Bäume betraciden, in denen beliebige 
vier PunJcte ein geradliniges Gebilde bilden, sobald zwei von diesen Punkten 
in Bezug auf die übrigen geradlinig liegen. 

Einen Raum Sl it der diese Eigenschaft auch besitzt, werden wir durch 
5i 2 bezeichnen. Die Räume E 3 , J? 3 , JE^, E 4 , e 3 , L 3 sind Räume Äj. 

Jahresbericht <L Deutschen Mathetn.-Verelnigting. XI. Heft 10—12. 27 
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Satz 6. In einem Baume & 8 ist jede Strecke AB ein geradliniges 
Gebilde. 

Satz 7. In einem Baume Sl 2 bildet der Inbegriff aller Punkte, die in 
Bezug auf ein Punktepaar geradlinig liegen (diese zwei Punkte eingescfilossen), 
ein geradliniges Gebilde. 

Der Beweis dieser Sätze läfst sich leicht auf das Postulat II zurück- 
führen. 

Definition XV. Den Inbegriff aller Punkte in einem Räume Ä 2 , die 
in Bezug auf zwei Punkte A und B geradlinig liegen — diese zwei Punkte 
mit eingeschlossen — werden wir eine gerade Linie oder kurzweg eine 
Gerade nennen. 

Auf die Postulate I und II werden auch leicht folgende zwei Sätze 
zurückgeführt: 

Satz 8. Jede Strecke und jede Gerade in einem Baume ß 2 enilialten 
unbegrenzt viele Punkte. 

Satz 9. Die Gerade wird in einem Baume £l 2 durch zwei beliebige 
Virer Punkte vollkommen definiert. 

Satz 10. Es seien A, B, C, I) v'ur Punkte in einem Baume & 2 , die 
ein geradliniges Gebilde bilden. liegt der Punkt B zwischen A und C, so 
kann der Punkt D nicht gleichzeitig sowohl zwischen A und B, wie auch zwischen 
B und C liegen. 

Beweis. Wäre eine solche gegenseitige Lage der Punkte möglich, 
so würden die folgenden Beziehungen stattfinden: 

ÄB + liC=ÄC 

AI) + DB = AB (3) 

BD -\- 1)0= BC. 

Aus diesen Gleichungen ergiebt sich: 

AJ)<AB<AC\ DÖ<BC<ÄC\ 

Von den drei Entfernungen AD, DC und AC ist also die letztere die 
grfifste. Da aber die Punkte A, J), C ein geradliniges System bilden, so ist 

. . AD + DC = AC. (4) 

Addieren wir die Gleichungen (3) und subtrahieren wir dann die 
Gleichung (4), so bekommen wir BD = O, was unmöglich ist. (Definition VIII). 

Auf dieselbe Weise werden auch folgende Sätze bewiesen. 

Satz 11. Bilden vier Punkte A, B, C, D in eimm Baume & 2 ein 
geradliniges Gebilde, wobei der Punkt B zwischen A und C, der Punkt D 
zwischen A und B liegt, so liegt der Punkt B zwischen D und C. 

Satz 12. Bilden vier Punkte A, B, C, D ein geradliniges Gebilde in 
einem Räume £ 2 . wobei der Punkt B zwischen A und C\ der Punkt D zwischen 
A und B liegt, so liegt der Punkt D zwischen A und C. 

Etwas umständlicher ist der Beweis des folgenden Satzes; doch läfst 
er sich auch auf die vorhergehenden Sätze und die Postulate I und II 
zurückführen. . - 
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Satz 13. Bilden vier Punkte A, B, C und D im Baume Sl s ein gerad- 
liniges Gebilde, wobei beide Punkte B und D zivisehen A und C liegen, so 
liegt der Punkt D entweder zwischen A und B oder zwuscJtcn B und C. 

Beweis. Nehmen wir an, dafs der Punkt D weder zwischen A und 
-B, noch zwischen B und C liegt. Bei dieser Annahme sind folgende vier 
Kombinationen möglich: 

1) B liegt zwisch. Au. C^D zwisch. A u. C, B zwisch. A u. D, B zwisch. C u. T> 

2) B „ A „ C, D „ A „ C,B „ A „ D, C „ 5„D 

3) B „ „ A „ C, D „ A „ C y A „ 5 „ D,B „ C„ D 

4) B „ „ „ 0, 1) „ yl „ 0, A „ £ „ D, C „ B „ D 

Da der Punkt D zwischen X und C liegt, so kann der Punkt B 
(Satz 10) nicht gleichzeitig sowohl zwischen A und D als auch zwischen 7> 
und C liegen. Die erste Kombination ist also ausgeschlossen. Auf analoge 
Weise werden auch die zwei folgenden Kombinationen ausgeschlossen. Wir 
wenden uns also zur Kombination 4). Dieselbe liefert die folgenden vier 
Gleichungen: 

AB -f CB = AG 
AB + CD = AC 
AB + AD=BD 
CB + CD = BD, 

aus denen die Beziehungen 

AB = CD, BG = DA, AC = BD (5) 

folgen. 

Es sei nun E irgend ein fünfter Punkt, der zwischen D und C liegt 
(Post. I). Alsdann ist 

DE + EC = DG. (6) 

Nun bilden die Punkte A, B, C, D und E ein geradliniges Gebilde 
(Satz 7). Da der Punkt D zwischen A und C, der Punkt E zwischen D 
und C liegt, so liegt auch der Punkt D zwischen A und E (Satz 11). 
Daher ist 

ÄE = ÄD + DE. (7) 

Andrerseits liegt der Punkt C zwischen D und B, der Punkt E 
zwischen D und C; daher liegt der Punkt C auch zwischen E und B (Satz 11); 
folglich ist 

BE==M)+CK (8) 

Da die Punkte A, B y C, D und E ein geradliniges Gebilde bilden, 
liegt der Punkt E geradlinig in Bezug auf A und B. Nun wollen wir 
aber beweisen, dafs dies unmöglich ist. 

a) Nehmen wir an, dafs der Punkt E zwischen A und B liegt; also 

ÄE -f EB ^ AB. (9) 

27* 
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Substituieren wir in diese Gleichung statt AE und EB die Ausdrücke 
(7) und (8), so erhalten wir 

AB = AT) + DE + BC + CE, 

oder der Beziehung (6) zufolge, 

ÄB = DC + AD + BV. 

Aus dieser Gleichung ergiebt sich zufolge (5) J3Ö=0, was un- 
möglich ist. 

b) Nehmen wir an, dafs der Punkt B zwischen A und E liegt, so dals 

aT: = ab+^e 

Substituieren wir hierin statt ÄE und BE die Ausdrücke (7) und (8), 

so bekommen wir 

+ DE = AB + BC + CE, 

welche Gleichung zufolge (5) liefert: 

DE=DC+ CK 

Aus dieser Beziehung ergiebt sich zufolge (6) EC = 0, was unmöglich ist. 

c) Auf analoge Weise wird bewiesen, dafs der Punkt A nicht zwischen 
B und C liegen kann. 

Der Satz ist also bewiesen. 

Definition XVI. Sobald die Sätze (10—13) festgestellt sind, läfst 
sich ohne Mühe beweisen, wie es Professor Hilbert in seiner bekannten 
Schrift angedeutet hat, dafs jeder innere Punkt 0 eines geradlinigen Gebildes 
die übrigen Punkte in zwei Systeme derart teilt, dafs der Punkt 0 zwischen 
beliebigen zwei Punkten liegt, die verschiedenen Systemen angehören und 
zwischen keinen zwei Punkten, die demselben Systeme angehören, liegt. 
Diese zwei Systeme werden die zwei Seiten des Gebildes in Bezug auf den 
Punkt 0 genannt. 

Satz 14. Auf einem geradlinigen Gebilde, auf derselben Seite von 
einem seiner Punkte 0, kann es keine zwei Punkte geben, die von 0 gleieh 
entfernt sind. 

Beweis. Nehmen wir. an, es gebe zwei solche Punkte B und C. Da 
der Punkt 0 nicht zwischen B und C liegen kann, so mufs eine der zwei 
Beziehungen gelten: 

OB = ÖC + BC oder ~0C = 0B + ~BC. 

Das ist aber unmöglich, da OB = ÖC ist. 

Satz 15. Auf jeder Strecke in einem Baume Sl t giebt es einen und 
nur einen einzigen Punkt, der von beiden Enden gleiclt entfernt ist (die Mitte 
der Strecke). 

Beweis. Dafs es einen solchen Punkt giebt, folgt aus dem Postulate I; 
dem vorigen Satze zufolge kann es nicht mehr als einen einzigen Punkt 
geben, der diese Eigenschaft besitzt. 
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Definition XVII. Eine Seite einer geraden Linie in Bezug auf einen 
ihrer Punkte 0 — diesen Punkt mit eingeschlossen — werden wir einen 
Halbstrahl (oder kurz einen Strahl), den Punkt 0 den Scheitel des Halb- 
strahles nennen. Die zwei Seiten einer Geraden in Bezug auf einen Punkt 0 
bilden mit dem Punkto 0 zwei Halbstrahlen mit gemeinsamem Scheitel, 
deren jeder als Fortsetzung des anderen gilt. 

Satz 16. Das Gebilde, das eine Gerade bei ilirer Bewegung deckt, ist 
wieder eine Gerade. 

Satz 17. Bringt eine Bewegung zwei Punkte einer Geraden zur Deckung 
mit zwei Punkten einer anderen Geraden, so tvird die zweite Gerade durch 
die erste gedeckt. 

Satz 18. Läfst eine Bewegung zwei Punkte einer Geraden in Buhe, 
so bleibt die ganze Gerade in Ruhe. 

Die einfachen Beweise dieser Satze beruhen auf den Sätzen 9, 14 und 
auf dem Postulate II. 

Es seien A, B, C drei Punkte in irgend einem Räume. Unter welcher 
Bedingung läfst sich der Punkt C in einen Punkt C durch eine Drehung 
um die Punkte A und B bringen? Laut der Definition VIII ist dazu not- 
wendig, dafs 

AC = TC\ TC=BG' (10) 

sei. Sind diese Bedingungen auch hinreichend? Um diese Frage zu be- 
antworten, wenden wir uns nochmals zu unseren analytischen Räumen. 

In den Räumen E s , I? 3 , JE^ 1 ), E 4 , A 3 , R 3 , L, sind diese Bedingungen 
hinreichend, im Räume e 3 dagegen ist es nicht der Fall, da in diesem Räume 
eine Drehung um zwei Punkte (ar„ ar si a; 3 ), (y u y 2 , y & ) überhaupt nur dann 
existiert, wenn = y u x 2 = y s ist. 

Es läfst sich sogar beweisen, dafs der Raum 63 nicht einmal durch 
Hinzufügung neuer Bewegungen insofern zu erweitern ist, dafs die Gleichungen 
(10) zur Existenz der fraglichen Drehung hinreichend werden sollen. 

Es giebt also Räume — unter denselben auch Räume Sl^ [E s , 2? 8 , 2^, 
E 4 , L 3 ] — in welchen es stets möglich ist, durch ein« Drehung um zwei 
Punkte A, B jeden Punkt C in jeden anderen Punkt C zu bringen, sobald 

AC = AC', BC = BC 

ist Dagegen giebt es einen Raum Sl% (nämlich e 8 ), dem diese Eigenschaft 
nicht zukommt. Wir dürfen also postulieren: 

Postulat III. Wir wollen nur solcfie Räume in Betracht ziehen, in 
denen es stets möglich ist, durcli eine Drehung um die Punkte A, B jeden 
Punkt C in einen beliebigen anderen Punkt C' zu bringen, sobald 

AC = ~AC\ BC = BC' 

ist. 

Einen Raum & 2 , der auch dieser Forderung genügt, werden wir einen 
Raum nennen. Die Räume E 3 , i? 3 , JE^, E 4 , L 3 sind Räume & 3 . 



1) Es wäre vielleicht zweckmäfsig zu betonen, daa E t der zweidimensionale 
euclidische Raum zweiter Art ist 
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Satz 19. Liegen in einem Baume 5i 3 zwei Punkte C, D jeder in 
gleicher Entfernung von zwei anderen Punkten A, B, so sind alle Punkte 
der Geraden CD von A und B gleich weit entfernt. 

Beweis. Da CA = CB, DÄ = DB ist, so ist es möglich [Postulat III], 
durch eine Drehung um die Punkte C und D den Punkt A in den Punkt B 
zu bringen. Da jeder Punkt K der Geraden CD dabei in Ruhe bleibt 

(Satz 18), so ist KA = KB. 

Es folgt aus diesem Satze, dafs in einem Räume £1$ der geometrische 
Ort der Punkte, die von zwei andern Punkten gleich weit entfernt sind, 
entweder ein Punkt, oder eine Gerade ist, oder vielleicht auch Punkte ent- 
hält, die in Bezug auf einander nicht geradlinig liegen; im letzten Falle aber 
enthält dieses Gebilde alle Geraden, welche durch je zwei seiner Punkte gehen. 

Definition XVIII. Falls in einem Räume der geometrische Ort der 
Punkte, die von zwei Punkten A, B gleich entfernt sind, Punkte ent- 
hält, die in Bezug auf einander nicht geradlinig liegen, werden wir den- 
selben eine Ebene, die Punkte A, B die Pole der Ebene nennen. 

Nun entsteht die Frage, ob es in jedem Räume eine Ebene giebt, ja 
sogar ob in irgend einem Räume eine Ebene existiert. Man überzeugt sich 
leicht, dafs es in den Räumen E s , 2i^, E 41 Ag, e 3 , R s , L s Ebenen giebt; unter 
ihnen befinden sich auch Räume £l 3 . Indessen giebt es einen Raum £l z 
(nämlich 2£ 2 ), in dem keine Ebene existiert. Wir dürfen also postulieren 

Postulat IV. Wir wollen solche Bäume betracläen, in welchen es eine 
Ebene giebt. 

Einen Raum Ä s , der auch dieser Forderung genügt, werden wir durch 
£l± bezeichnen. Die Räume E s , 2£j, E„ L a sind Räume 

Satz 20. GeJtÖrcn einer Ebene in einem Baume £ 4 zwei Punkte an, 
so gehört ütr aucli die Gerade an, die durcli diese Punkte geht. 

Satz 21. In einem Baume Sl^ giebt es einen Punkt aufscrhalb jeder 
Geraden und aufscrhalb jeder Ebene. 

Satz 22. In einem Baume Ä 4 gehen durcli jeden Punkt unbegrenzt 
viele Geraden. 

Der Beweis dieser Sätze läfst sich leicht auf die Existenz der Ebene 
und auf den Satz 19 zurückführen. 

Satz 23. In einem Baume Ä 4 läfst sich jeder Sirahl durcli eine 
Drehung um den Scheitel zur Deckung mit jedem anderen Strafdc bringen, der 
denselben Scheitel hat. 

Beweis. Es seien OA und OB zwei Strahlen, die den gemeinsamen 
Scheitel 0 besitzen. Wir nehmen nun anfangs an, dafs die Strahlen OA 
und OB nicht die Fortsetzung von einander bilden. Es seien A und B 
zwei Punkte der entsprechenden Strahlen, die vom Scheitel gleich weit ent- 
fernt sind. Es bedarf kaum der Andeutung, dafs die Existenz eines solchen 
Punktepaarcs auf die Postulate I und II zurückgeführt werden kann. Es 
sei nun ferner C die Mitte der Strecke AB (Satz 15). Da 

OÄ= ob] cä= cb 

ist, so giebt es in unserem Räume eine Drehung um die Punkte C und 0, 
die den Punkt A in den Punkt B bringt. Durch diese Drehung wird der 
Strahl OA zur Deckung mit dem Strahle OB gebracht. 
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Falls die Strahlen OA und OB die Fortsetzung von einander bilden, 
so ziehen wir einen dritten Strahl OC, der den Punkt 0 zum Scheitel hat 
(Satz 22). Es sei S die Drehung um den Punkt 0, die den Strahl OC 
zur Deckung mit dem Strahle OB bringt, und S' die Drehung, die den 
Strahl OA zur Deckung mit dem Strahle OC bringt. Die Bewegung 
die aus den Bewegungen S und £' zusammengesetzt ist, ist eine Drehung 
um den Punkt 0 und bringt den Strahl OA zur Deckung mit dem Strahle OB. 

Satz 24. Sind in einem Baume & 4 die Punkte A und B von einem 
Punkte 0 gleich weit entfernt, so kann der Punkt A in dm Punkt B durch 
eine Drehung um den Punkt 0 gebracht werden. 

Beweis. Bringen wir den Strahl OA zur Deckung mit dem Strahle 
OB, so fallt der Punkt A in den Punkt B. 

Satz 25. In einem Baume Ä 4 kann jeder Punkt A in jeden anderen 
Punkt B gebracht werden. 

Beweis. Dem vorigen Satze zufolge kann dies durch eine Drehung 
um die Mitte der Strecke AB geschehen. 

Satz 26. In einem Baume & 4 ist es stets möglich, zwei Punkte A' , B' 
zur Deckung mit zwei anderen Punkten A, B zu bringen, falls AB^A'B' ist. 

Beweis. Es sei S eine Bewegung, die den Punkt A' in den Punkt A 
bringt. Nehmen wir an, dafs der Punkt B' dabei in den Punkt B" fallt. 
Es sei nun S' eine Drehung um A, die den Punkt B" in den Punkt B 
bringt (Satz 24). Die Bewegung S'\ die aus den Bewegungen S' und S 
zusammengesetzt ist, bewirkt die verlangte Deckung des Punktepaares A\ B' 
mit dem Punktepaare A, B. 

Satz 27. In einem Baume & 4 giebt es auf jedem Strahle Punkte, 
deren Entfernung vom Scheitel größer als eine beliebig getcählte Zahl ist. 

Beweis. Es sei 0 der Scheitel, A ein beliebiger Punkt des Strahles 

OA; B sei die Mitte der Strecke OA, 2w die Entfernung OA. Folglich 

ist OB = BA = ö). Bringen wir die Punkte 0, B entsprechend in die 
Punkte B, A (Satz 25), so fallt der Punkt A in einen Punkt A '. Auf Grund 
der Sätze 5, 10 — 13 können wir uns leicht davon überzeugen, dafs der 
Punkt A zwischen A' und 0 liegt, dafs also einerseits der Punkt A' dem 
Strahle OA angehört, andererseits OA = 3a> ist. Bringen wir dann die Punkte 
2?, A in die Punkte A y A\ so fällt der Punkt A' in einen Punkt A'\ der 
auch dem Strahle OA angehört und den Abstand 4eo von 0 hat, u. s. w. 

Satz 28. Das Gebilde, mit dem eine Ebene in einem Baume & 4 bei 
einer Bewegung zusammenfällt , ist auch eine Ebene. 

Satz 29. In einem Baume Sl A ist der geometrische Ort der Punkte, 
die von zwei beliebigen Punkten gleicJi weit entfernt sind, eine Ebene. 

Beweis. Da im Räume Ä 4 eine Ebene gewifs existiert, so mag die- 
selbe Q heifsen; A und A' seien ihre Pole, B die Mitte der Strecke AA'. 
Es läfst sich leicht zeigen, dafs alle beliebigen zwei Punkte C und C\ die 
auf der Geraden AA' liegen und von B gleich weit entfernt sind, auch als 
Pole derselben Ebene betrachtet werden können. Es seien nun M und M' 
beliebige zwei Punkte, deren Entfernung 2w ist. Wählen wir nun die 

Punkte C und C' auf der Geraden AA' derart, dafs BC = BC' — &>, also 
CC' = 2 cd sei, und bringen wir die Punkte C, C in die Punkte M, 3t 
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(Satz 26), so deckt die Ebene Q eine Ebene Q' (Satz 28), die der geometrische 
Ort der Punkte ist, welche von M und M' gleich weit entfernt sind. 

Definition XIX. Es seien: AB eine beliebige Strecke in irgend 
einem Räume, 

A'B\ A"B", .... A^B™ (11) 

n andere Strecken, die keine inneren Punkte gemeinsam haben. Stehen die 
Strecken (ll) zur Strecke AB in solcher Beziehung, dafs jeder Punkt der 
Strecken (ll) auch der Strecke AB angehört und, umgekehrt, jeder Punkt 
der Strecke AB einer der Strecken (ll) angehört oder das gemeinsame Ende 
zweier Strecken (ll) ist, so sagt man, dafs die Strecke AB aus den Strecken 
(11) besteht 

Definition XX. Die Strecken in einem Baume ausmessen heifst, jeder 
Strecke eine arithmetische von 0 verschiedene Zahl derart zuweisen, dals 
kongruenten Strecken gleiche Zahlen entsprechen und einer Strecke, die aus 
mehreren Strecken besteht, eine Zahl zugewiesen werde, die der Summe der 
Zahlen gleich ist, welche den Teilstrecken angehören. Im Räume Ä 4 (sogar 
in einem Räume .P» 2 ) läfst sich eine Ausmessung der Strecken dadurch voll- 
ziehen, dafs jeder Strecke dieselbe Zahl zugewiesen wird, die als Entfernung 
ihrer Enden gilt. Um aber zu beweisen, dafs die Messung nur auf eine 
einzige Weise vollzogen werden kann, sobald die Maßeinheit gewählt ist 
(das heilst, sobald die Strecke gewählt ist, der die Zahl 1 entsprechen soll), 
ist es notwendig, den Begriff des Verhältnisses zweier Strecken auf geome- 
trischem Wege aufzubauen. Das dazu nötige Archimedische Prinzip zu be- 
weisen stellt wohl keine Schwierigkeit dar, da die Messung, wie gesagt, auf 
eine Weise, gewifs möglich ist. Die dazu nötige Theorie war schon von 
mir in einem Artikel angedeutet, der in Nr. 308 *) der „Zeitschrift für 
Experimentalphysik und Elementare Mathematik" erschienen ist. 

Definition XXI. Haben zwei Strahlen OA und OB in einem Räume 
£l± einen gemeinsamen Scheitel und gehören sie nicht derselben Geraden an, 
so heifst es, dafs sie einen Winkel AGB bilden. Die Strahlen OA und OB 
heifsen die Seiten des Winkels. Nebenwinkel und Sdicitelieinkel werden in 
üblicher Weise definiert. 

Definition XXII. Läfst sich ein Winkel AOB durch den Winkel 
A'O'B' derart decken, dafs die Strahlen 0' A', 0 ' B' die Strahlen OA, OB 
entsprechend decken, so sagt man, dafs der Winkel A'O'B' dem Winkel 
AOB kongruent ist. (Es ist also die Ordnung, in der die Seiten des Winkels 
genannt werden, wohl zu beachten.) 

Satz 30. In einem Räume & 4 ist jeder Winkel AOB dem Winkel 
BOA kongruent 

Beweis. Wählen wir die Punkte A und B derart, dafs OA gleich OB 
ist, und bezeichnen wir durch C die Mitte der Strecke AB, so läfst sich 
der Punkt B durch eino Drehung um die Punkte 0 und C in den Punkt A 
bringen. Der Punkt A fällt dabei in den Punkt B, und die verlangte 
Deckung ist vollzogen. 

Satz 31. Sind zxeei Winkel kongruent, so sind auch die entsprecJienden 
Nebenwinkel kongruent. 

1) »3t»aw uo ocHOBaHwrai. reoweTpifi. BtcTHHKi, On. fl'inmni« Nr. 308. 
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Satz 32. Zwei Scheitelwinkel in einem Baume Sl A sind kongruent 
Boweis. Der Satz wird auf den vorhergehenden zurückgeführt, da 
zwei Scheitelwinkel einen gemeinsamen Nebenwinkel haben. 

Definition XXÜI. Nebenwinkel, die einander kongruent sind, werden 
reclite Winkel genannt. 

Die Existenz von rechten Winkeln in einem Räume Sl A wird aus dem 
Beweise des Satzes 23 ersichtlich, da OCA und OCB in diesem Beweise 
rechte Winkel sind. 

Definition XXIV. Liegen drei Punkte A, B und C nicht geradlinig 
in Bezug auf einander, so sagen wir, dafs die Strecken AB, BC, CA ein 
Dreieck bilden. Die Strecken AB, BC und CA heifsen die Seiten, die 
Punkte A, B, C die Scheitel des Dreiecks. 

Definition XXV. Zwei Dreiecke ABC und A' B ' C heifsen kon- 
gruent, falls sie derart aufeinander gelegt werden können, dafs die ent- 
sprechenden Scheitel und Seiten sich decken. Diese Definition fugt also 
zur Definition XII nur einen Hinweis auf die Ordnung hinzu, in welcher 
die Scheitel der kongruenten Dreiecke nacheinander zu nennen sind. 

Satz 33. Zwei Dreiecke in einem Iimime & 4 sind kongruent, wenn 
zwei Seiten und der eingeschlossene Winkel .des einen den entsprechenden 
Teilen des anderen kongruent sind. 

Satz 34. Zwei Dreiecke in einem Baume Sl^ sind kongruent, wenn 
drei Seiten des einen den entsprechenden Seiten des anderen kongruent sind. 

Beweis. Sind ABC und A'B'C' unsere Dreiecke, so läfst sich die 
Strecke AB durch die Strecke A'B' decken (Satz 26). Fällt dabei der 
Punkt C in einen Punkt C" , so lilfst sich der letztere durch eine Drehung 
um die Punkte A und B in den Punkt G bringen. (Postulat III.) 

Es sei ABC ein beliebiges Dreieck, dessen Seiten einer Ebene Q an- 
gehören. Es sei D ein Punkt auf der Peripherie des Dreiecks, der mit 
keinem Scheitel zusammenfällt. Es sei endlich E ein Punkt, der in derselben 
Ebene liegt, aber der Peripherie nicht angehört. Giebt es nun auf der 
Peripherie des Dreiecks einen Punkt F, der mit den Punkten D und E auf 
einer geraden Linie liegt? Giebt es im Räume, den wir betrachten, wenigstens 
eine Ebene, in welcher jedes Dreieck immer die gewünschte Eigenschaft 
besitzt? 

Um diese Frage zu beantworten, wenden wir uns zu unseren analytischen 
Räumen. Es ergiebt sich, dafs in den Räumen E 3 , ig, JEj, e 3 , R 3 , L 3 die 
verlangte Eigenschaft stets vorhanden ist, was im Räume E 4 nicht der 
Fall ist. Betrachten wir nämlich das Dreieck A, B, C, wo A (0,0,0,0), 
B (0,1,0,0), C (0,0,1,0) sind, nehmen wir ferner an, dafs D der Punkt (O,V 2 ,0,0) 
und .Eein Punkt (a,0,0,0) [«^0] ist, so schneidet die Gerade DE die Peripherie 
des Dreiecks in keinem zweiten Punkte. Da es unter den Räumen, welche 
die genannte Eigenschaft besitzen, Räume £l± giebt, so dürfen wir postulieren: 

Postulat V. Wir wollen solche Bäume betrachten, in denen es wenigstens 
eine Ebene giebt, icelcJie folgende Eigenschaften besitzt: Wählen wir in der 
Ebene ein beliebiges Dreieck und zwei Punkte, deren einer innerhalb einer 
Seite des Dreiecks liegt, der andere aber der Peripherie des Dreiecks nicht 
angehört, so giebt es auf der Peripherie des Dreiecks einen dritten Punkt, der 
mit den gewählten zwei Punkten auf einer geraden Linie liegt. 
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Einen Kaum & v der auch dieser Forderung genügt, wollen wir durch 
& 5 bezeichnen. Die Räume E 3 , E s und L 3 sind Räume Sl ry 

Das letzte Postulat stellt nichts anderes als das Prinzip von Pasch dar. 
Wer dieses Prinzip in der Rieraannschen Geometrie zu beweisen sucht, wird 
leicht begreifen, warum ich diese etwas sonderbare Form des Prinzips be- 
vorzugt habe. In der gewöhnlichen Form erscheint es nun als 

Satz 35. Liegt ein Dreieck ABC in einem Baume ß 5 in einer be- 
liebigen Ehene, Hegt ferner ein Punkt D innerhalb einer der Seiten des 
Dreiecks, so hat jede Gerade, die in der Ebene verlmiß und durch den 
Punkt D geht, mit der Peripherie des Dreiecks noch wenigstens einen zweiten 
Punkt gemein. 

Satz 36. In einem Baume Sl 5 können durch drei Punkte, die nicht 
auf einer Geraden liegen, nie zwei verschieden • Ebenen gehen. 

Der Beweis läfst sich auf den vorhergehenden Satz in üblicher Weise 
zurückführen. 

Satz 37. Eine Ebene in ebum Baume Sl b kann mittelst einer Drehung 
um einen beliebigen ihrer Punkte 0 zur Deckung mit sieh selbst derart gebractit 
werden, ('afs ein beliebiger Strafd OA, der in dieser Ebene liegt unel den 
Punkt 0 zum Seheitel hat, mit einem beliebigen anderen Strahle OB dieser 
Ebene zusammenfällt. 

Beweis. Nehmen wir an, dafs die Strahlen OA und OB einen Winkel 
AGB bilden. Die Bewegung, welche die Strahlen OA und OB entsprechend 
auf die Strahlen OB und OA aufeinanderlegt (Satz 30), vollbringt die 
verlangte Deckung (Sätze 28, 36). Falls die Strahlen OA und OB derselben 
Geraden gehören, mufs man einen dritten Strahl ziehen, wie es im Beweise 
des Satzes 23 geschieht. 

Satz 39. Durch jeden Punkt einer Ebene, die einem Baume R b angehört, 
gehen zwei in dieser Ebene liegende Geraden, die einen rechten Winkel 
bilden. 

Beweis. Es seien OA, OB zwei Strahlen in unserer Ebene, die einen 
Winkel AOB bilden. OA', OB' seien die Fortsetzungen von OA und OB. 

Die Punkte A, B, Ä, B' seien lerart gewählt, dafs die Entfernungen OA, 

OB, OA', OB' gleich sein sollen. Nun sei C die Mitte der Strecke AB, 

OC die Fortsetzung des Strahles OC und OC = OC. Wir wollen zeigen, 
dafs C' die Mitte der Strecke A'B' ist. Die Dreiecke AOB, AGG, BOC 
sind nämlich den Dreiecken ÄO'B', A'O'C', B'O'C' entsprechend kongruent 
(Sätze 32, 33). Folglich ist 

AB' = ~ÄB, ~ÄC' = ~AG, B'C = BC. 

Und da 

AB = AC+C~B, AC =» OB 

ist , so ist auch 

AB' = A'C' + Öli 7 , A'C -~Ö\B'. 

Der Punkt C' liegt folglieh zwischen den Punkten A' und B' von 
diesen beiden Punkten gleich weit entfernt. 

Sind D und D' die Mitten der Strecken AB' und A'B, so geht die 
Gerade DD' auch durch den Punkt 0. 
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Bringen wir nun den Winkel AOB zur Deckung mit dem Winkel B'OÄ 
(Satz 32), so fallen die Punkte A, B, A', B' entsprechend in die Punkte 
B', A\ B, A. Die Punkte I) und D' bleiben in Ruhe; infolge dessen bleibt 
auch die Gerade DD' in Ruhe, und da der Strahl OC auf den Strahl OC 
fällt, sind die Winkel COD und C'OD kongruent; da es aber zwei Neben- 
winkel sind, so besitzen die Geraden OC und OD die verlangte Eigenschaft. 

Satz 39. 7« <incm Baume Sl- gcld durdt jeden Punkt 0 tiner Geraden 
OA, die in einer Ebene Q verläuft, in dieser Ebene eine und nur eine einzige 
Gerade, welche zu OA senkrecht steht. 

Beweis. Dem vorigen Satze zufolge gehen durch den Punkt 0 in 
der Ebene Q zwei Geraden OC und OD, die zu einander senkrecht stehen. 
Bringen wir die Ebene derart zur Deckung mit sich selbst, dafs der Strahl 
OC den Strahl OA decken soll (Satz 37), so fällt die Gerade OD auf eine 
Gerade OE, die zu OA senkrecht steht. 

Wir wollen nun annehmen, dafs es aufser OE noch eine Gerade OE' 
in derselben Ebene giebt, die zu OA senkrecht steht. Es seien A und Ä 
zwei Punkte, die auf der Geraden OA liegen und vom Punkte 0 gleich 
weit entfernt sind. Man überzeugt sich leicht, dafs alle Punkte der Geraden 
OE und OE' von A und Ä gleich weit entfernt sind. Wählen wir nun 
ganz willkürlich die Punkte E und E' auf den Geraden OE und OE' und 
einen inneren Punkt G auf der Strecke EE'. Der Punkt G ist von A 
und Ä gleich weit entfernt (Satz 19). Nun sei F ein beliebiger Punkt 
auf der Geraden OA, der mit 0 nicht zusammenfällt. Die Gerade FG 
schneidet die Peripherie des Dreiecks OEE' in einem zweiten Punkte II, 
der von A und Ä gleich weit entfernt ist. Folglieh sind alle Punkte der 
Geraden GH von den Punkten A und A' gleich weit entfernt. Das ist 
aber falsch, da der Punkt F diese Eigenschaft nicht besitzen kann. 

Die Definition einer Geraden, die zu einer Ebene senkrecht steht 
(und umgekehrt), wird in gewöhnlicher Weise aufgestellt. 

Satz 40. In einem Baume Sl b geht durdi jeden Punkt 0 einer Geraden 
OA eine und nur eine einzige zn Vtr senkrechte Ebene. 

Beweis. Nehmen wir auf der Geraden zwei Punkte A und Ä, die 
von 0 gleich weit entfernt sind, so ist der geometrische Ort der Punkte, 
die von A und A' gleich weit entfernt sind, die Ebene und nämlich die 
einzige Ebene, die durch den Punkt 0 geht und zur Geraden OA senkrecht steht. 

Satz 41. Alle Geraden, die in einem Baume. £ 5 iu einer Geraden 
OA in demselben Punkte 0 senkrecht stehen, gehören der Ebene an, die in 0 
zur Geraden OA senkrecht steht 

Satz 42. In einem Baume Sl 5 können durch einen Punkt 0 einer Ebene 
Q nie zwei verschiedene Geraden gehen, die zu dieser Ebetie senkrecht stehen. 

Beweis. Es seien OA und OB zwei Geraden, die zur Ebene Q senk- 
recht stehen. Nun sei OC eine beliebige Gerade, die in der Ebene liegt. 
Da die Geraden OA und OB auf OC senkrecht stehen, so gehören sie 
der Ebene B, die in 0 zur Geraden OC senkrecht ist (Satz 41). Ist nun 
OD die Gerade, die zu OC senkrecht ist und in der Ebene Q liegt (Satz 40), 
so gehört auch OD der Ebene B an. In der Ebene B sind also zur Geraden 
OD zwei Lothe OA und OB aus dem Punkte 0 errichtet. 

Satz 43. In einem Baume Sl 5 sind alle rechten Winkel einander 
kongruent. 
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Beweis. Es seien AOB und ÄO'B' zwei rechte Winkel in einem 
Räume Sl h . Nach den Sätzen 23 und 25 sind wir imstande, den Strahl 
O'B' zur Deckung mit dem Strahle OB zu bringen. Fällt dabei der Strahl 
OA auf den Strahl O'A' oder auf seine Fortsetzung, so sind unsere Winkel 
kongruent. Nehmen wir nun an, dafs der Strahl 0 'AI mit einem Strahle 
OC zusammenfallt, der mit dem Strahle OA einen Winkel AOC bildet. 
Nach Satz 41 gehören die Geraden OA und OC einer Ebene R an, die zur 
Geraden OB in 0 senkrecht steht. Nun drehen wir die Ebene um den 
Punkt 0 derart, dafs die Strahlen OB und OC mit einander die Lage ver- 
tauschen (Satz 30). Dabei deckt die Ebene R sich selbst (Satz 36), und 
daher bleibt entweder der Strahl OB unbeweglich, oder er deckt den Strahl 
OD, der seine Fortsetzung bildet (Satz 42). ^er Winkel COB deckt also 
entweder den Winkel AOB, oder seinen Nebenwinkel BOB. 

Satz 44*. In einem Baume Sl b kann jede Ebene zur Deckung mit einer 
beliebigen anderen Ebene elirart gebracht werden, deifs ein beliebiger Punkt 
A der ersten Ebene in ünen beliebigen Punkt Ä der anderen fällt. 

Beweis. Es genügt, durch jeden Punkt A und A' in der entsprechenden 
Ebene zwei zu einander senkrechte Geraden zu ziehen und einen dadurch 
gebildeten rechten Winkel mit dem Scheitel in A zur Deckung mit einem 
rechten Winkel, dessen Scheitel A' ist, zu bringen. 

Satz 45. In einem Baume Sl & geht durch jeden Punkt A einer Ebene 
Q eine und nur eine einzige Gerade, die zur Ebene Q senkrecht ist. 

Beweis. Es sei ÄB' eine beliebige Gerade, Q' die Ebene, die durch 
den Punkt Ä geht und zur Geraden ÄB' senkrecht ist (40.) Bringen 
wir dann die Ebene Q' zur Deckung mit der Ebene Q derart, dafs der Punkt 
A' in den Punkt A fallt, so fällt die Gerade A'B' mit einer Geraden AB 
zusammen, die zur Ebene Q senkrecht steht. Dafs es keine zweite Gerade 
giebt, die durch den Punkt A geht und zur Ebene Q senkrecht steht, ist 
schon festgestellt (Satz 42). 

Satz 46. Durch drei Punkte A, B, C in einem Baume Sl & , die niefit 
auf einer Geraden liegen, geht eine und nur eine einzige Ebene. 

Beweis. Es sei C ein Punkt auf der Geraden AC, dessen Entfernung 

von A gleich AB ist. Ist dann D die Mitte der Strecke C B, so ist AD 
zu BCf senkrecht Es sei nun KLM ein rechter Winkel, der in einer be- 
liebigen Ebene Q liegt.. Lassen wir nun den Winkel KLM mit dem 
Winkel ADO zusammenfallen, so deckt die Ebene Q eine Ebene, die durch 
die Punkte A, B, C geht. Dafs durch diese Punkte keine zweite Ebene 
geht, ist schon festgestellt (Satz 36). 

Satz 47 Haben zwei verschiedene Ebenen in einem Baume Sl & einen 
gemeinschaftlichen Punkt, so haben sie aucli eine Gerade gemein. 

Beweis. Es seien Q und Ö' die zwei Ebenen, die den Punkt 0 ge- 
mein haben. Nun seien OA und OA' die Lote zu den Ebenen Q und Q\ 
Dieselben können nicht zusammenfallen, ohne dafs die Ebenen Q und Q' 
selbst zusammenfallen. Ist R die Ebene, welche durch die Geraden OA 
und OA' geht (Satz 46) und OC die zur Ebene R senkrechte Gerade, so 
liegt dieselbe sowohl in der Ebene Q wie auch in der Ebene Q' (Satz 41). 
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Nachdem wir die Haupteigenschaft eines Raumes ß 5 ziemlich aus- 
führlich entwickelt haben, werden wir uns im übrigen ganz kurz fassen. 

Mittelst des Satzes 35 läfst sich beweisen, wie es schon De Tylli in 
seinem »Essai sur les principes fondamentaux de la Geometrie et de la 
Mecanique« angedeutet hat, dafs eine Gerade, die in einer EbeDe liegt,, 
die übrigen Punkte der Ebene in zwei Gruppen derart teilt, dafs jede 
Strecke, die zwei Punkte derselben Gruppe verbindet, durch die Gerade nicht 
geschnitten wird, dagegen jede Strecke, welche zwei Punkte verschiedener 
Gruppen verbindet, durch die Gerade geschnitten wird. Diese zwei Gruppen 
von Punkten werden die Seiten der Ebene in Bezug auf die Gerade genannt. 
Eine Seite einer Ebene, die Teilungsgerade eingeschlossen, wird eine Halb- 
ebene genannt, die Teilungsgerade heifst die Kante der Halbebene. Jeder 
Punkt einer Halbebene, welcher der Kante nicht angehört, heifst ein innerer 
Punkt der Halbebene. Eine Halbebene ist durch ihre Kante und durch . 
einen inneren Punkt vollständig bestimmt. Eine Halbebene, deren Kante 
die Gerade AB ist und der ein innerer Punkt C angehört, wird durch ABC 
bezeichnet. 

Jeder Winkel ABC, der einem Räume Sl 5 angehört, bestimmt eine 
Ebene, in der seine Seiten liegen. Liegt irgend ein Punkt dieser Ebene 
sowohl innerhalb der Halbebene ABC, wie auch innerhalb der Halbebene 
CBA, so sagt man, dafs der Punkt in der Ebene des Winkels innerhalb 
desselben liegt. Wenn aber ein Punkt in der Ebene des Winkels weder 
auf den Seiten noch innerhalb desselben liegt, so sagt man, dafs er aufser- 
halb des Winkels liegt. Die folgenden Sätze, die dieser Theorie angehören 
und in einem Räume ß 5 gelten, mögen nur angeführt werden. 

Satz 48. Schneiden sicli zwei Gerade in einem Punkte, so liegt jeder 
Punkt der durch diese Geraden bestimmten Ebene, welcher diesen Geraden 
niefit angehört, innerhalb eines und nur eines einzigen der vier Winkel, die 
diese Geraden bilden. 

Satz 49. Alle inneren Punkte einer Strecke, deren Enden auf dm 
Seiten des Winkels liegen, liegm innerhalb des Winkels. 

Satz 50. Liegt ein Funkt D innerhalb des Winkels ABC, so liegen 
alle Punkte des Strahls BD (aufser dem Sclieitel) innerhalb des Winkels. 

Satz 51. Liegt ein StraJd BD innerhalb des Winkels ABC, so liegt 
seine Fortsetzung BD' innerhalb des Winkels A'B'tf, welcher der Scheitel- 
winkel von ABC ist. 

Satz 52. In einem Baume & 5 läßt sich jede Halbebene ABC durch 
eine beliebige Hal&bene ÄB'C derart decken, dafs ein beliebiger StraJd AB, 
welcher der Kante der ersten Halbebene angehört, mit einem beliebigen der 
Kante der zweiten Halbebene angehörenden Stralüe Ä B' zusammenfällt. 

Beweis. Ziehen wir durch die Punkte A und A' in den entsprechenden 
Halbebenen zwei Strahlen AC und A'C, die zu den Kanten AB und A'B' 
senkrecht stehen, und legen wir den rechten Winkel CAB auf den rechten 
Winkel (f A'B', so ist die verlangte Deckung vollzogen. 

Satz 53. Gicbt es in einem Baume Sl 5 versefnedene Bewegungen, die 
einen StraJd AB und eine Halbebene ABC mit demselben Strahle A'B' und 
derselbe?! Halbebene A'B'tf zur Deckung bringen, so fällt dabei jeder Punkt 
der Halbebene ABC in einen ganz bestimmten Punkt der andern Halb- 
ebene. 
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Beweis. Dafs ein Punkt der Geraden AB nicht in verschiedene 
Punkte der Geraden Ä B' geraten kann, folgt unmittelbar aus dem Satze 14. 

Nun sei I) ein innerer Punkt der Halbebene ABC. Nehmen wir an, 
dafs eine Bewegung S y welche die verlangte Deckung bewirkt, den Punkt 
I) in einen Punkt 1/ bringt und dafs eine andere Bewegung Sf, die zu 
demselben Zwecke dient, den Punkt D in einen Punkt D" bringt. Nun 
sei S l die zu S inverse Bewegung und S" die Bewegung, welche aus den 
Bewegungen S und S x zusammengesetzt ist. Alsdann läfst die Bewegung 
S" die Gerade A' B' in Ruhe und bringt den Punkt /)' in den Punkt /)". 
Deshalb sind die Punkte 1)' und ])" von allen Punkten der Geraden A'B' 
gleich weit entfernt. Da diese zwei Punkte innerhalb der Halbebene Ä Bf C 
liegen, so kann die Mitte E der Strecke J)'D" nicht auf der Geraden AB 
liegen. Es läfst sich indessen leicht beweisen, dafs jede Gerade, die den 
Punkt E mit irgend einem Punkte der Geraden A'B' verbindet, zur Ge- 
raden D J)'' senkrecht steht. Das ist aber widersinnig. 

Auf Grund dieses Satzes läfst sich die Theorie der Vergleichung, der 
Zusammensetzung und der Messung der Winkel auf analoge Weise auf- 
bauen, wie es für die Strecken geschieht. 

Liegt eine begrenzte Anzahl von Strecken in einer Ebene derart an- 
geordnet, dafs kein innerer Punkt der einen Strecke einer anderen Strecke 
angehört, dafs dagegen jeder Endpunkt stets zwei und nicht mehr als 
zwei Strecken angehört, so sagt man, dafs die Strecken ein Polygon bilden. 
Falls zwei von diesen Strecken ein gemeinsames Ende haben und die Fort- 
setzung von einander bilden, so können sie selbstverständlich durch eine 
einzige Strecke ersetzt werden; wir werden also annehmen, dafs zwei Strecken 
im gemeinsamen Endpunkte stets einen Winkel bilden. Unter dieser Be- 
dingung heifsen die Strecken, die ein Polygon bilden, die Seiten, ihre Ge- 
samtheit — die Peripherie, die Endpunkte der Seiten — die ScJieitel des 
Polygons. 

Hat eine Gerade BS, die in der Ebene eines Polygons verläuft, mit 
seiner Peripherie einen Punkt K gemeinsam, so sagt man, dafs die Gerade 
die Peripherie des Polygons in diesem Punkte schneidet, wenn: 1) K ein 
innerer Punkt einer Seite ist, die der Geraden BS nicht gänzlich angehört, 
oder wenn 2) K em Scheitel ist und die Gerade BS innerhalb des Winkels 
(und seines Scheitelwinkels) liegt, welchen die zwei Seiten des Polygons 
im Punkte K bilden. Wenn aber die Gerade BS durch einen Scheitel K 
des Polygons geht und aufserhalb der genannten Winkel liegt, so sagt man, 
dafs die Gerade die Peripherie des Polygons in diesem Puntte niclit schneidet; 
ebenso sagt man, dafs die Gerade, welcher ein innerer Punkt K einer Seite 
BQ des Polygons angehört, die Peripherie in diesem Punkte nicht scJineidet, 
wenn sie die ganze Seite enthält. 

Ziehen wir aus einem Punkte, welcher in der Ebeno des Polygons liegt, 
aber der Peripherie des Polygons nicht angehört, in dieser Ebene mehrere 
Strahlen, so läfst sich beweisen, dafs dieselben die Peripherie entweder 
sämtlich in einer geraden Anzahl von Punkten, oder in einer ungeraden 
Anzahl von Punkten schneiden. Wenn die Strahlen, die aus einem Punkte 
0 gehen, die Peripherie des Polygons in einer geraden Anzahl von Punkten 
schneiden, so sagt man, dafs der Punkt 0 aufserhalb des Polygons liegt. Schneiden 
aber die Strahlen, die aus einem Punkte 0 gehen, die Peripherie in einer un- 
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geraden Anzahl von Punkten, so sagt man, dafs der Punkt innnerhalb des Polygons 
liegt. Jede Strecke, die zwei innere oder zwei äufsere Punkte eines Polygons ver- 
bindet, schneidet die Peripherie des Polygons in einer geraden Anzahl von Punkten. 
Dagegen schneidet jede Strecke, die einen inneren und einen äufseren Punkt 
des Polygons verbindet, die Peripherie in einer ungeraden Anzahl von Punkten. 

Geht eine Ebene durch einen beliebigen inneren Punkt einer Seite des 
Dreiecks, welche sie nicht gänzlich enthält, so schneidet sie die Peripherie 
des Dreiecks noch in einem und zwar in einem einzigen Punkte. Mittels 
dieses Satzes läfst sich beweisen, dafs jede Ebene den Raum in zwei Seiten 
teilt. Jede Strecke, die zwei Punkte derselben Seite verbindet, wird nicht 
durch die Ebene geschnitten; dagegen wird jede Strecke, die zwei verschiedenen 
Seiten angehörende Punkte verbindet, von der Ebene geschnitten. Eine Seite 
des Raumes in Bezug auf eine Ebene bildet mit dieser Ebene zusammen 
genommen einen HaXbraum\ die Ebene selbst wird die Grengebene des 
Halbraumes genannt. Einen Halbraum, der die Ebene ABC zur Grenz- 
ebene hat und einen inneren Punkt D besitzt, werden wir durch AB CD 
bezeichnen. 

Zwei Halbebenen, die eine gemeinsame Kante haben und nicht in der- 
selben Ebene liegen, bilden einen Flächenwinkel. Sind ABC und ABI) 
diese Halbebenen, so wird der Flächenwinkcl durch CABD oder DABC 
bezeichnet. Die Punkte des Raumes, die sowohl dem Halbraume AB CD, 
wie auch dem Halbraume ABDC angehören, werden die inneren Punkte 
des Flächenwinkels genannt. 

In analoger Weise wird die Theorie der Körperwinkel und der Polyeder 
entwickelt. 

Dem Satze 52 zufolge lässt sich in einem Räume Sl b jeder Punkt 0 
in jeden Punkt 0' bringen; jeder aus 0 gehende Strahl OA läfst sich zur 
Deckung mit jedem durch 0' gehenden Strahl OA' bringen; jede Halb- 
ebene O'A'B' läfst sich durch jede Halbebene OAB decken. Aus dem Satze 5H 
folgt ferner, dafs alle Punkte einer Ebene in Ruhe bleiben, sobald drei dieser 
Ebene angehörende Punkte, die nicht auf einer Geraden liegen, in Ruhe bleiben. 

Nehmen wir nun an, dafs eine Bewegung eine Ebene Q in Ruhe läfst. 
Ist es möglich, dafs dabei ein Punkt A des Raumes seinen Platz ändert? 
Es sei OA das aus dem Punkte A auf die Ebene gefällte Lot und 0 sein 

Fufspunkt; OA' sei die Fortsetzung des Strahles OA und OÄ sei OA gleich. 
Bei der Bewegung, welche die Ebene Q in Ruhe läfst, kann der Strahl OA 
entweder sich selbst oder den Strahl OA' decken (Satz 42). Da aber der 
Punkt A seinen Platz ändert, so mufs der zweite Fall eintreten und der 
Punkt A fällt folglich mit dem Punkte A' zusammen. 

Wenn also eine Bewegung irgend eine Ebene in Ruhe läfst, so bleiben 
entweder alle Punkte des Raumes in Ruhe, oder jeder Punkt A fällt mit 
dem Punkte A' zusammen, welcher in Bezug auf die Ebene gegen ihn 
symmetrisch liegt. Nun entsteht die Frage, welcher Fall wirklich stattfindet. 

In den Räumen E 8 , E 4 , e 8 Ag, R 3 , L 8 läfst jede Bewegung, bei der 
eine Ebene in Ruhe bleibt, alle Punkte in Ruhe. Im Räume dagegen 
kann auch der zweite der oben geschilderten Fälle eintreten. Wir dürfen 
also postulieren: 

Postulat VI. Wir trollen einen Baum betrachten, in dem es wenigstens 
eine Ebene giebt, deren Biüiestand die XJnbeu efjlkhkcd des ganzen Baumes bedingt. 
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Einen Raum Sl 6 , welcher auch dieser Forderung genügt, werden wir 
durch ü 6 bezeichnen. Die Räume E 3 und L 3 sind Räume Sl$. 

Das letzte Postulat dient nur dazu, die Bewegungen im Räume so zu 
bestimmen, wie sie in der üblichen Geometrie stattfinden. Was die metrische 
Geometrie und die Geometrie der Lage anbetrifft, so hängen sie von diesem 
Postulate nicht ab. So unterscheiden sich z. B. E 3 , E 8 nur dadurch, dafs 
symmetrische Körperwinkel und symmetrische Körper im Räume E% stets 
zur Deckung gebracht werden können, während im Räume E 3 dies nur 
ausnahmsweise geschehen kann. 

Die Definition des Kreises wird in gewöhnlicher Weise aufgestellt. 
Ebenso läfst sich wie üblich beweisen, dafs drei beliebige Punkte eines 
Kreises in Bezug auf einander nicht geradlinig liegen. Läfst sich nun durch 
alle drei Punkte, die in Bezug auf einander nicht geradlinig liegen, ein 
Kreis führen? Oder mit anderen Worten: giebt es in einer Ebene einen 
Punkt, welcher von drei in Bezug auf einander nicht geradlinig liegenden 
Punkten der Ebene gleich weit entfernt ist? Giebt es wenigstens eine Ebene 
im Räume, der diese Eigenschaft zukommt? 

Wir überzeugen uns leicht, dafs in den Räumen E3, 2? 3 , A,, E 4 , R s 
jede Ebene die fragliche Eigenschaft besitzt. Im Räume e 3 giebt es auch 
Ebenen, die diese Eigenschaft besitzen. Im Räume L 5 giebt es indessen 
keine Ebene, die diese Eigenschaft besitzt. Wir dürfen also postulieren: 

Postulat VII. Wir wollen solcJte Bäume betrachten, in denen wenigstens 
eine Ebene existiert, deren drei beliebigen in Bezug auf einander nicJit gerad- 
linig liegenden Punkten in der Ebene ein von ihnen gleich weit entfernter 
Punkt entspricht. 

Einen Raum Ü 6 , der auch diese Eigenschaft besitzt, werden wir durch 
& 7 bezeichnen. Der Raum E 8 ist ein Raum Ein Raum Slj wird ein 

euclidischer Raum genannt. In der That läfst sich im Räume Sl 7 der Satz 
von den Parallellinien beweisen und die Theorie der Ähnlichkeit in der 
bekannten Weise aufbauen. Darauf stützt sich die Theorie der Messung 
der Flächen von Polygonen und des Inhalts der Polyeder, wie sie von den 
Herren Schatounofsky und Hilbert angegeben ist. 

Es bleibt uns noch übrig, die gegenseitige Unabhängigkeit unserer 
7 Postulate zu beweisen. 

Da es einen Raum E s giebt, der allen Postulaten genügt, so sind 
unsere Postulate gewifs widerspruchlos. 

Der Raum A 3 genügt den Forderungen aller Postulate aufser dem 
ersten. Das Postulat I ist also von den übrigen vollkommen unabhängig. 

Ebenso besitzt der Raum R 3 die Eigenschaften, die von allen Postulaten 
gefordert werden, aufser dem zweiten. Das Postulat II ist also von den 
übrigen unabhängig. 

Ebenso dienen die Räume e 3 , E 4 , E A und L 3 , um die Unabhängigkeit 
jedes der Postulate III, V, VI, und VII zu bestätigen. 

Was das Postulat IV betrifft, so ist es von den vorhergehenden Postulaten 
unabhängig, da der Raum E 2 den drei ersten Postulaten genügt, dem vierten 
aber nicht. Was die Postulate V, VI, VII anbetrifft, so sind dieselben eben 
dazu bestimmt, die Eigenschaften einer Ebene zu charakterisieren. Deshalb 
hat es keinen Sinn, über die Unabhängigkeit des Postulates IV von den 
nachstehenden zu sprechen. 
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Zur Antwort des Herrn R. Pricke. 

Aus der Antwort des Herrn Dr. Fricke ergiebt sich das ganze Mifs 
Verständnis seiner Stellungnahme. Er meint, ich hätte die höhere Mathematik 
ans dem ersten Studienjahre verbannen wollen. Im Gegenteil habe ich sie 
in das erste Studienjahr, von dem ich überall nur gesprochen habe, verwiesen, 
denn überall bemerkte ich, dafs nach der inzwischen erfolgten Absolvierung 
der höheren Mathematik die eigentlich wissensdiaftliche Behandlung der 
techmclien Probleme in Angriff zu nehmen sei. — Wie das MifsverstUndnis 
des Herrn Dr. Fricke hat entstehen können, ist mir allerdings unbegreiflich. 

Hagen i. W., den 6. August 1902. Dr. Holzmüller. 



Erwiderung. 

Gegenüber den vorstehenden Zeilen des Herrn Holzmüller halte ich 
die Ausführungen meiner vorigen Antwort ohne Einschränkung aufrecht. Da 
aus letzteren Ausführungen meine Ansichten über alle sachlichen Gesichts- 
punkte unserer Diskussion deutlich hervorgehen, so halte ich eine Weiter- 
führung der Auseinandersetzung meinerseits für unnötig. 1 ) 

Braunschweig, den 30. September 1902. , R. Fricke. 



Mitteilungen und Nachrichten. 

Geeignete Mitteilungen wird der Herausgeber stet« mit gröfstem Danke entgegen- 
nehmen. 

1. Akademien. Gesellschaften. Vereinigungen. Versammlungen. 

Deutsche Mathematiker -Vereinigung. Die nächste Jahresversamm- 
lung der Vereinigung wird nach den in Karlsbad gefafsten Besohlüssen, über 
welche in der nächsten Chronik näher berichtet werden wird, im Sep- 
tember 1903 in Cassel stattfinden. 

In Betreif des HI. internationalen Mathematiker-Kongresses ist 

beschlossen worden, denselben Anfang August 1904 in Heideiberg abr 
zuhalten. Zum Vorsitzenden dieses internationalen Kongresses ist bekannt- 
lich Hen- Prof. Dr. H. Weber in Strafsburg i. E. gewählt worden. 

Adresse der Deutschen Mathematiker- Vereinigung an die Uni- 
versität Christiania zur Feier des 100. Geburtstages von Niels Henrik 
Abel. Meere und Gebirge treuneu die Länder, Klima und Basse scheiden 
die Völker, doch die Wissenschaft veroinigt Länder und Völker. Und gilt 
das nicht in besonderem Mafso von der Mathematik V Ihre Grundlagen und 
Ziele, Methoden und Zeichen sind allen Kulturvölkern gemeinsam, sie fordert 
zum freiesten Wettbewerb heraus, und doch erfreuen sich die Mathematiker 



1) Mit den beiden vorstehenden Äufserungen erklärt der Herausgeber diese 
Diskussion im redaktionellen Teile des Jahresberichts für abgeschlossen. 

Jabrosbcrlclit <1. »nutücnrn Mathcin. - Vereinigung. XI. lieft 10—12. '2H 
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jeder Zunge neidlos der wechselseitigen Erfolge und stehen in innigem 
Tauschverkehr ihrer idealen Güter. So ist denn uns deutschen Mathematikern 
und ihrer Repräscntantcnvorsammlung, der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, 
dio Feier des hundertsten (leburtstages von Niels Henrik Abel ein hoch- 
willkommener Anlafs, um auszudrücken, wieviel sie der norwegischen 
Mathematik und insbesondere Abel verdankt. Funktionentheoretiker wie 
Geometer, Algebraikcr wie Zahlentheoretiker nehmen diesen schöpferischen 
Meister für sich in Anspruch; das Abelsehe Theorem und die Abelschen 
Transcendenteu , die Abc Ischen Gleichungen und die Abelschen Gruppen 
sind köstliche Edelsteine, würdig der Krone eines Fürsten der Wissenschaft. 
— Abel vereinigt in seltener Weise die Eigenschaften eines Klassikers und 
zugleich Neubegrtinders seiner Wissenschaft; die Tiefe der Verzweigung und 
die Fruchtbarkeit des Ansatzes, die Reinheit der Ausführung und die Schönheit 
der Darstellung verleihen seinen Gedanken eine Kraft, die unabhängig von 
der Zeit wirkt. Die deutschen Mathematiker haben aber noch einen besonderen 
Anlafs, das Andenken Abels mit einem dankbaren Gefühle berechtigten 
Stolzes zu rühmen. Hat doch Abel von der nur allzu kurzen Zeit seiner 
glänzenden Wirksamkeit einen wesentlichen Teil in Deutschland zugebracht, 
in regstem persönlichen Verkehr mit den ersten deutschen Mathematikern 
seiner Zeit, in unbegrenzter Fülle gebend und empfangend. — Die Deutsche 
Mathematiker- Vereinigung bringt der norwegischen Universität Christiania 
ihre wärmsten Glückwünsche zur Abel -Feier dar, als ein Pfand nie zu 
störender Harmonie, als ein Pfand stetiger Verjüngung der mathematischen 
Wissenschaften. 

Der Vorstand der Deutschen Mathematiker -Vereinigung. 

Fr. Meyer, Vorsitzender. 

W. v. Dyck. A. Gutzmer. R, Mehmke. H. Minkowski. H. Weber. 

Königsberg i. Pr., im August 1902. 

Mathematische Gesellschaft am Göttingen. Neunte Sitzung am 
15. Juli. F. Bernstein trägt über das isoperimetrische Problem auf der 
Kugel vor. Durch fiquidistante Ausdehnung der in Betracht gezogenen Kurve 
gelingt es, unter gewissen Voraussetzungen, das Problem auf den Spezialfall 
zurückzuführen, wo der gegebene Inhalt gleich dem der Halbkugel und der 
Umfang zu einem Minimum zu machen ist. Diese Aufgabe ist aber sofort 
erledigt, wenn das Problem der Kürzesten auf der Kugel als gelöst angesehen 
wird. — C. Müller spricht über das Thema: „Der mathematische Wissen- 
schafts- und Unterrichtsbetrieb in Göttingen vor Gaufs." Der Vortragende 
entwirft zunächst in grofsen Zügen eine Skizze von der Entwicklung der 
Mathematik bis zum 18. Jalirhundert und verbreitet sich dann insbesondere 
über die Stellung, welche die Mathematik im Geistesleben des 18. Jahrhunderts 
eingenommen hat. — Zehnte Sitzung am 22. Juli. G. Hamel: „Uber die 
Instabilität einer Gleichgewichtslage." Es wird unter sehr allgemeinen 
Voraussetzungen der Satz bewiesen: „Wenn das Potential (also die negativ 
genommene Kräftefunktion) eines mechanischen Problems seinen kleinsten 
Wert längs einer ganzen Kurve einnimmt, sodafs jeder Punkt dieser Kurve 
eiue Gleichgewichtslage darstellt, so ist jede dieser Gleichgewichtslagen 
instabil." Eine Lücke in der Umkehrung des bekannten Dirichletschen 
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Stabilitätssatzes dürfte damit ausgefüllt sein. — Ritz: „Über schwingende 
Systeme und das Wasserstoffspektrum." Die von Balmbr, Kays er und 
Runge. Rydberg entdeckten „Serien" in den Spektren verschiedener Elemente 
haben die Eigentümlichkeit, bei wachsender Ordnungszahl der Linien, einer 
endlichen Grenze der Wellenlänge zuzustreben. Für diese und die andern 
bekannten Spektralgesetze, besonders die Balmersche Formel, wird eine 
einfache mathematische Ableitung gegeben, zunächst auf rein phänomenologischer 
Grundlage. Ausführlicheres in der demnächst erscheinenden Dissertation. — 
Elfte Sitzung am 29. Juli. P. Kirchb erger: „Über Tchebycheffsche An- 
näherungsmethoden." Das Tchebycheffsche Problem ist dieses: Es soll eine 
beliebige stetige Funktion f(x) durch eine ganze rationale Funktion q>(x) 
gegebenon Grades n in einem gegebenen Intervall so angenähert werden, 
dafs das Maximum der Abweichung f(x) — <p(z) in diesem Intervall ein 
Minimum wird. Es ist dem Vortragenden gelungen, die Tchebycheffschen 
Resultate auf den Fall mehrerer Variablen auszudehnen, insbesondere auch 
das Analogon zu dem Satze zu finden, dafs die gröfste Abweichung an den 
n -f 1 Stellen, wo sie wirklich angenommen wird, stets in abwechselndem 
Sinne erfolgt. Eine ausführliche Darstellung wird man in einer demnächst 
erscheinenden Dissertation lesen. 

Mathematico-physikalische Gesellschaft eu Tokyo. (Tokyo Sugaku 
-butsurigakukwai ). Die Gesellschaft besteht aus 184 Mitgliedern; für die 
Zeit vom Mai 1901 bis Mai 1902 wurdon gewählt: Prof. Nagaoka zum Vor- 
sitzenden, Prof. Tamara und Prof. Ho um a zu Schriftführern, Prof. Nakamura 
zum Schatzmeister, Prof. S a k a i zum Bibliothekar, dio Professoren T a n ak a d ate, 
Hirayama, Omori, Nakamura und Nagaoka als Redaktionskommission. 
Die Publikationen in japanischer oder europäischer ( meist englischer) Sprache 
sind: Sugakubutsuri gakkwai Kiji und Hökuku. — Während des genannten 
Zeitraumes wurden folgende Vorträge gehalten: Fujisawa, Über den 
jetzigen Zustand der mathematischen Wissenschaft in Europa und Amerika. — 
Honda und Shimizu, Wirkung der Spannung auf die Längenänderung des 
Ferromagnetikums durch Magnetisierung. — Nagaoka, Shinjö und Otani, 
Anschlufsmessung der Schwerkraft in Tokyo mit Potsdam. — Hirayama, 
Sonnenfin.sternisbeobaehtuug in Padang am 18. Mai 1901. •-- Miwada, 
Über die fundamentalen Sätze der Geometrie. — Fujisawa, Über die 
symmetrischen Gleichungen unter den Koeffizienten, welche in der Gleichung 
der Oberflächen zweiten Grades enthalten sind, wenn sie in zwei Ebenen 
zerfällt. — H. Kimura, Azimuthtabeile für Polaris. — Kusakabe, 
Shimizu und Honda, Änderung des Drehungsmoduls durch Magnetisierung. 
— Sudö, Über den Vortrag von Prof. Fujisawa. — Hayashi, dasselbe. — 
Kaba, Über transzendente Funktionen, welche der Gleichung f(z + 1) = e f( z ) 
genügen. — Kusakabe, Shimizu und Honda, Wirkung der Magnetisierung 
auf den Torsionsmodul des Ferromagnetikums. — Hayashi, Über den 
Vortrag des Herrn Kaba. — Houma, Verteilung der atmosphärischen 
Elektrizität. — Sano, Magnetostriktion der Krystalle. — Takagi, Über 
Weierstrafs' Beweis des Fundamental9atzes der Algebra. — Nagaoka, Über 
einige spezielle Fälle der Kraftlinien eines Rotationskörpers. — Für das 
Jahr Mai 1902 bis Mai 1903 wurden gewählt: Prof. Omori zum Vorsitzenden, 
Prof. Takagi und Dr. Hin da zu Schriftführern, Prof. Nakamura zum 
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Schatzmeister, Prof. Honma zum Bibliothekar; die Redaktionskommission 
verbleibt wie bisher. 

Sooiöte mathömatique de France. An nee 1902/1903. Jours de 
seance: 1902: Nov. 5, 19; Dec: 3, 17; 1903: Jauv. 7, 21; Fev.: 4, 18; 
Mars: 4, 18; Avril: 8, 22; Mai: 6, 20; Juin: 3, 17; Juillet: 1, 15. La 
Bibliotheque de la Sarbontie est ouverte tous les jours, sauf les dimanches et 
jours de conge, de 10 heures a midi et de 2 heures a 6 heures. — Uno 
seance consacree a la lecture a Heu, en outre, de 8 heures a 10 heures du 
soir. — Les membres de la Societe sont admis sur la presentation de 
leur carte, qui est personnelle, et qui peut leur donner aeees a la Salle 
des Periodiques. 

Astronomenvereammlung zu Göttingen. Vom 4. bis 7. August d. J. 
fand in Göttingen die 19. ordentliche Versammlung der „Astronomischen 
Gesellschaft" unter dem Vorsitz von Prof. Seeliger -München statt. Diese 
1863 in Heidelberg gegründete Gesellschaft hat namentlich den Zweck, 
grofse, nur durch das Zusammenwirken zahlreicher Personen oder Stern- 
warten zu bewältigende Arbeiten zu organisieren und zu fördern. Sie hält 
alle zwei Jahre eine ordentliche Versammlung ab, wegen der grofsen Anzahl 
ihrer aufserdeutschen Mitglieder häufig auch im Ausland. Zu der Göttinger 
Versammlung waren von den 375 über die ganze Erde verstreuten Mit- 
gliedern der Gesellschaft gegen 70 erschienen, mehr als zu irgend einer der 
vorhergegangenen Versammlungen. — Da das grofse Zonenunternehmen der 
Gesellschaft, bestehend in der scharfen Positionsbestimmung durch Moridian- 
beobachtungen und der Katalogisierung aller Sterne bis zur 9,0. Gröfse von 
2° südlicher Deklination bis 80° nördlicher Deklination jetzt fast vollendet 
ist, so konnte der Bericht darüber kurz sein. Von den 13 Sternwarten, 
welche sich in die Beobachtung der 138200 Sterne geteilt haben, hat blofs 
Dorpat den Katalog der von ihm übernommenen Zone noch nicht publiziert. 
Seitens der Sternwarten zu Strafsburg, Wien-Ottakring, Cambridge IT. S., 
Washington und Algier werden die Zonenbeobachtungen bis zu 23° südlicher 
Deklination, der Grenze der Bonner Durchmusterung, fortgesetzt. — Dem- 
nächst soll die Herausgabe eines Katalogs der veränderlichen Sterne in 
Angriff genommen werden. — Ein von der Gesellschaft unterstütztes Unter- 
nehmen ist auch die von Herrn Wislicenus-Strafsburg besorgte Herausgabe 
von Jahresberichten seit 1899, worin kurze, ganz objektiv gehaltene Referate 
über sämtliche während des Jahres erschienene astronomische Arbeiten 
gegeben werden. Die Versammlung billigt vollständig die von Herrn Wislicenus 
bei der Herausgabe befolgten Grundsätze. — Von den wissenschaftlichen 
Vorträgen seien hier wenigstens einige von allgemeinerem Interesse erwähnt. 
Herr Wolf-Heidelberg spricht über eine von ihm auf seinen photographischen 
Platten gefundene Anordnung der Nebelflecken an manchen Stellen des 
Himmels, indem ihre Längsachsen meist nach einem centralen Punkt hin- 
weisen. Herr Callandreau-Paris zeigt, dafs die Apheldistanzen der kleinen 
Planeten innerhalb der vorhandenen Grenzen sich dem Wahrscheinlichkeits- 
gesetze fügen, während bekanntlich .innerhalb der Reihe der grofsen Halb- 
achsen vielfach Lücken vorkommen. Herr PulfrichJena spricht über seinen 
das Auffinden interessanter Details auf photogruphischen Platten aufserst 



Digitized by Google 



Mitteilungen und Nachrichten. 



429 



erleichternden und auch zur genauen Ausmessung dienenden Stereoeomparator. 
Herr Darwin-Cambridge (Engl.) trägt über die Poincareschen birnenförmigen 
Gleichgewichtsfiguren vor. Grofses Interesse erregten die Mitteilungen von 
Herrn Lebedew - Moskau über seine Experimente zum Nachweise des Licht- 
druckes und die durch Versuche erläuterten Vorträge der Herren Riecke- 
Göttingen und Kaufmann-Göttingen über Kathoden - Strahlen , wobei als 
mögliche Folgerung hingestellt wurde, dafs der Newtonsche Massenbegriff 
modifiziert werden müsse, indem die Masse vielleicht mit ihrer Geschwindig- 
keit veränderlich sei. Herr Bakhuyzcn-Leiden berichtet über Versuche zur 
Ergründung der Natur des persönlichen Fehlers, Herr Charlier-Lund sucht 
an einigen Beispielen seine Vermutung zu erweisen, dafs bei gewissen alt- 
christlichen Kirchen die vom Eingang zum Altar gerichtete Achse nach dem 
Aufgangspunkt der Sonne an dem Datum, an welchem der Schutzheilige 
der Kirche seinen Namenstag hatte, gelegt worden sei. Herr Ambronn- 
Göttingen zeigt, dafs die über 12 Jahre ausgedehnten Heliometermessungen 
des Sonnendurchmessers eine Unveränderlichkeit desselben während der 
ganzen Fleckenperiode beweisen. Herr Weifs-Wien giebt eine Schilderung 
der von ihm 1899 bei Gelegenheit einer Expedition zur Beobachtung des 
Leonidenschwarmes besuchten, leider stark im Verfall befindlichen altindischen 
Sternwarten. — Besonderes Interesse bot den Teilnehmern an der Ver- 
sammlung der Besuch des in der Göttinger Sternwarte neuerdings ein- 
gerichteten Gaufs-Archivs und die Besichtigung der kleinen Ausstellung von 
Instrumenten, bei denen manch gute neue Idee zur Anwendung gekommen 
war. Auch der Brendelschen Sternwarte, dem physikalischen, dem mathe- 
matischen und dem neuen, in grofsartigem Maßstab angelegten geo- 
physikalischen Institut statteten die Teilnehmer einen Besuch ab. Ein Tag 
wurde den Sehenswürdigkeiten Cassels gewidmet. Als Ort der nächsten 
Ansammlung 1904 wurde Lund gewählt. Otto Knopf. 

Die 55. Jahresversammlung der American association for the 
advanoement of soienoe wurde vom 28. Juni bis 3. Juli in Pittsburgh 
abgebalten. Es wurde beschlossen, die nächste Zusammenkunft in 
Washington, D.C., in den Tagen vom 29. Dezember 1902 bis 3. Januar 
1903 stattfinden zu lassen. 

2. Preisangaben und gekrönte Preisschrilten. 

Mathematische Preisaufgaben für Studierende an deutschen 

Universitäten. 

Greifswald: Die lineare Differentialgleichung der Kugelfunktioneu einer 
Variablen soll nach der allgemeinen Theorie der linearen Differentialgleichungen 
behandelt werden. Diu auf diese Weise zu konstruierenden Ausdrücke der 
Integrale sind mit den Integralen zu vergleichen , die sich ergeben, wenn 
die Differentialgleichung als Spezialfall der Differentialgleichung der hyper- 
geometrischen Reihe angesehen wird. Ablieferungsfrist bis 31. März 1903. 
Preis 120 Jl. 

München. Über ganze Funktionen von der Höhe unendlich. Ablieferungs- 
frist bis 30. April 1903. 
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Strasburg. Die Teilung der Perioden der elliptischen Funktionen mit 

dem Periodicitätsverhältnis j/ — 1 durch eine Primzahl p hängt ab von einer 
Gleichung vom Grade p — 1 oder p 3 — 1 , je nachdem p von der Form 
4 m -f 1 oder 4 m -f 3 ist. Es soll untersucht werden, ob sich diese Gleichungen 
zurückfuhren lassen auf die Gleichungen, von denen die singulären Moduln 
der komplexen Multiplikation abhängen, bei denen das Periodenverhältnis 

pY'-^l ist. Ablieferungsfrist bis 1. März 1903. 

3. Hochsohulnachrichteii. 

Verzeichnis der Vorlesungen über reine und angewandte 
Mathematik, theoretische Astronomie und theoretische Physik, 
welche an den deutschen Universitäten und der Technischen 
Hochschule zu Dresden für das Winter-Semester 1902/03 an- 
gekündigt sind. 

Berlin. Lehmann-Filhes: l) Analytische Geometrie, 2) Wahrschein- 
lichkeitsrechnung. — Schwarz: 1) Differentialrechnung; 2) Übungen dazu; 
3) Maxima und Minima in elementargeometrischer Behandlungsweise; 4) An- 
wendungen der Theorie der elliptischen Funktionen; 5) Kolloquien; 6) Seminar. 
— Honsel: l) Integralrechnung; 2) Theorie der elliptischen Funktionen; 
3) Übungen zur Integralrechnung. — Proben ins: 1) Theorie der Deter- 
minanten; 2) Algebra; 3) Seminar. — Landau: l) Zahlentheorie; 2) Theorie 
der linearen Differentialgleichungen; 3) Mengenlehre. — Knoblauch: 
1) Theorie der Raumkurven und der krummen Flächen; 2) analytische Mechanik ; 
3) Übungen für jüngere Semester. — Hettner: Theorie der bestimmten 
Integrale. — Marcuse: Geographische und nautisch -astronomische Orts- 
bestimmungen mit Übungen. — Helmert: l) Schwerkraft und Gestalt der 
Erde; 2) Figur der Erde. — Förster: 1) Astrometrie; 2) Grundlagen der 
Fehlertheorie; 3) Seminar für wissenschaftliches Rechnen. — Bauschinger: 
1) Theorie der speziellen Störungen; 2) Sonnenfinsternisse; 3) Seminar für 
wissenschaftliches Rechnen. — B attermann: Sphärische Astronomie. — 
Scheiner: l) Photometrie der Gestirne; 2) Kolloquium. — Aschkinass: 
Elemente der höheren Mathematik. — Krigar-Menzel: l) Theoretische 
Physik; 2) Übungen darin. — Planck: l) Theorie der Wärme; 2) mathe- 
matisch-physikalische Übungen. — Neesen: Geometrische Optik. — E. Mey er: 
Einführung in die Technik; technologische Exkursionen. — v. Ihering: 
Maschinenkunde; Übungen dazu. — Jahn: l) Allgemeine theoretische und 
physikalische Chemie; 2) Differential- und Integralrechnung für Chemiker. 

Bonn. Lipschitz: Integralrechnung II; mathematisches Seminar. — 
Kort um: Elliptische Funktionen; mathematisches Seminar. — Heffter: 
Analytische Mechanik; Analytische Geometrie der Ebene; Übungen dazu. — 
Sommer: Algebra; Geometrische Anwendungen der Funktionentheorie. — 
Deichmüller: Theorie der Ausgleichung der Beobachtungsfehler; Element« 
der höheren Geodäsie. — Küstner: Theorie der Bahnbestimmung der 
Kometen und Planeten; Topographie des Sonnensystems. — Mönnichmeyer: 
Geographische Ortsbestimmung. — Bucherer: Elektrodynamik. — Pflüger: 
Elektromagnetische Lichttheorie. — Went scher: Philosophie der Mathe- 
matik. 
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Breslau. Kosancs: Differentialrechnung und Elemente der Integral- 
rechnung; Einführung in die Theorie der Invarianten; Seminar. — Sturm: 
Geschichte der Mathematik; Zahlentheorie; Geometrische Örter höheren 
Grades; Seminar. — London: Einführung in die Theorie der Differential- 
gleichungen; die mathematischen Grundlagen des Versicherungswesens. — 
Franz: Übungen in Bahnrechnung; Bahnrechnung der Planeten, Kometen, 
Meteore und Doppelsterne; Höhere Geodäsie; Methode der kleinsten Quadrate. 

— Neumann: Einleitung in die Potential theorie ; Übungen dazu. 

Dresden (Technische Hochschule). Krause: Differentialrechnung 
mit Übungen; Einleitung in die Theorie der unendlichen Prozesse; Anwen- 
dungen der elliptischen Funktionen; Seminar. — Fuhrmann: Anwendung 
der Differential- und Integralrechnung; Vermessungslehre; Geodätisches 
Zeichnen. — Helm: Analytische Geometrie II mit Übungen; Analytische 
Mechanik; Übungen und Ergänzungen zur Mechanik; Ausgewählte Kapitel 
aus der mathematischen Physik mit Übungen. — Naetsch: Einleitung in 
die Geometrie der ganzen Zahlen. — Röhn: Darstellende Geometrie II mit 
Übungen; Kegelschnitte; Ebene Kurven. — Grübler: Technische Mechanik I. 

Erlangen. Gordan: Analytische Geometrie; Invarianten; Seminar. — 
Nöther: Differential- und Integralrechnung: Einführung in die Funktionen- 
theorie; Seminar. — Schmidt: Theoretische Physik II; Übungen. 

Freiburg 1. B. Lüroth: Analytische Mechanik; Methode der kleinsten 
Quadrate; Seminar. — Stickclbergor: Analytische Geometrie der Ebene 
und Differentialrechnung; Übungen dazu: Theorie der analytischen Funk- 
tionen. — Loewy, Theorie der Kurven und Flächen; Versicherungsmathematik. 

— Rebmann: Geschichte der Arithmetik. — Meyer: Mechaniche Wärme- 
theorie mit Anwendung auf physikalische und chemische Prozesse. 

Oiefscn. Pasch: Differentialrechnung und Elemente der Integralrechnung; 
Einleitung in die Funktionentheorie: Übungen über die Elemente der 
höheren Mathematik (Algebra, anlytische Geometrie, Differential- und Integral- 
rechnung); Übungen des mathematischen Seminars. — Netto: Bestimmte 
Integrale und ihre Anwendungen; analytische Geometrie des Baumes; 
Übungen des mathematischen Seminars. — Fromme: Elektrodynamik und 
elektromagnetische Lichttheorie; höhere Geodäsie und Ausgleichungsrechnung. 

— Well st ein: Darstellende Geometrie I. T., mit Übungen: Wahrscheinlich- 
keitsrechnung. 

GÖttingen. Klein: Encyklopädie der Mathematik; Seminar. — Hilbert: 
Differential- und Integralrechnung IT; Mechanik der Continua; Funktionen- 
theoretische Übungen im mathematisch-physikalischen Seminar. — Minkowski: 
Algebra; Analysis situs; Seminar; Funktionentheoretische Übungen. — 
Schilling: Analytische Theorie der krummen Linien und Flächen; Graphische 
Übungen zur Theorie der krummen Linien und Flächen. — Zermelo: 
Funktionentheorie; Übungen zur Integralrechnung und elementaren Potential- 
theorie. — Blumenthal: Abcische Funktionen; Einleitung in die höhere 
Mathematik für Naturwissenschaftler (mit Übungen). — Bohlmann: Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung; Theorie des Risikos; Mathematisches Seminar; 
Mathematische Übungen im Versicherungs- Seminar. — Schwarzsehild: 
Mechanik des Himmels; Übungen dazu; Astronomisches Kolloquium. — 
Brendel: Einleitung in die theoretische Astronomie; Gauss' Leben und 
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Wirken. — Ambronn: Sphärische Astronomie. — Wiechert: Höhere 
Geodäsie; Polarlicht; Geophysikalisches Praktikum. — Riecke: Ausgewählte 
Teile der Mechanik. — Voigt: Krystallphysik; Ausgewählte Kapitel der 
Wärmelehre. — Simon: Elektrische Messmethoden und Messinstrumente; 
Elektrotechnisches Praktikum; Drahtlose Telegraphie und Telephonie etc.; 
Selbständige Arbeiten auf dem Gebiete der angewandten Elektrizitätslehre. 
— Kaufmann: Physikalische Einheiten und Konstanten. — Abraham: 
Grundlagen der theoretischen Physik; Übungen zur Integralrechnung und 
elementaren Potentialtheorie. — Stark: Die elektrischen Erscheinungen in 
der Erdatmosphäre. — Lorenz: Praktikum im Maschinenlaboratorium; Aus- 
gewählte Kapitel aus der Technischen Mechanik; Anleitung zu selbständigen 
Arbeiten. 

Greifswald. Thome: Algebra; Theorie der ebenen algebraischen 
Kurven; Mathematisches Seminar. — Study: Mechanik, II.; Nicht-Euklidische 
Geometrie; Mathematisches Seminar. — Kowalewski: Einleitung in die 
analytische Geometrie; Theorie der kontinuierlichen Transformationsgruppen; 
Über Fouriersche Reihen (mit Anwendungen auf mathematische Physik). — 
König: Elementarmathematische Ergänzungen zur Experimentalphysik; Be- 
sprechungen über neuere physikalische Arbeiten (mit Dr. Mie). — Mie: 
Theoretische Optik; Übungen. — Schreber: Technische Thermodynamik. 

Halle a. S. Cantor: Höhere Geometrie; Zahlentheorie; Seminar. — 
Wanger in: Integralrechnung mit Übungen: Variationsrechnung; Hydrody- 
namik; Seminar. — Eberhard: Elemente der Fuuktionentheorie; Übungen 
dazu. — Grass mann: Übungen zur darstellenden Geometrie; Analytische 
Geometrie dos Raumes. — Dorn: Undulationstheorie des Lichts. — Schmidt: 
Elektrotechnik. — Na cht weh: Einführung in die Maschinenlehre und 
Technologie. Buchholz: Mechanik des Himmels. 

Heidelberg. Koenigsberger: Höhere Algebra (Theorie der al- 
gebraischen Gleichungen); Elemente der Theorie der Differentialgleichungen ; 
Variationsrechnung; Elemente der Zahlen theorie; Mathematisches Unter- und 
Öberseminar. — Cantor: Differential- und Integralrechnung; Übungen; 
Politische Arithmetik. - Eisenlohr: Theoretische Optik; Differential- und 
Integralrechnung; Über das Potential. — Koehler: Synthetische Geometrie 
des Raumes. — Landsberg: Darstellende Geometrie (mit Übungen); Funk- 
tionentheorie. — Boehm: Theorie der partiellen Differentialgleichungen; 
Vektoranalysis (mit Anwendungen auf Geometrie und Physik); Lektüre und 
Besprechung der Abhandlung über Dynamik von d'Alembert (Ostw. Klass. 
Nr. 100). — Valentiner: Theorie der Bahnbestimmung der Planeten und 
Kometen: Ausgewählte Kapitel aus der Stellarastronomie. — Wolf: 
Theorie und Geschichte der Spektralanalyse; Praktische Übungen auf dem 
Observatorium. — Bockels: Wärmetheorie, Übungen dazu; Kinetische 
Gastheorie. 

Jena. Thomae: 1) Anwendung der Infinitesimalrechnung auf Geo- 
metrie; 2) Bestimmte Integrale und Fourier' sehe Reihen; 3) Mathematisches 
Seminar. — Gutzmer: 1 )' Analytische Geometrie des Raumes; 2) Ana- 
lytische Mechanik; 3) • Mathematisches Seminar (Mechanik). — Kroge: 
Differential- und Integralrechnung mit Übungen H. — Knopf: 1) Be- 
stimmung der Bahnen der Himmelskörper; 2) fnterpolatiousrechnung und 
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mechanische Quadratur. — Auerbach: l) Einleitung in die theoretische 
Physik; 2) Mechanische Wärmetheorie; 3) Die wissenschaftlichen Grund- 
lagen der Musik. — Straub el: Krystallphysik. — Rau: l) Technische 
Mechanik I einschliefslich graphische Statik, Elastizität und Festigkeit; 
2) Übungen zur technischen Mechanik. 

Kiel. Pochhammer: Elemente der Zahlentheorie; Einleitung in die 
Funktionentheoric ; Übungen im mathematischen Seminar. — Stack el: 
Integralrechnung; »Differentialgeometrie krummer Flächen; Natürliche Geo- 
metrie der Kurven; Übungen im mathematischen Seminar. — Weinnoldt: 
Darstellende Geometrie; Parallelprojektion und Perspektive. — Harzer: 
Mechanik des Himmels; Übung im numerischen Rechnen. — Kreutz: 
Theorie der spez.' Störungen; Astronomische Übungen. — Weber: Ein- 
leitung in die theoretische Physik. 

Königsberg i. Pr. Meyer: Integralrechnung; Übungen dazu; Diffe- 
rentialgeometrie; Übungen dazu. — Schoenflies: Mathematisches Seminar; 
Anwendungen der elliptischen Funktionen auf Geometrie, Mechanik und 
mathematische Physik. — Saal schütz: Übungen in der algebraischen 
Analysis; Theorie der Fourierschen Reihen; Einleitung in die algebraische 
Analysis. — Vahlen: Invarianten-Theorie; Theorie der geometrischen Kon- 
struktionen. — Struve: Störungstheorie; Beobachten und Rechnen; Ein- 
leitung in die Himmelsmechanik. — Cohn: Ausgewählte Kapitel der Geo- 
däsie; Potentialtheorie. — Volkmann: Physik.-theoret. Übungen im math.- 
physik. Seminar: Theorie der Wärme; Phvsikal.-prakt. Übungen. 

Leipzig. Neumann: Differential- und Integralrechnung; Seminar. — 
Mayer: Variationsrechnung. — 0. Holder: Elliptische Funktionen; Par- 
tielle Differentialgleichungen; Mathematisches Seminar. — Engel: Deter- 
minanten und algebraische Gleichungen; Theorie der Transformationsgruppen 
(Fortsetzung) ; Mathematisches Seminar. — Hausdorff: Analytische Me- 
chanik; Übungen zur analytischen Mechanik. — Lieb mann: Analytische 
Geometrie des Raumes; Theorie der bestimmten Integrale; Darstellende 
Geometrie; Übungen dazu. — Bruns: Wahrscheinlichkeitsrechnung und 
Kollektivmafslebre; Mechanik des Himmels. — Peter: Astronomische Orts- 
bestimmungen; Übungen im Berechnen vou Kphemeriden und Bahnen. 

Marburg. Hefs: Integralrechnung; sphärische Trigonometrie und deren 
Anwendungen; Seminar a) für Anfänger, b) für Vorgeschrittene. — 
v. Dalwigk: Analytische Geometrie des Raumes; analytische und gra- 
phische Statik; Höhere Kapitel aus der analytischen Geometrie. — Jung: 
Algebra; Differential- und Integralrechnung für Chemiker. — Feufsncr: 
Lehre von der Wärme, besonders mechanische Wärmetheorie. 

München. Bauer: Seminar. — Lindemann: Theorie der Funktionen 
einer komplexen Variablen; Auwendungen der Infinitesimalrechnung auf die 
Theorie der Kurven und Flächen im Räume; Über das Problem der Qua- 
dratur des Kreises; Seminar. — Pringsheim: Differenlialrechnung; Zahlen- 
theorie. — Brunn: Einleitung in die mathematische Auffassung der Natur- 
wissenschaften nebst Elementen der mechanischen Wärinctheorie; Probleme 
der Analysis situs. — Döhlcmaun: Darstellende Geometrie I; Übungen 
dazu; Die Transformation durch reziproke Radien und deren Anwendungen; 
Kinematik. ■ - v. Weber: Analytische Geometrie der Ebene mit Übungen; 
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Differentialgleichungen. — Göttler: Algebraische Analysis. — Seeliger: 
Die Grundlehreu der Astronomie in elementarer Darstellung; Kolloquium. — 
Anding: Bahnbestimmung der Planeten und Kometen; Wahrscheinlichkeits- 
rechnung und Methode der kleinsten Quadrate. — Korn: Mathematische 
Vorkenntnisse zum Studium der theoretischen Physik; Das Problem der 
Eigenschwingung kompressibler Systeme. • — - Graetz: Analytische Mechanik; 
Elektronentheorie. — Do nie: Einleitung in die elektromagnetische Theorie 
des Lichts. 

Münster. Killing: Analytische Mechanik II; Analytische Geometrie II; 
Theorie der Transformationsgruppen; Seminar. ■ — v. Lilienthal: Differential - 
und Integralrechnung II; Einleitung in die Theorie der Differentialgleichungen ; 
Seminar. — Dehn: Elliptische Funktionen; graphische Statik; Übungen 
zur Funktionentheorie. — Heydweiller: Theorotische Optik. — Rcinganum: 
Hydrodynamik. 

Rostock. Staude: Analytische Geometrie des Raumes; Algebra; 
Seminar. — Matth i essen: Theorie der Interferenzen. — Wachsinuth: 
Mechanische Wärmetheorie. 

Strnssburg. Reye: Geometrie der Lage; Analytische Mechanik: Seminar. 
— Wober: Die partiellen Differentialgleichungen der mathematischen Physik; 
Ausgewählte Kapitel der Algebra; Oberseminar. — Roth: Algebraische 
Analyse und Determinanten; Analytische Geometrie des Raumes; Gewöhnliche 
Differentialgleichungen. — Becker: Theorie der speziellen Störungen und 
Einleitung in die Theorie der allgemeinen Störungen; Die Doppel- und 
mehrfachen Sterne. — Wislicenus: Geometrische Optik. — Cohn: Elektro- 
dynamik mit Einschlufs der elektromagnetischen Theorie des Lichts; 
Übungen dazu. — Zenneck: Elektromagnetische Schwingungen, II. Teil. 

Tübingen, v. Brill: Einführung in die höhere Mathematik; Über 
nichtstarre Systeme und die Mechanik von Hertz; Seminar. — Stahl: 
Höhere Algebra; Anwendungen der Funktionentheorie; Seminar. — Maurer: 
Bestimmte Integrale; Differentialgleichungen; Einleitung in die Theorie der 
Ternärformen; Übungen. 

Wtirzburg. Prym: l) Differentialrechnung mit Einleitung in die 
höhere Analysis; 2) Theorie der Funktionen einer komplexen Veränderliehen; 
3) Im Unterseminar: Übungen zur Differentialgleichung; 4) Im Oberseminar: 
Ausgewählte Kapitel der Funktionentheorie. - Voss: 1) Algebra; 2) Ana- 
lytische Mechanik, Teil I; 3) Mathematisches Seminar. - Selling: l) Inte- 
gration der gewöhnlichen Differentialgleichungen: 2) Theorie der Planeteu- 
bewegungen; 3) Beschreibende Astronomie. — ■ Rost: 1) Darstellende 
Geometrie, I. Teil; 2) Einleitung in die analytische Geometrie der Ebene; 
3) Im Unterseminar: Elemente der Determinantentheorie. — Des Coudres: 
l) Elektrizität und Magnetismus (Maxwellsche Theorie); 2) Wechselströme, 
Theorie und Praxis. — Seitz: Einführung in die theoretische Behandlung 
physikalischer Fragen an der Hand von Beispielen. 



Digitized by Google 



Mitteilungen und Nachrichten. 



4. Personalnachrichteii. 

Ernennungen und Auszeichnungen. 

Professor Dr. Disteli in Karlsruhe wurde zum u. o. Professor an der 

Universität Strafsburg ernannt. 
PrivatAozent Dr. Döhlemann an der Universität München wurde zum 

a. o. Professor für darstellende Geometrie daselbst ernannt. 
Privatdozent Dr. Gross an der Technischen Hochschule zu Charlottenburg 

wurde zum Professor ernannt. 
Professor Dr. K. Hensel in Berlin wurde zum o. Professor an der Universität 

Marburg ernannt. 

Professor Dr. A. Krazer in Strafsburg wurde zum o. Professor der Mathematik 
an der Technischen Hochschule zu Karlsruhe ernannt. 

Professor Dr. R. v. Lilienthal wurde zum Mitgliede der Kais. Leopoldiao- 
Carolinischen deutschen Akademie der Naturforscher gewählt. 

Dr. J. B. Messerschmidt, Assistent der Seewarte in Hamburg, wurde zum 
Observator des erdmagnetischen Observatoriums bei der Sternwarte in 
München ernannt. 

Professor E. Meyer an der Technischen Hochschule in Charlottenburg wurdo 
von der philosophischen Fakultät der Universität Göttingen zum Ehren- 
doktor ernannt. 

Professor Dr. Emil Müller in Königsberg i. P. wurde zum o. Professor an 

der Technischen Hochschule in Wien ernannt. 
Privatdozent Dr. M. Eadakovic an der Universität Innsbruck wurde zum 

a. o. Professor daselbst ernannt. 
Gymnasialoberlehrer Prof. Dr. Ad. Schmidt in Gotha wurde zum Vorsteher 

der magnetischen Abteilung des meteorologischen Observatoriums in 

Potsdam ernannt. 

Professor Dr. F. Schottky in Maiburg wurde als Nachfolger von L. Fuchs 
zum o. Professor an der Universität Berlin ernannt. 

Professor Dr. A. G. Greenhill erhielt von der London Mathematical So- 
cietv die De Morgan-Medaille für das Jahr 1902. 

Professor Dr. Kikuchi in Tokyo, Mitglied der Deutschen Mathematiker- 
Vereinigung, wurde zum Kultusminister von Japan ernannt. 

Professor Dr. Franz Kolacek in Brünn wurde zum o. Professor der mathe- 
matischen Physik an der böhmischen Universität in Prag ernannt. 

Dr. R. E. Moritz wurde zum a. o. Professor der Mathematik an der Uni- 
versity of Nebraska ernannt. 

Herr Pade wurde zum Professor der rationellen und angewandten Mechanik 
an der Faculte des Sciences der Universität Poitiers ernannt. 

Professor Dr. F. H. Safford von der Universität Cinciunati wurde zum 
Instructor der Mathematik an der University of Pensylvania ernannt. 

A. Stacy wurde zum Dozenten der Mathematik an der University of North 
Carolina ernannt. 

Professor W. E. Story an der Clark University wurde zum Chef der 
mathematischen Abteilung an dem neugegründeten Clark College zu 
Worcester, Mass., ernannt. 

Dr. Takagi wurde zum a. o. Professor der Mathematik an der Universität 
Tokyo ernannt. 
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Die Professoren Osmojd Stone von der University of Virginia, 10. H. Moore 
von der University of Chicago, Frank Morley von Johns Hopkins 
University wurden seitens des ausführenden Comites der Carnegie In- 
stitution zu Ratgebern in Bezug auf originale mathematische Unter- 
suchungen ernannt. 

Berufungen und Ablehnungen. 

Professor Dr. Willy Wien in Würzburg hat einen Ruf als Nachfolger von 
Professor Dr. Boltzmann an die Universität Leipzig abgelehnt. 

Gestorben: 

Dr. Charles W. M. Black, Instructor an der University of Oregon, starb 

am 11. August d. J. in La Grande, Oregon. 
General Annibale Ferrero, Direktor des italienischen Gradmessungs-Bureaus, 

starb am 7. August d. J. in Rom. 

Habilitationen. 

Dr. A. Frey habilitierte sich für Astronomie und Geodäsie an der Universi- 
tät Wien. 



5. Vermischtes. 

Feier des 100. Geburtstages von Niels Henrik Abel. Die Jahr- 
hundertfeier von Abels Geburtstag, welche in den Tagen vom 4. bis 7. Sep- 
tember d. J. in Christiania unter der Teilnahme des ganzen norwegischen 
Volkes stattfand, verlief in ebenso schöner wie würdiger Weise. Am 
4. September fand in St. Hansbaugen ein Empfangsfest zur Begrüfsung der 
aus allen Teilen des Erdenrunds herbeigekommenen Delegierten (etwa 80 an 
der Zahl) statt, gegeben von dem Lehrkörper der Universität und den Mit- 
gliedern der Gesellschaft der Wissenschaften zu Christiania. Die eigent- 
liche Feier begann am nächsten Tage im Beisein des Königs von Norwegen 
und Schweden mit dem ersten Teile der von Björnstjerne Björnson gedich- 
teten und von Sinding komponierten Kantate, daran schlössen sich die 
offiziellen Ansprachen und Antworten, während den Hauptteil die Festrede 
von Sylow bildete, die in dem gegenwärtigen Hefte des Jahresberichts in 
deutscher Übertragung zum Abdruck gekommen ist. Den Schlufs der Feier 
bildete der zweite Teil der Kantate. Für den Abend waren die Delegierten 
zum Empfang und zum Souper von König Oskar II. auf das Schlofs ge- 
laden. In der Festsitzung Sonnabend den b\ September, welche in Gegen- 
wart des Königs in der Aula der Universität abgehalten wurde, brachten 
die Delegierten nach einer Ansprache des Rektors der Universität durch 
Vertreter, welche nach sprachlichen G nippen gewählt waren, ihre Glück- 
wünsche zum Ausdruck; hieran schlofs sich die Überreichung der Adressen 
durch die einzelnen Delegierten. Der Schlufsteil dieser Festsitzung bestand 
in der Promotion von Ehrendoktoren. Das Recht zu diesen Promotionen 
hatte der Universität erst durch einen Storthingsbeschlufs verliehen werden 
müssen. Im ganzen wurden '20 „Doctores niathematicae" ernannt, darunter 
aus Deutschland die Herren: Georg Cantor, R. Dedekind, D. Hilbert, 
F. Klein, L. Koenigsberger, H. A. Schwarz, H. Weber, L. Boltzmann. Im 
Namen der neuen Ehrendoktoren dankte Simon Newcomb. — Damit war 



Digitized by Google 



Litterarisches. 



437 



die eigentliche Feier beendet. Abends gab die Stadt Christiania im städti- 
schen Festsaale zu Ehren der Delegierten ein Diner. Nach Beendigung 
desselben brachten die Studenten und Studentinnen der Universität Christiania 
den fremden Delegierten einen Fackelzug dar. Ihren Abschlufs fanden die 
festlichen Veranstaltungen durch eine Galavorstellung im Nationaltheater 
am Sonntag den 7. September, bei der 3 Akte von Ibsens „Peer Gynt" 
aufgeführt wurden. — Jeder Teilnehmer an dem einzigartigen Feste wird 
mit hoher Befriedigung an die schöne und eindrucksvolle Feier zurück- 
denken und mit Dank die aufserordentliche Gastfreundschaft des norwegischen 
Volkes rühmen. Als Gastgeschenke erhielten die Delegierten eine Festschrift 
über Norwegen, einen Führer durch Christiania und vor allem die grofse 
Denkschrift „Niels Henrik Abel", welche aus Anlafs der Jahrhundertfeier 
herausgegeben worden ist (S. u.). 

Vorlesungen über Abel. Im Hinblick auf die Jahrhundertfeier von 
Abels Geburtstag hielt Prof. Stück cl in Kiel im vergangenen Soramer- 
semester eine Vorlesung über Abels Leben und Werke. — In demselben 
Semester schilderte Prof. Gutzmer in Jena Abels Leistungen im Rahmen 
einer Vorlesung über die geschichtliche Entwicklung der Analysis. 

Johann Bolyais 100. Geburtstag. Am 15. Dezember d. J. sind 
es hundert Jahre, dafs Johann Bolyai in Klausenburg geboren wurde. 
Das Urteil, das Gaufs, unmittelbar nachdem er Bolyais Absolute Geo- 
metrie (1832) gelesen hatte, über ihn gefällt hat: Ich halte den jungen 
v. Bolyai für ein Genie erster Gröfse, hat die Nachwelt bestätigt, 
obwohl dieser nicht mehr als die zwei Dutzend Seiten seines Erstlings- 
werkes veröffentlicht hat. Wie verlautet, will die Universität Klausenburg 
das Andenken Johann Bolyais in würdiger Weise feiern, indem sie eine 
Festschrift herausgiebt und Ende dieses oder Anfang nächsten Jahres einen 
Festakt veranstaltet, bei dem Prof. L. Schlesinger die Gedächtnisrede halten 
wird. 

Georg Frhr. v. Vega. Die 100. Wiederkehr des Todestages von 
Georg Frhr. v. Vega, der am 17. September 1802 der Habgier eines 
Müllers zum Opfer fiel, hat vielfach die Aufmerksamkeit auf die Lebens- 
schicksale und die Leistungen dieses aus den ärmsten Verhältnissen hervor- 
gegangenen, sehr verdienten Mannes gelenkt. Das bekannteste seiner Werke, 
das „siebenstellige logarithmisch-trigonometrische Handbuch", ist zum Ge- 
meingut aller Kulturvölker geworden. 



Litterarisches. 

1. Notizen und Besprechungen. 

Kiels Henrik Abel, Memorial public ä l'occasion du centenaire de 
sa naissance. XIII, 438 p., 8 planches. Leipzig 1902, B. G. Teubner. Par 
decision du storthing en date du 15 fevrier 1902, decision cpii a reeu force 
de loi par decret royal du 8 mars suivant, on a vote les fonds pour la celebra- 
tion du centenaire de la naissance de Niels Henrik Abel. — Pour celebrer 
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cette solennite, le eonseil academique a dans sa seauco du 22 fevrier 1902 
nomine un comite de professeurs de rilniversite sons la presidencc du pro- 
fesseur Fridtjof Nansen. Co comite decida dans sa prämiere seance, le 
3 mars, de publier comme Memorial du Centenaire ce qui nous roste des 
lettres d'Abel. Co travail a ete confie a deux des membres du comite, les 
soussignes L. Sylow et Elling Holst. Le premier s'est charge d'exposer la 
marchc des etudes et des travaux d'Abel, on s'aidant de ses lettres et de 
ses manuscrits; le second, d'ecrirc comme introduetion au livre uno bio- 
graphie d'Abel servant de eommentaire a ses lettres. Au eours du travail, 
on a en outre decouvert toute uno seric de documents ofticiels concernant 
Abel; cetto collcction a ete inseree dans le Memorial par les soins de 
K. Carl Stftrmcr, soussigne, charge de cours a TUnivertite et secretaire du 
comite, qui a cette occasion est entre dans le comite de redaction. — 
BjOrnstjerne Bj0rnson nous a autorises a placer en tote de l'ouvrage la 
cantate qu'il a eomposeo a l'oeeasion du jubile. — Le texte des lettres 
originales a ete collationne sur les manuscrits par M. A. Kja?r, bibliothe- 
caire de l'Universite. M. Andr. M. Hansen, docteur es-sciences, a collabore 
aux notes et eclaircissements sur les lettres. Les renscignements sur les 
personnes citees sont düs pour la plus grande partie a ^f. E. A. Thomle, 
archiviste. — La traduetion est l'ocuvre de M. P. G. la Chesnais, de Sevres; 
mais en raison du manque de temps, les notes et eclaircissements ont ete 
traduits par M. Ch. Delgobe, iugenieur a Kristiania, qui a bien voulu se 
charger aussi de la correction des epreuves; quelques-unes ont ete lues par 
M. J. Lescofher, de Nancy. — Le comite de redaction se permet d'adresser 
ici ses remereiments a ces messieurs pour leur precieuse collaboration. — 
Nous devons egalement, au nom de l'Universite, remercier bien respectueuse- 
ment madainc Thekla Lange, niece d'Abel et vcuvo de Tancien ministre, 
de la bienveillance avec laquollo eile a mis Ii la disposition du comite 
les lettres d'Abel quelle possede et l'origiual du portrait d'Abel par le 
peintre Gorbitz, reproduit en tete du present ouvrage. En ce qui concerne 
cette reproduetion, on n'a pas cru devoir suppriiner par retouche les taches 
produites par le temps, de crainte d'alterer ainsi la finosse de l'original. 
La vue du presbytere de Finntf, oü est ne Abel, est reproduite ici d'apres 
un lavis original du peintre Th. Fearnlcy, fait du vivant mome d'Abel, et 
qui nous a ete obligeamment pivte par M" ,e Fredcrikke Kielland, Melby, 
Skedsmo; nous remercions vivement aussi M me Marie Bergesen, qui a attire 
notre attention sur l'cxistence de ce dessin et nous en a facilit^ l'emprunt. — 
La vue du tombeau d'Abel a ete dessinee d'apres une Photographie d'ama- 
teur prise en aoüt 1901 par C. Stürmer. — Nous avons joint a cette 
publication six fac-simile, taut de lettres d'Abel, que d'autres manuscrits 
laisses par lui et datant de differentes epoques. — Table des Matieres. 
Niels Henrik Abel. Par BjOrnstjerne BjOmson. - Introduetion historique. 
Par Elling Holst. — Correspondance d'Abel coniprenant ses lettres et Celles 
qui lui ont ete adressees. — Lettres relatives ii Abel. - Notes et eclair- 
cissements sur la correspondance. — Texte original des lettres ecrites par 
Abel en Norvegien. — Documents. Publies par Carl Störmer. — Eclair- 
cissements sur les documents. — Les etudes d'Abel et ses decouvertes. 
Par L. Sylow. 

Kristiania, aoüt 1902. Elling Holst. Carl St0rmkr. L. Sylow. 
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Ludwig Schlesi&ger, ord. Professor an der Universität zu Klausen- 
burg, Vorlesungen über absolute (nioht- Euklidische) Geometrie. 

gr. 8. (In Vorbereitung.) Die Bedeutung der absoluten Geometrie 
für die Entwicklung der mathematischen Wissenschaften in der zweiten 
Hälfte des 19. Jahrhunderts wird gegenwärtig wohl von allen Mathe- 
matikern in gebührender Weise gewürdigt und damit die Wichtigkeit der 
durch die Arbeiten J. Bolyais und N. Lobatscheffskijs inaugurierten 
Richtung geometrischen Denkens anerkannt. Es fehlt jedoch bisher ein 
ausführliches Lehrbuch, welches dem Studierenden der Mathematik die 
Möglichkeit giebt, sich nicht nur mit den Lehren der absoluten Geometrie 
vertraut zu machen, sondern auch die Stellung, welche dieses Kapitel der 
Geometrie im Bereiche der mathematischen Wissenschaft einnimmt und seine 
Beziehungen zu den anderen Gebieten mathematischer Forschung zu über- 
schauen. Ein solches Lehrbuch will der Verfasser zu geben versuchen. 
Nachdem in einer historischen Einleitung die drei Stadien in der Ent- 
wickelung der absoluten Geometrie (l. die Zeit von Euklid bis 1832, 
2. Bolyai und Lobatscheffskij, 3. die Zeit nach dem Erscheinen von 
Riemanns Habilitationsrede „Uber die Hypothesen, welche der Geometrie 
zu Grunde liegen") kurz charakterisiert worden sind, soll zuerst ganz ein- 
gehend die zweidimensionale Geometrie und dann die Geometrie des Raumes 
von drei und mehr Dimensionen entwickelt werden, und zwar im wesentlichen 
auf den von Riem an n in seiner Habilitationsrede geschaffenen Grundlagen, 
also zunächst als rein analytische Disziplin, von der dann gezeigt wird, dafs 
sie, je nachdem einer gewissen, in den Formeln auftretenden realen Gröfse 
(dem Krümmungsmafse) ein positiver, verschwindender oder negativer Wert 
beigelegt wird, die analytische Geometrie des Riemannschen, Euklidschen, 
beziehungsweise Bolyai-Lobatscheffskijschen Raumes liefert. Besondere 
Aufmerksamkeit soll auch den Anwendungen auf Funktionentheorie, Mechanik 
und reine Geometrie gewidmet werden. ■ L. Schlesinger. 



2. Bücherschau. 

Abel, X. H., Memorial public* ä l'occasion du centenaire de «a naissance. XII, 
429 S. Leipzig 1902, B. G. Teubner. M 21.— 

Blanchi, L., Lezioni di geometria differenziale. 2 a edizione riveduta e aumentata. 
Vol. I. 8°. Pisa 1902. 

( harlier, C. L., Die Mechanik des Himmels. Vorlesungen. 1. Band. VIII, 482 S. 
mit Figuren. 8°. Leipzig 1902. JL 18,00. 

Doehlemann, Geometrische Transformationen. 1. Teil: Die projektiven Trans- 
formationen nebst ihren Anwendungen VII, 322 S. Mit 99 Figuren und G Ab- 
bildungen. Leipzig 1902. JL 10.—. 

Epsteeii, S., Untersuchungen über lineare Differentialgleichungen 4. Ordnung und 
die zugehörigen Gruppen. 56 S. 8°. Zürich 1901. 

(Joller, A., über die Steiner'sche Fläche. Programm. HI, 69 S. 8°. München 1902. 
JL 1.—. 

Oreinaeher, H., Einführung in die Theorie der Doppelbrechung. Elementar-geo- 
metrisch dargestellt. 64 S. 8°. Leipzig 1902. .« 1,20. 

Heimholt/, H. v.j Vorlesungen über theoretische Physik. Band II: Dynamik 
continuirlich verbreiteter Massen, herausgegeben von O. Krigar-Menzel. 
VIII, 247 S. 8°. Mit 9 Holzschnitten. Leipzig 1902. JL 12.—. 
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Jahrbuch über die Fortschritte der Mathematik. 81. Band. Jahrgang 1900. 
1. Heft. (VI, 480 S.) Berlin 1902. JC 15.— 

Klose, M., Analytisch-graphisches Verfahren zur Bestimmung der Durchbiegung 
zwei- und dreifach gestützter Träger. Mit besonderer Berücksichtigung der 
Berechnung von Drehstromwellen. Dissertation. 128. S. mit Figuren und 
4 Tafeln. 8°. Berlin 1902. JC3.—. 

Lambert's, J. K., Abhandlungen zur ßahnbestimmung der Cometen. Insigniores 
orbitae cometarum proprietates (1761). Observations but Torbite apparente 
des cometes (1771). Auszüge aus den „Beiträgen zum Gebrauche der Mathe- 
matik" (1772). Doutsch herausgegeben und mit Anmerkungen versehen 
von J. Bauschinger. Mit 35 Figuren im Text. 149 S. 8°. Leipzig 1902. 
JC 2 40. 

Lobatschefskij, J., Pangeometrie. Kasan 1856. Übersetzt und herausgegeben 
von H. Liebmann. Mit 30 Figuren im Text. 95 S. 8°. Leipzig 1902. ^1,70. 

Musil, A., Grundlagen der Theorie und des Baues der "Wärmekraftmaschinen. 
Zugleich autorisierte, erweiterte deutsche Ausgabe des Werkes: The steamengine 
and other heat-engines von .1. A. Ewing. X, 794 S. mit 302 Figuren. 8°. 
Leipzig 1902. Geb. JC 20.—. 

Pfafif, J. F., Allgemeine Methode, partielle Differentialgleichungen zu integriren. 
(1815.) Aus dem Lateinischen übersetzt und herausgegeben von G. Ko wale ws"ki. 
84 S. 8°. Leipzig 1902. JC 1,40. 

Ronkar, E., Cours de niecanique analvtique. 2 Vol. 4°. autographie. Paris 1902. 

Sapolgky, L., Über die Theorie der relativ -Abelsehen-cubischen Zahlkörper. 
Dissertation. 8°. Leipzig. JCG.— . 

Schubert, H., Niedere Analysis. l. Teil: Kombinatorik, Wahrscheinlichkeits- 
rechnung, Kettenbrüche und diophantischc Gleichungen. VII, 181 S. Leipzig, 
1902. JC 3.60. 

Tropfke, J., Geschichte der Elementarmathematik in systematischer Darstellung. 
1. Band: Rechnen und Algebra. VIII, 382 S. mit Figuren. 8°. Leipzig 1902. 
JC 8. 

Weinnoldt, E., Leitfaden der analytischen Geometrie. VI, 80 S. mit 62 Figuren. 

8°. Leipzig 1902. Geb. JC 1.60. 
Zindler, K., Liniengeometric mit Anwendungen. 1. Band. VTII, 380 S. mit 

87 Figuren. Leipzig 1902. JC 12 — . 



3. Zeitschriftenschau. 

(Von dem Inhalt der Zeitschriften werden nur die Aufsätze erwähnt, welche dem 
Gebiete der mathematischen Wissenschaften angehören.) 

.Annais of Matheraatieg. (Founded by Ormond Stone.) Published under the 
auspices of Harvard l'niversity. 2 ,ld Series, vol. 3. 

Allardice, On some curves connected with a System of similar conics. — 
Arnes, Evaluation of slowly convergent series. — Bocher, Some applications of 
the method of abridged notation. — Bouton, Nim, a gamc with a complete 
mathematical theory. — Granville, On the invariante of a quadrangle under 
the largest subgroups, having a fixed point, of the general projectivo group of 
the plane. — Miller, On the groups generated by two Operators of order three 
whose produet in also of order three. — Miller, Note on the group of isomor- 
phisms of a group of order p u '. - - Newson, Note on the produet of linear sub- 
stitutions. — Osgood, Note on the funetions defined by an infinite series whose 
terms are analytic funetions of a complex variable; with corresponding theorems 
for definite integrals. — Osgood, Problems in infiuite series and definite inte- 
gral« ; with a statement of certain sufficient conditions which are fundamental in 
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the theory of definite integral*. — Porter, Ou the dinurentiatiou of an infinite 
scries terin by term. — Porter, On the roots of function8 connected hy linear 
recurrent relation of the second order. — Ransom, Mechanical conatruetion of 
confocal quadrics. — Roever, Brilliant pointa and loci of brilliant points. — 
Smith, On Sophus Lie's representation of imaginaries in plane geometry. — 
Yan Vleck, On the eonvergence of the continued fraction of Gauss and other 
continued fractions. — Westlund, Note on multiply perfeot nuuibers. — White, 
Note on a twisted curve connected with an involution of pairs of points in a 
plane. — Whittemore, A note on geodesic circles. — Woods, Space of con- 
Htant curvature. 

Rivista trimestral de matematicas. Publicada por Don Jose* Rius y Casa« 
Zaragoza. 

Num. 1 — 6: L. Clariana, Deinostracion de la fortnula elfptica de Legendre. 

— H. Petrini, Nota sobre la transformaeiön ortogonal de una determinante. — 
J. Rius y Casas, Teoria formal de los objetos complementarios. — L. Clariano, 

d^ d 

Nuevo procidimiento para determinar la integral de x -|~ '- H — m*xy = 0. 

(IX (a X 

— J. M. Villafane, Numeros E, 7j, r/. — H. ßrocard, Nota acerca de la 
euestiön 1. — .T. M. Villafane, Logaritnios de las imaginarias. Determinaciön do 
los logaritmos de cualquiera base en funci6n de los neperianos. — L. de Alba, 
Nota sobre un nuevo circulo de la geometria del triängulo. — F. G. Teixeira, 
Sobre una propriedad de los focos de los övalos de Cassini. — R. Caro, Inte- 

grales de Fresnel: f co» x i dx,j senx'dx. — L. Clariana, Superficie del elip- 
o o 

soide de revolucion, con relaciön ä las integrales eh'pticas. — L. de Alba, Nota 
Sobre racionalizacion. — J. Rius y Casas, Caracteres formales de la igualdad. — 
L. de Alba, Fönnulas de la geometria del triängulo. — E. Hernandez, Calculo 
de los coeticientes de la transformada de una fuuciön algelmca, racional y entera 
de mäs de una variable. — E. N. Barisien, sobre el problema de Malfatti. — 
E. Nannei, Nota sobre racionalizacion. - R. Caro, Integrales multiples. — 
E. Hernandez, Nota acerca de la cuestion 14. — Bibliografla etc. 
Trannactions of the American Mathematieal Society. Vol. 3. No 2, 3. 

E. W. Brown, On the small divisors in the lunar theory. — J. W. Young, On 
the holomorphisms of a group. — F. R. Moni ton, A simple non - desarguesian 
plane geometry. — M. B och er, On the real Solution« of two homogeneous linear 
difterential equations of the first order. — C. A. Scott, On a recent method for 
dealing with the interseetions of plane curves. — E. V. H »in tington, A com- 
plete set of postulates for the theory of absolute continuous magnitude. — 
E. V. Huntington, Complete sets of postulates for the theories of positive 
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